1. WyKkrAD 1
1.1. NWD, NWW i algorytm Euklidesa.

Twierdzenie 1.1 (o dzieleniu z reszta). Niech a,b € Z, b # 0. Wéwczas istnieje dokladnie jedna para
liczb catkowitych q,r € Z taka, Ze

a=¢gb+1 oraz 0 <r <|bl.

Dowdéd. Pokazemy najpierw istnienie stosownej pary. Zatézmy, ze b > 0 i zdefiniujmy

q= [%] Loraz r = a — bq.

Wéwezas ¢ < ¢ < g+ 1, azatem bg < a < bg+0b,skad 0 <7 =a —bg < b= |[b]. W przypadku, gdy
b < 0, definiujemy

[a]oa b
q=— || orazr =a— bq
10|

i dalej rozumujemy analogicznie.

Pozostaje wykazaé jednoznacznosé wyboru powyzszej pary. Zatézmy, ze a = bq, + r1 = bgy + 1o, gdzie
0 <ry,re < |b|. Wowezas 1o —r1 = b(q1 — qa). Jesli ro —ry # 0, to wowcezas |b] < |rg—ri| < max{ry,m} <
|b|. Zatem 75 — 1 = 0 1 w konsekwencji ¢1 — g2 = 0.

Definicja 1.2. Niech a,b € Z, b # 0, niech q,v € Z bedg jednoznacznie wyznaczonymi liczbami catko-
witymi takimi, ze a = gb+1r i 0 < r < |b|. Liczbe q¢ nazywamy niepelnym ilorazem z dzielenia a przez
b, zas liczbe r reszta z dzielenia a przez b.

Przyktady:
(1) Niech a = 26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, ze woéwczas g = 2 oraz r = 4.
(2) Niech a = —26, b = 11. Wowczas ¢ = —3, a r = 7; w szczegblnosci nie mozemy powiedzieé, ze

reszta z dzielenia —26 przez 11 jest -4, gdyz wprawdzie —26 = —2 - 11 — 4, ale —4 < 0.

Definicja 1.3. Niech a,b € Z. Méwimy, ze b dzieli a (lub Ze a jest podzielna przez b), jesli dla
pewnej liczby calkowitej q € Z zachodzi a = bq, co oznaczamy bla. W przeciwnym razie piszemy b 1 a.
Liczbe q nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.

Przyktady:
(3) Jest jasne, ze 2|4, 3|18, —8|16 1 1570.
(4) Bezposrednio z definicji podzielnosci wynika tez, ze Ola wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy
wszakze, ze iloraz z dzielenia 0 przez 0 nie jest jednoznacznie okreslony.

Twierdzenie 1.4. Niech a,b,c € Z. Wéwczas:
(1) ala;

(2) alb Able = alc;

(3) albANbla=a=bVa=—b;

(4) al0;

(5) lla;

(6) alb = albc;

(7) alb A alec = alb + c.

1Przypomnijmy, ze dla liczby rzeczywistej © € R symbolem [z] oznaczamy najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od z
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Dowdd. Udowodnimy dla przykladu czesé (3) twierdzenia. Jezeli a = 0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy
b =0, a wiec a = b. Podobnie, gdy b = 0, to a = b = 0, zalézmy wiec, ze a,b # 0. Niech b = qa i
a = qqb, dla pewnych ¢, ¢ € Z. W szczegdlnosci q1, g2 # 0. Wowezas b = q1q2b, a wiec ¢1q2 = 1, skad
G =¢=1lubg =¢g=-1L 0

Definicja 1.5. Niech ay,...,ax € Z, k > 2. Liczbe d € N takq, ze
(1) dlay, ..., dag,

(2) elay, ..., elar = eld,
nazywamy najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb aq, . . ., ay i oznaczamy NW D(aq, . .., a). Licz-
be m € N takq, ze
(1) a1|m, s 7ak|m;
(2) a1|n, ..., ax|n = min,
nazywamy najmniejsza wspo6lng wielokrotnodcia liczb ay, ..., ax i oznaczamy NWW (aq,. .., ax).
Przyklad:

(5) Sprawdzamy, ze NW D(24,36) = 12. Zauwazmy, ze, na przyklad, 6|24 i 6|36, ale oczywiscie
6 # NWD(24,36). Ponadto NWW (24,26) = 72. Podobnie zauwazmy, ze 24|144 i 36/144, ale
144 # NWW (24, 36).

Twierdzenie 1.6. Niech a,b € N. Wowczas NW D(a,b) - NWW (a,b) =a-b.

Dowdd. Rozwazmy Wb(ab). Poniewaz a, b, NW D(a,b) € N, widzimy, ze Wb(ab) > 0. Ponadto Wb(ab)
Z. Niech NWD(a,b)q1 = a, dla pewnej liczby ¢; € N. Wowcezas NW%)(a N = N;G/M? l(f(’s)g)lb = ¢ b, a wiec

Analogicznie a| % ——. Wobec tego NWW (a, b)| %~ , czyli NWW (a, b)) NW D(a, b)|ab.
NW D(a,b) NW D(a,b)

€ N. Niech NWW (a,b) = sja, dla pewnej liczby

ab
b| NWD(ab)"

. ab . . ab
Rozwazmy WD Zauwazmy, ze NI aD)

s1 € N. Wowczas Wb(%b) = Sal—ba = i Wobec tego 7NW;II/)(a,b)|b' Analogicznie 7NW$(a’b)\a. Wobec te-
g0 NWI%[Z/)(a,b) |INW D(a,b), czyli abl] NWW (a,b)NW D(a, b). ]
Przyktad:

(6) Odwotujac sie do poprzedniego przyktadu sprawdzamy, ze NW D(24,36)NW W (24,36) = 12 -
72 = 864 = 24 - 36.

Twierdzenie 1.7 (algorytm Euklidesa). Niech a,b € Z i niech
a = qb+ry, dla0<r <|bl,q,r €Z,

b = qri+ry, dla0<ry<ri,q,r €2,
re = q3ra+713, dla0<r3<re,q3,13 €7,
Th—2 = Qpln—1~1 Tn, dla 0 < Tn < Tn-1,qn,Tn € Za
Tnel = Qni1Tn, dla goyq € Z.

Wowczas r, = NW D(a,b).

Dowdéd. Algorytm zawsze sie zatrzymuje, bo jest tylko skonczenie wiele liczb naturalnych w przedziale
[0, [b]]. Niech d = NW D(a,b). Sprawdzamy, ze kolejno

7An|7an—17 rn|rn—27 s )Tn|rlv rn’ba Tn|a7



a wiec w szczegdlnosei r,|d. Podobnie, d|a i d|b, a wiec kolejno

d‘?”l, d|7’2, ey d|7’n_1, d|7’n

Poniewaz zaréwno d jak i r, sa liczbami dodatnimi, oraz réwnoczesnie d|r, i r,|d, wiec d = r,. O

Przyktady:

(7)

Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczyé NW D(66, 48). Wykonujac kolejne kroki algorytmu
otrzymujemy:

66 = 1-48+18
48 = 2-18+12
18 = 1-1246
12 = 2.6,

a wiec NW D(66,48) = 6.

Gloéwna zaleta w stosowaniu algorytmu Euklidesa w poréwnaniu ze znanym ze szkoty sredniej
"algorytmem” polegajacym na wypisaniu wszystkich dzielnikow liczb, dla ktérych checemy znalezé
najwiekszy wspélny dzielnik, polega na tym, ze nie potrzebujemy rozkladaé liczb na czynniki
pierwsze. W istocie, nie musimy nawet wiedzie¢, czy sa to liczby pierwsze, czy ztozone. Jako
przyktad rozwazmy tak zwane liczby Fermata. W licie do Frénicle de Bessy z 1640 roku
Fermat wyrazil przypuszczenie, ze wszystkie liczby postaci F), = 22" 4 1 sg pierwsze. Jest tak w
istocie dla matych n:

R = 22 +1=3,

Ro= 22 +1=5,

F o= 22 4+1=17,

By o= 2% +1=257,

Fy = 2% +1=065537,
ale juz Euler w 1733 roku udowodnil, ze liczba Fj jest ztozona i pokazal, ze 641 jest jej dzielnikiem
pierwszym:

Fy =22 41 = 429467297 = 641 - 6700417.

W 1909 roku Klein pokazal, ze F% nie jest pierwsza, ale dopiero w 1970 roku Morrison i Brillhart
znalezli jej dzielnik pierwszy. Podobnie, Selfridge i Hurwitz udowodnili, ze Fi4 nie jest liczba
pierwsza, ale do dzis nie sg znane zadne dzielniki pierwsze liczby Fi4. Pierwsze dwa przyktady
liczb Fermata, dla ktorych nie tylko nie znamy dzielnikéw pierwszych, ale o ktérych nie wiemy
nawet, czy sa pierwsze, czy zlozone, to Fyy i Fyy. Stosujac algorytm Euklidesa mozemy jednak
tatwo i szybko sprawdzié, ze ich najwiekszym wspolnym dzielnikiem jest 1. Istotnie:

2211 = @)Y+ 1=+ 1) -1 1=
2% + 1) =42 + 1P+ 6027 +1)2 -4 + D+ 1+1=

(27 + 1) — 427" +1)2+6(2%" +1) — 4] (27" +1) + 2,
22" 41 = 221241
2 = 2.1,

a zatem NWD(FQQ, F24) =1.



(9) Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalaja wyznaczy¢ liczby catkowite z i y takie,
ze

66x + 48y = NW D(66, 48).
Istotnie, zaczynajac od przedostatniego kroku i kolejno podstawiajac otrzymujemy:
6 = 18—12
18— (48—2-18)=3-18—48
= 3(66—48)—48 =3-66 —4-48,

awiecr =31y =—4

Uwaga 1.8. Niech a,b,c € Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody rozwigzywania réwnan
ar+by =c

w liczbach catkowitych.

Twierdzenie 1.9. Niech a,b,c € Z. Réwnanie
ar+by=c
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy d = NW D(a, b)|c.
Dowdd. (=) : Zalézmy, ze axy + byy = ¢, dla pewnych liczb xg, yo € Z. Wowcezas, skoro d|a i d|b, wiec
dlaxg i d|byo, a zatem réwniez d|azo + byo = c.
(<) : Zaldézmy, ze d|c i niech ¢ € Z bedzie taka liczba, ze dqg = c. Stosujac algorytm Euklidesa
znajdujemy liczby catkowite x1,1y; € Z takie, ze axy + by, = d. Wowcezas aqry + by, = c. O
Przyktad:
(10) Rozwiazemy réownanie 66z + 48y = 18. Na podstawie poprzedniego przyktadu wiemy juz, ze
663448 - (—3) =6, a wiec 66 -9 + 48 - (—12) = 18.
Twierdzenie 1.10. Niech a,b,c € Z i niech d = NW D(a,b)|c. Niech xo,yo € Z bedq rozwigzaniamsi
rownania ax + by = c. Wowczas wszystkie catkowite rozwigzania tego rownania dane sg przez
U iy
rT=x0+— orazy =1yo— — :
0 d Yy Yo d )

Dowdéd. Sprawdzamy, ze

bt at
a $0+E +0b Yo = axg + byy = c.

Dalej, niech x,y € Z bedzie rozwiazaniem réwnania ax + by = ¢. Wtedy ax + by = ¢ = ax + byy. Stad

a(x — xo) = b(yo — y). Jezeli a = ayd i b = bid, dla pewnych ay,b; € Z, to woéwczas tez ai(z — xg) =

bi(yo — y). Poniewaz NW D(ay,b,) = 1, wiec by|x — xy. Niech x — zq = bit, dla pewnego ¢t € Z. Stad

T =20+ bit =9+ %. Ponadto a;1b1t = b1 (yo — y), skad y = yo — %t. O
Przyktad:

(11) Wszystkie rozwiazania réwnania
662 + 48y — 18

wyraza sie wzorami
r=9+8ty=—-12—-11t,t € Z.



1.2. Grupy, pierscienie i ciala.

Definicja 1.11. Niech A bedzie niepustym zbiorem. Dzialaniem wewnetrznym (lub, krétko, dzia-
taniem) w zbiorze A nazywamy funkcje x : A x A — A. Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem.
Dzialaniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy funkcje x : B x A — A.

Uwaga 1.12. To, Ze w zbiorze A okreslono dziatanie wewnetrzne x w szczegdlnosci oznacza, Ze:
(1) Va,y € A[x(x,y) istnieje],
(2) Vx,y € A[x(z,y) € A].
Zamiast x(x,y) bedziemy na 0gdl pisaé x *y.
Podobnie, jesli B # (), to to, Ze w zbiorze A okreslono dziatanie zewnetrzne ¢ w szczegdlnodci oznacza,
Ze:

(1) Ya € BYx € Alo(a,x) istnieje],
(2) Va € BYx € Alo(a,z) € A].
Zamiast o(a,x) bedziemy na ogol pisac a o x.
Na tym wykladzie bedziemy zajmowaé sie prawie wylgceznie dziataniami wewnetrznymi.
Przyktady:

(1) Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.

(2) Mnozenie liczb naturalnych jest dzialaniem w zbiorze N.

(3) Odejmowanie i dzielenie nie sa dziataniami w zbiorze N: 3 —5 ¢ N oraz 1 -2 ¢ N. Z drugiej
strony, odejmowanie jest dzialaniem w Z, a dzielenie jest dzialaniem w Q \ {0}.

(4) Mnozenie wektoréw na plaszczyznie przez skalary rzeczywiste jest przykladem dziatania ze-
wnetrznego.

Definicja 1.13. Niech A bedzie niepustym zbiorem, a * i o dziataniami w A.
(1) Méwimy, ze x jest Yaczne, jezeli
Va,y,z € Alx x (y*x z) = (z*xy) * z].
(2) Mowimy, Ze % jest przemienne, jezeli
Va,y € Alx xy =y * x|
(3) Méwimy, ze * ma element neutralny e, jezeli
Ve e Alrxe=exx =zl
(4) Mowimy, ze y jest elementem odwrotnym do z, jezeli
TxY=y*T = e.
(5) Méwimy, ze o jest rozdzielne wzgledem x, jezeli
Vo,y,z € Alto(y*z) =xoy*xxoz].
Przyktady:

(5) Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych sa taczne i przemienne. 0 jest elementem neutralnym
dodawania, a 1 jest elementem neutralnym mnozenia. Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania. 1 nie ma elementu odwrotnego wzgledem dodawania, a 2 nie ma elementu odwrotnego
wzgledem mnozenia.

(6) Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb catkowitych. Kazda liczba catkowita ma element odwrotny
wzgledem dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.



(7) Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych. Kazda liczba wymierna ma element od-

wrotny wzgledem dodawania i kazda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny wzgledem
mnozenia.

Definicja 1.14. (1) Algebra nazywamy system (A, %1, ..., %, B1,..., Bn,01,...,0n), gdzie A jest
niepustym zbiorem, 1, ..., %, dziataniami wewnetrznymi w zbiorze A, a ©1,...,%,, dziataniami
zewnetrznymi w zbiorze A (wraz z odpowiadajgcymi im zbiorami By, ..., By,).

(2) Grupa nazywamy algebre (G, x*), gdzie x jest laczne, ma element neutralny i kazdy element w
zbiorze G ma element odwrotny. Jezeli ponadto * jest przemienne, to grupe (G,x) nazywamy
przemienng (lub abelowa).

(3) Pierscieniem nazywamy algebre (R, +,-), gdzie (R,+) jest grupa abelowq, a - jest laczne i roz-
dzielne wzgledem +. Jezeli - jest przemienne, to (R,+,-) nazywamy pierScieniem przemien-
nym. JeZeli - ma element neutralny 1, to (R, +,-) nazywamy pierScieniem z jedynka. W tym
wyktadzie ograniczymy sie do pierscient przemiennych z jedynkq, ktore bedziemy krotko nazywac
pierscieniami.

(4) Cialem nazywamy pierscien przemienny z jedynkq (F,+, ), w ktorym 0 # 1, przy czym 0 oznacza
element neutralny +, a 1 to element neutralny - i taki, Ze kazdy # 0 element ma element odwrotny
wzgledem -.

Przyktady:
(8) (Z,+), (Q,+), (R, +) sa przyktadami grup przemiennych. (N, +) nie jest grupa. Podobnie (Q*, -),
(R*,-), gdzie A* = A\ {0}, sa grupami przemiennymi. (N*,-) i (Z*,-) nie sa grupami.
9) (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-) sa przyktadami pierécieni.
(10) (Q+,-), (R, +,-) sa przyktadami cial. (Z,+, ) nie jest ciatem.

Definicja 1.15. Niech n € N i oznaczmy przez Z, = {0,1,....,n — 1}. W zbiorze Z, definiujemy
dodawanie modulo n:

T P,y = reszta z dzielenia x +y przezn
oraz mnozenie modulo n:

TR,y = reszta z dzielenia x -y przez n.
Przyktady:
(11) Sprawdzamy, ze 2 B52=4,2@54=1,2PB53=10,3@5 =21 98 D190 2 = 0.
(12) Podobnie, 2 ®52=4,2®;4=3,2®53=1,3®2 =01 98 ®199 2 = 96.
Twierdzenie 1.16. Niech n € N.

(1) (Zy,, ®,) jest grupg przemienng.

(2) (Z;,®y,) jest grupg przemienng, o ile n jest liczbg pierwszq.
(3) (Zp, D, @) jest pierscieniem.

(4) (Zp, D, ®n) jest cialem, o ile n jest liczbg pierwszq.

Dowdéd. Sprawdzenie wszystkich aksjomatow jest do$é czasochlonne, ale proste. Ograniczymy sie do
pokazania, ze jesli n jest liczba pierwsza, to kazdy element x € Z; ma element odwrotny wzgledem ®,,.
Ustalmy = € Z;. Chcemy pokazaé, ze istnieje y € Z;, taki, ze x ®, y = 1, to znaczy

vy = 1+4qn,
dla pewnej liczby catkowitej ¢ € Z. Jest to rownowazne pokazaniu, ze réwnanie

xy —qn =1
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ma rozwigzanie w liczbach catkowitych. Poniewaz n jest liczba pierwsza, a zatem NWD(xz,n) = 1,
roéwnanie to istotnie ma rozwigzanie wobec Twierdzenia 1.9. O

W dowolnej grupie (G, ) wprowadzamy oznaczenie

n
||xi:x1*...*xn.
i=1

W szezegélnosei [, x = z”. Tradycyjnie uzywamy w teorii grup dwéch réwnolegtych terminologii:
addytywnej i multyplikatywnej, wedtug nastepujacego schematu:

| Definicja | Notacja addytywna ‘ Notacja multyplikatywna |
dziatanie + .
dodawanie mnozenie
suma iloczyn
element neutralny 0 1
Z€ero jedynka
potega ne "
wielokrotnosé potega
element odwrotny —x x 1
element przeciwny element odwrotny

Twierdzenie 1.17. Niech (G, x*) bedzie grupg. Wowczas:

(1) element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;

2) TI2, o = H] vay =TIy, dla . g € G
™t =™ dla x € G;

(M) = x™mn, dlaxéG

element odwmtny jest wyznaczony ]ednoznaczme

(2P s oxapt )=, ox )™, dla xq, .1y € G
(x~ ) =z, dlazr € G;

(7 tsy*a)" xl*y xx, dlax,y € G;

(9) jezelix xy=x* 2, toy = 2.

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
9

Dowdd. Udowodnimy dla przyktadu czesé (1): jesli e i €' sa dwoma elementami neutralnymi, to woéwczas

e=exe =¢.

]
W dowolnym pierscieniu (R, +, -) wprowadzamy oznaczenia:

wy+z = (v-y)+ 2,

n 0
g T, = l’1+...+$n,g x; =0,
i=1 i=1
n 0
Hl’i = .I'l'...'m»mHa')i:l,
i=1 i=1
n n
nr = E r,x"t = Hw
i=1 i=1
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Twierdzenie 1.18. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech x,y,z € R, n,m € N. Wowczas:

(1) —(=2) = =
2) —(x+y)=—2-y;

(
(3) n(mx) = nma;
(4) nx +mz = (n+ m)x;
(5) 0z = 20 = 0;
(6) (—1)z = —x;
(7) (=2)y = —(zy) = x(—y);
(8) (—2)(-y) = 2y;
9) z(y — 2) = 2y — xz;
(10) (x —y)z = xz — yz;
(11) jezeli x +y = x + z, to wowczas y = z;
(12) amag™ = x"tm;
(13) (am)™ =™
(14) (z+y)" Zk o (=" "y"

Dowdd. Udowodnimy dla przyktadu czesé (5):
0z + 0z = (04 0)x = O0x

a zatem Ox = 0.



2. WYKLEAD 2

2.1. Izomorfizmy algebr.

Przyktady:

(13) Dziatania w grupach czesto wygodnie jest zapisywaé w tabelkach Cayleya. Na przyktad tabelka

dziatan w grupie (Zf, ®5) wyglada nastepujaco:

[@s[[1[2]3]4]
1 [[1]2]34
2 [2]4/13
3 31142
143 2]1

(14) W naszych rozwazaniach nie bedziemy ograniczaé¢ si¢ tylko do przyktadéw grup liczbowych.

Jako przyktad grupy ”nieliczbowej” rozwazmy tak zwana grupe symetryczng. Niech n € N i
oznaczmy przez S(n) zbiér wszystkich bijekcji zbioru {1,...,n} na samego siebie. Na przyklad
dla n = 3 elementy zbioru S(3) to nastepujace funkcje, ktore, dla wygody oznaczen, zdefiniujemy
za pomocy tabelek:

P £ 3 O e el 3 O N EYEAE

G203 @230 * R
go @ NA[2[8] [ « [1[2]3] [ = [1]2]3]
1- 2:

SOl *emls2] ¥ mm2 18]

Tym samym S(3) = {ids, 01, 09, 51, 52, 53}. W zbiorze S(n) definiujemy dziatanie o wzorem

fog(z)=f(g(x)), dlazxze{l,...,n}.

Okazuje sie, ze algebra (S(n), o) jest grupa. Na przyktad tabelka dziatan w grupie S(3) wyglada
nastepujaco:

[ o llids] o [ 0s [ 51]ss]ss]

idg Zd3 01 02 S1 S9 S3
01 || 01 |0y |ids| S2| 83| 51
02 09 Zd3 01 S3 S1 So
S1 S1 S3 S9 ng 02 01
S92 So S1 S3 01 Zd3 02
S3 S3 S9 S1 02 01 ng

Widzimy, ze jest to przyklad grupy nieprzemiennej: s; 0 01 = so, ale 07 0 57 = s3.

(15) Innym przykladem grupy ”nieliczbowej” jest grupa izometrii wtasnych n-kata foremnego,

ktora bedziemy oznaczaé przez D(n). Na przyktad dla n = 3 grupa D(3) sklada si¢ z nastepuja-
cych izometrii trojkata réwnobocznego:
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3 3 3
[Dg . 1 2 Ol . 1 2 OQ :
identycznosé obrét o 120° obrét o 240°

3 3 3

2

Sl : 1 2 SQ . 1 2 53 : 1 2
symetria wzgledem symetria wzgledem symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej symetralnej przechodzacej symetralnej przechodzacej
przez wierzchotek 1 przez wierzchotek 2 przez wierzchotek 3

Dziataniem grupowym jest sktadanie izometrii. Na przyktad tabelka dziatai w grupie D(3) wy-
glada nastepujaco:

[ o [IDs[ O [ O; [ S [ S [ S |
ID3 ID3 01 02 Sl SQ Sg
O1| O | Og |IDs| Sy | Sz | 51
02 02 ]Dg Ol Sg Sl SQ
Sl Sl S3 SQ ]Dg 02 01
SQ SQ 51 53 01 IDg OQ
Sy | S5 | Sy | S1 | Oy | Oy |ID;

Tak jak w poprzednim przyktadzie, grupy D(n) nie sa przemienne.

Definicja 2.1. Niech (Gy,*1) i (Ga, *2) bedq grupami. Funkcje f : G1 — Gy nazywamy izomorfizmem
grup, jezeli jest bijekcjq @ spetniony jest warunek

Va,y € Gi[f(z *x1y) = f(x) *2 f(y)].

Jezeli istnieje izomorfizm f : G1 — Gs, to grupy G1 i@ Go nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy
przez G1 = G,.
Przyktad:

(16) Grupy S(3) i D(3) sa izomorficzne. Istotnie, rozwazmy funkcje f : S(3) — D(3), ktéra, dla
wygody oznaczen, zdefiniujemy tabelka jako:

Lo [lids [o1[0[s1]s]ss]

LS [[1D5 [ 01 [O5[ 51 ]S>[5 ]
Oczywiscie jest to bijekcja. Poréwnujac tabelki dziatan w S(3) i D(3) widzimy, ze jest to tez
izomorfizm grup.

Definicja 2.2. (1) Niech (Ry,+1,1) i (Ra, +2,2) bedq pierscieniami. Funkcje f : Ry — Rs nazywa-
my izomorfizmem pierscieni, jezeli jest bijekcjg i spetnione sq warunki:
o Y,y € Ri[f(x +1y) = f(z) +2 f(y)],
o Vi,y€ R1[f($ ‘1 y) = f(x) 2 f(y)}:
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b f(lRl) = 1g,,
gdzie 1p, oznacza jedynke pierscienia Ry, a 1g, jedynke pierscienia Ry. Jezeli istnieje izomorfizm
f: Ry — Ry, to piericienie Ry i Ry nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez Ry = Rs.

(2) Niech (Fy,+1,1) @ (Fy, +9,-2) bedg ciatami. Funkcje f : Ry — Ry nazywamy izomorfizmem

cial, jezeli jest bijekcjq i spetnione sqg warunki:

o Vz,y € F[f(x+1y) = f(z)+2 f(y)],

o Vr,y € Fi[f(x-1y) = f(z)2 f(y)],

i f(lFl) =1g,
gdzie 1, oznacza jedynke ciata Fy, a 1p, jedynke ciata Fy. Jezeli istnieje izomorfizm f : F1 — Fy,
to ciata Fy i Fy nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez Fy = Fy.



