
Baza i wymiar.



Definicja

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F . Podzbiór

B ⇢ V nazywamy bazπ przestrzeni V , jeøeli:
1. B jest liniowo niezaleøny,

2. B jest generujπcy, tzn. lin(B) = V .



Przyk≥ady:

1. Rozwaømy przestrzeÒ Qn, lub Rn, lub Cn, lub Znp, lub
GF (pm)n, lub, najogólniej, F n, gdzie F jest dowolnym cia≥em.
Niech
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Wówczas (✏1, ✏2, . . . , ✏n) jest bazπ. Nazywamy jπ czÍsto bazπ
kanonicznπ.



2. Rozwaømy przestrzeÒ Mmn (F ) i niech
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Wówczas (✏11, . . . , ✏1n, ✏21, . . . , ✏2n, . . . , ✏m1, . . . , ✏mn) jest
bazπ.



3. Rozwaømy przestrzeÒ F [x ]. Wówczas (1, x , x2, x3, . . .) jest
bazπ.

4. Rozwaømy przestrzeÒ C nad cia≥em R. Wówczas (1, i) jest
bazπ.



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech B ⇢ V .
NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:

1. B jest bazπ,

2. B jest maksymalnym liniowo niezaleønym podzbiorem V .



Dowód:

(1)) (2) :
Za≥óømy, øe B jest bazπ.
PrzypuúÊmy, øe istnieje liniowo niezaleøny podzbiór B ( B 0 ⇢ V .
Niech v 2 B 0 \ B.
Poniewaø V = lin(B), wiÍc v = a1v1 + a2v2 + . . . + amvm, dla
pewnych v1, . . . , vm 2 B oraz a1, . . . , am 2 F .
Wówczas 1 · v � a1v1 � . . .� amvm = ✓ i 1 6= 0, a wiÍc B nie jest
liniowo niezaleøny.



(2)) (1) :
Za≥óømy, øe B jest maksymalnym liniowo niezaleønym podzbiorem
V .
Wystarczy pokazaÊ, øe B jest generujπcy. Ustalmy v 2 V . Jeúli
v 2 B, to v 2 lin(B).
Jeúli v /2 B, to B [ {v} jest liniowo zaleøny, a wiÍc
av + a1v1 + . . . + amvm = ✓ dla pewnych a, a1, . . . , am 2 F oraz
v1, . . . , vm 2 B.
Poniewaø v1, . . . , vm sπ liniowo niezaleøne, wiÍc a 6= 0.
Zatem v = �a1a v1 � . . .� ama vm 2 lin(B).



Wniosek

Kaøda przestrzeÒ liniowa ma bazÍ.



Dowód.

Jeøeli V = {✓}, to zbiór pusty jest bazπ.
Jeøeli V 6= {✓}, to istnieje ✓ 6= v 2 V i A = {v} jest zbiorem
liniowo niezaleønym.
W niepustej rodzinie

X = {B ⇢ V : A ⇢ B i B jest liniowo niezaleøny}

uporzπdkowanej przez inkluzjÍ kaødy ≥aÒcuch ma ograniczenie
górne, a wiÍc wobec lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element
maksymalny, który wobec poprzedniego twierdzenia jest bazπ.



Przyk≥ad:

5. Rozwaømy przestrzeÒ R nad cia≥em Q. Z poprzedniego
twierdzenia wynika istnieje bazy tej przestrzeni, jakkolwiek
wskazanie jej elementów nie jest moøliwe. BazÍ tÍ nazywamy
bazπ Hamela.



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech B ⇢ V .
NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:

1. B jest bazπ,

2. B jest generujπcy i dla kaødego v 2 V istnieje dok≥adnie jedna
kombinacja liniowa taka, øe

v = a1v1 + . . . + amvm,

dla a1, . . . , am 2 F i v1, . . . , vm 2 B.



Dowód:

(1)) (2) :
Ustalmy v 6= 0 i przypuúÊmy, øe

v = a1v1 + . . . + amvm = a01v
0
1 + . . . + a0nv

0
n

dla v1, . . . , vm, v 01, . . . , v
0
n 2 B oraz a1, . . . , am, a01, . . . , a

0
n 2 F .

Wówczas

✓ = a1v1 + . . . + amvm � a01v 01 � . . .� a0nv 0n

i poniewaø v 6= ✓, nie wszystkie ai , a0j sπ równe 0, skπd
v1, . . . , vm, v 01, . . . , v

0
n sπ liniowo zaleøne.

Jest to moøliwe, jeúli n = m oraz vi = v 0i .



(2)) (1) :
PrzypuúÊmy, øe B jest liniowo zaleøny.
Wówczas

v = a1v1 + . . . + amvm

dla pewnych v , v1, . . . , vm 2 B oraz a1, . . . , am 2 F . Zatem
v = 1 · v oraz v = a1v1 + . . . + amvm sπ dwiema kombinacjami
liniowymi wektorów z B dajπcymi v .



Definicja

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech B ⇢ V .
Dla v 2 V jednoznacznie wyznaczone skalary a1, . . . , am 2 F takie,
øe dla pewnych v1, . . . , vm 2 B:

v = a1v1 + . . . + amvm

nazywamy wspó≥rzÍdnymi wektora v w bazie B.



Przyk≥ady:

6. Rozwaømy przestrzeÒ R3. Poniewaø
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(1, 2, 3).



7. Rozwaømy przestrzeÒ R3. Poniewaø
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wspó≥rzÍdne (2, 1, 0).



Lemat

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

v , v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn 2 V . Jeøeli
v 2 lin(v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn) oraz v /2 lin(w1, . . . ,wn), to dla
pewnego i 2 {1, . . . ,m}:

vi 2 lin(v1, . . . , vi�1, v , vi+1, . . . , vm,w1, . . . ,wn).



Dowód.

Za≥óømy, øe v = a1v1 + . . . + amvm + b1w1 + . . . + bnwn, dla
pewnych a1, . . . , am, b1, . . . , bn 2 F .
Zauwaømy, øe istnieje ai 6= 0 dla pewnego i 2 {1, . . . ,m}: gdyby
a1 = . . . = am = 0, to wówczas
v = b1w1 + . . . + bnwn 2 lin(w1, . . . ,wn).
Wobec tego:

vi = �
a1

ai
v1�. . .�ai�1

ai
vi�1+

1
ai
v�ai+1
ai
vi+1�. . .�am

ai
vm�
b1

ai
w1�. . .�bn

ai
wn.



Twierdzenie (Lemat Steinitza

1
o wymianie)

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

v , v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn 2 V . Za≥óømy, øe V = lin(v1, . . . , vm)
oraz øe w1, . . . ,wn sπ liniowo niezaleøne. Wówczas:

1. n  m,
2. istniejπ i1, i2, . . . , im�n takie, øe

V = lin(w1, . . . ,wn, vi1 , . . . , vim�n)

.

1
Ernst Steinitz (1871-1928) urodzony w Laurah¨utte, dziú czÍúÊ Siemianowic

ålπskich.



Dowód:

Dowód prowadzimy indukcyjnie wzglÍdem n.
Dla n = 0 nie ma czego dowodziÊ.
Za≥óømy, øe jeúli w1, . . . ,wn sπ liniowo niezaleøne, to n  m oraz
istniejπ i1, . . . , im�n takie, øe V = lin(w1, . . . ,wn, vi1 , . . . , vim�n).
Niech w1, . . . ,wn+1 bÍdπ liniowo niezaleøne.
Jeúli n < m, to n + 1  m.
Jeúli n = m, to wobec za≥oøenia indukcyjnego V = lin(w1, . . . ,wn)
i stπd wn+1 2 lin(w1, . . . ,wn), a wiÍc w1, . . . ,wn,wn+1 nie mogπ
byÊ liniowo niezaleøne.



Pozostaje wykazaÊ czÍúÊ (2) twierdzenia.
Wobec za≥oøenia indukcyjnego:

wn+1 2 V = lin(w1, . . . ,wn, vi1 , . . . , vim�n).

Ponadto wn+1 /2 lin(w1, . . . ,wn). Wobec Lematu ??, po
ewentualnej zmianie notacji

vim�n 2 lin(w1, . . . ,wn,wn+1, vi1 , . . . , vim�n�1).

Zauwaømy, øe poniewaø kaødy z wektorów
w1, . . . ,wn, vi1 , . . . , vim�n jest kombinacjπ liniowπ wektorów
w1, . . . ,wn,wn+1, vi1 , . . . , vim�n�1 oraz poniewaø
V = lin(w1, . . . ,wn, vi1 , . . . , vim�n), wiÍc w konsekwencji

V = lin(w1, . . . ,wn,wn+1, vi1 , . . . , vim�n�1).



Wniosek

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F . Jeøeli

n-elementowy uk≥ad jest bazπ przestrzeni V , to kaøda baza tej

przestrzeni sk≥ada siÍ z dok≥adnie n wektorów.



Dowód.

Niech (w1, . . . ,wn) i (v1, . . . , vm) bÍdπ bazami. Wówczas uk≥ad
(v1, . . . , vm) jest liniowo niezaleøny, a (w1, . . . ,wn) generujπcy,
wiÍc z lematu Steinitza m  n. Przez symetriÍ n  m.



Definicja

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F . LiczbÍ

elementów dowolnej skoÒczonej bazy przestrzeni V nazywamy

wymiarem i oznaczamy dimV . Jeøeli nie istnieje skoÒczona baza
danej przestrzeni, przyjmujemy dimV =1.



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV = n. Wówczas jeøeli U < V , to dimU  n.



Dowód.

Wobec lematu Steinitza kaødy liniowo niezaleøny podzbiór V ma
co najwyøej n elementów. Ponadto kaødy liniowo niezaleøny
podzbiór U jest liniowo niezaleønym podzbiorem V , a wiÍc ma co
najwyøej n elementów. W szczególnoúci baza U ma co najwyøej n
elementów, a wiÍc dimU  n.



Wniosek

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV = n. Niech U < V . NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:

1. U = V ,

2. dimU = n.



Dowód.

(1)) (2) : Jeøeli U = V , to oczywiúcie dimU = n.
(2)) (1) : Za≥óømy, øe (v1, . . . , vn) jest bazπ U. BazÍ tÍ moøna
uzupe≥niÊ do bazy V . Ale baza V bÍdzie mia≥a n elementów, a
zatem (v1, . . . , vn) jest bazπ V .



Definicja

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

v1, . . . , vn 2 V , niech a1, . . . , an 2 F . RównoúÊ postaci

a1v1 + . . . + anvn = ✓

nazywamy zaleønoúciπ miÍdzy v1, . . . , vn. Ciπgi wspó≥czynników
(a1, . . . , an) odpowiadajπcych wszystkim zaleønoúciom miÍdzy
v1, . . . , vn tworzπ podzbiór przestrzeni F n oznaczany przez
Z(v1, . . . , vn) i nazywany zbiorem zaleønoúci miÍdzy v1, . . . , vn.



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

v1, . . . , vn 2 V . Wówczas zbiór zaleønoúci Z(v1, . . . , vn) jest
podprzestrzeniπ przestrzeni F

n
oraz

dimZ(v1, . . . , vn) = n � dim lin(v1, . . . , vn).



Dowód:

Sprawdzenie, øe Z(v1, . . . , vn) jest podprzestrzeniπ pozostawiamy
Czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
Niech r = dim lin(v1, . . . , vn).
Wówczas kaødy maksymalny liniowo niezaleøny podzbiór zbioru
{v1, . . . , vn} sk≥ada siÍ z r elementów.
Moøemy za≥oøyÊ, øe v1, . . . , vr sπ liniowo niezaleøne.
Wówczas

vr+i = ai1v1 + . . . + airvr

dla pewnych ai1, . . . , air 2 F , i 2 {1, . . . , n � r}.



Pokaøemy, øe

(a11, . . . , a1r ,�1, 0, . . . , 0),
(a21, . . . , a2r , 0,�1, . . . , 0),
...

(an�r ,1, . . . , an�r ,r , 0, 0, . . . ,�1)

tworzπ bazÍ przestrzeni Z(v1, . . . , vn).
Poniewaø

ai1v1 + . . . + airvr � vr+i = ✓

wiÍc (ai1, . . . , air , 0, . . . , 0,�1, 0, . . . , 0) 2 Z(v1, . . . , vn).



Za≥óømy, øe

(0, . . . , 0) = x1(a11, . . . , a1r ,�1, 0, . . . , 0)
+ x2(a21, . . . , a2r , 0,�1, . . . , 0)
...

+ xn�r (an�r ,1, . . . , an�r ,r , 0, 0, . . . ,�1).

W szczególnoúci dla wspó≥rzÍdnej n � r + i :

�xi = 0,

a wiÍc x1 = . . . = xn�r = 0 i wektory sπ liniowo niezaleøne.



Ustalmy (a1, . . . , an) 2 Z(v1, . . . , vn).
Wówczas

(a1, . . . , an) + a1(a11, . . . , a1r ,�1, 0, . . . , 0)
+ a2(a21, . . . , a2r , 0,�1, . . . , 0)
...

+ an(an�r ,1, . . . , an�r ,r , 0, 0, . . . ,�1)
= (a1 + a1a11 + . . . + anan�r ,1, . . . , (ar + a1a1r + . . . + anan�r ,r , 0, . . . , 0)

2 Z(v1, . . . , vn),

a zatem

(a1+a1a11+. . .+anan�r ,1)v1+. . .+(ar+a1a1r+. . .+anan�r ,r )vr = ✓.



Poniewaø v1, . . . , vr sπ liniowo niezaleøne, wiÍc

a1 + a1a11 + . . . + anan�r ,1 = . . . = ar + a1a1r + . . . + anan�r ,r = 0

i tym samym

(a1, . . . , an) = �a1(a11, . . . , a1r ,�1, 0, . . . , 0)
� a2(a21, . . . , a2r , 0,�1, . . . , 0)
...

� an(an�r ,1, . . . , an�r ,r , 0, 0, . . . ,�1).



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

U1,U2 < V , dimU1 <1, dimU2 <1. Wówczas
dim(U1 \ U2) <1, dim(U1 + U2) <1 oraz

dim(U1 \ U2) + dim(U1 + U2) = dimU1 + dimU2.



Dowód:

Poniewaø U1 \ U2 ⇢ U1 oraz dimU1 <1, wiÍc
dim(U1 \ U2) <1.
Niech (v1, . . . , vk) bÍdzie bazπ U1 \ U2.
Moøemy uzupe≥niÊ jπ do bazy (v1, . . . , vk , . . . , vn) podprzestrzeni
U1 i do bazy (v1, . . . , vk , . . . ,wm) podprzestrzeni U2.
Oczywiúcie lin(v1, . . . , vk , . . . , vn, . . . ,wm) = U1 + U2.
Pokaøemy, øe wektory (v1, . . . , vk , vk+1, . . . , vn,wk+1, . . . ,wm) sπ
liniowo niezaleøne.



Za≥óømy, øe a1v1 + . . . + anvn + bk+1wk+1 + . . . + bmwm = ✓ dla
pewnych a1, . . . , an, bk+1, . . . , bm 2 F .
Wówczas

a1v1 + . . . + anvn = �bk+1wk+1 � . . .� bmwm 2 U2,

a wiÍc a1v1 + . . . + anvn 2 U1 \ U2.
Tym samym ak+1 = . . . = an = 0, a wiÍc
a1v1 + . . . + akvk + bk+1wk+1 + . . . + bmwm = ✓ i skoro
(v1, . . . , vk , . . . ,wm) sπ liniowo niezaleøne, wiÍc równieø
a1 = . . . = ak = bk+1 = . . . = bm = 0.



Wniosek

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV <1, niech U1,U2 < V . Wówczas

dim(U1 \ U2) � dimU1 + dimU2 � n

gdzie dimV = n.



Dowód.

Wystarczy zauwaøyÊ, øe dim(U1 + U2)  n.



Definicja

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV <1. Hiperp≥aszczyznπ nazywamy kaødπ podprzestrzeÒ
przestrzeni V o wymiarze n � 1.



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV = n. Niech U < V i niech dimU = k. Wówczas U jest
czÍúciπ wspólnπ n � k hiperp≥aszczyzn.



Dowód.

Niech (v1, . . . , vk) bÍdzie bazπ U.
Moøemy uzupe≥niÊ jπ do bazy (v1, . . . , vk , vk+1, . . . , vn) przestrzeni
V .
Niech Wi = lin(v1, . . . , vk+i�1, vk+i+1, . . . , vn), i 2 {1, . . . , n � k}.
Pokaøemy, øe U =W1 \ . . . \Wn�k .
Oczywiúcie U = lin(v1, . . . , vk) ⇢W1 \ . . . \Wn�k .
Ustalmy v 2W1 \ . . . \Wn�k .
Niech v = a1v1 + . . . + anvn dla pewnych a1, . . . , an 2 F .
Ustalmy i 2 {1, . . . , n � k}.
Wówczas v 2Wi , a wiÍc a1v1 + . . . + anvn 2Wi .
Tym samym ak+i = 0.



Twierdzenie

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV = n. Niech W1, . . . ,Wl bÍdπ hiperp≥aszczyznami. Wówczas

dim(W1 \ . . . \Wl) � n � l .



Dowód.

Dla l = 1 nie ma czego dowodziÊ.
Za≥óømy, øe l > 1 i øe dla l hiperp≥aszczyzn rezultat jest
prawdziwy. Niech W1, . . . ,Wl+1 bÍdπ hiperp≥aszczyznami.
Wówczas dim(W1 \ . . . \Wl) � n � l .
Wobec poprzedniego wniosku dim(W1 \ . . . \Wl \Wl+1) �
dim(W1 \ . . . \Wl) + n � 1� n � n � l � 1 = n � (l + 1).



Wniosek

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech

dimV = n. Niech U < V i niech dimU = k. Wówczas U jest
czÍúciπ wspólnπ n � k, ale nie mniejszej liczby hiperp≥aszczyzn.



Struktura zbioru rozwiπzaÒ

uk≥adu równaÒ liniowych.



Definicja:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech U0 bÍdzie uk≥adem jednorodnym m
równaÒ liniowych o n niewiadomych i wspó≥czynnikach z cia≥a F .
Niech U0 bÍdzie podprzestrzeniπ F n rozwiπzaÒ uk≥adu U0.
Kaødπ bazÍ U0 bÍdziemy nazywaÊ uk≥adem fundamentalnym
rozwiπzaÒ uk≥adu U0, a kaøde przedstawienie parametryczne U0
rozwiπzaniem ogólnym uk≥adu U0.
Niech U bÍdzie uk≥adem m równaÒ liniowych o n niewiadomych i
wspó≥czynnikach z cia≥a F .
Niech W bÍdzie warstwπ podprzestrzeni przestrzeni F n

wyznaczonπ przez rozwiπzania uk≥adu U .
Kaøde przedstawienie parametryczne W nazywamy rozwiπzaniem
ogólnym uk≥adu U .



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech U < F n bÍdzie wyznaczona przez
równanie a1x1 + . . . + anxn = 0, dla pewnych a1, . . . , an 2 F nie
wszystkich równych zeru.
Wówczas U jest hiperp≥aszczyznπ.



Dowód.

Za≥óømy, øe a1 6= 0.
Wówczas ✏1 /2 U, a wiÍc dimU  n � 1.
Ponadto ✏2 � a2a1 ✏1, ✏3 �

a3
a1

✏1, . . . , ✏n � ana1 ✏1 2 U i wszystkie te
wektory sπ liniowo niezaleøne.



Wniosek:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech U < F n bÍdzie wyznaczona przez
uk≥ad m równaÒ jednorodnych o n niewiadomych.
Wówczas dimU � n �m.



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niec U < F n bÍdzie hiperp≥aszczyznπ.
Wówczas U jest wyznaczona przez równanie a1x1 + . . . + anxn = 0,
dla pewnych a1, . . . , an 2 F nie wszystkich równych zeru.



Dowód:

Za≥óømy, øe (↵1, . . . ,↵n�1) jest bazπ podprzestrzeni U.
Niech

↵i = [ai1, . . . , ain], dla i 2 {1, . . . , n � 1}.

Rozwaømy uk≥ad równaÒ

U0 :

8
>>>><

>>>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0

a21x1 + . . . + a2nxn = 0
...

an�1,1x1 + . . . + an�1,nxn = 0

i niech U0 oznacza podprzestrzeÒ rozwiπzaÒ uk≥adu U0.



dimU0 � n � (n � 1) = 1, niech zatem ✓ 6= [b1, . . . , bn] 2 U0.
PodprzestrzeÒ W wyznaczona przez równanie
b1x1 + . . . + bnxn = 0 jest hiperp≥aszczyznπ.
Ponadto, wobec okreúlenia [b1, . . . , bn], ↵1, . . . ,↵n�1 2W i tym
samym U = lin(↵1, . . . ,↵n�1) ⇢W .
Poniewaø dimU = dimW = n � 1 oznacza to, øe U =W .



Wniosek:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech U < F n bÍdzie podprzestrzeniπ
k-wymiarowπ.
Wówczas U jest wyznaczona przez przez uk≥ad z≥oøony z n� k, ale
nie mniej, jednorodnych równaÒ liniowych.



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech W1, . . . ,Wk < F n bÍdπ
hiperp≥aszczyznami.
Niech li = 0 bÍdzie równaniem hiperp≥aszczyzny Wi ,
li 2 Fh[x1, . . . , xn], i 2 {1, . . . , k}.
Wówczas dim(W1 \ . . . \Wk) = n � k wtedy i tylko wtedy, gdy
formy liniowe l1, . . . , lk sπ liniowo niezaleøne.



Dowód:

Za≥óømy, øe formy l1, . . . , lk sπ liniowo zaleøne.
Jedna z tych form jest kombinacjπ liniowπ pozosta≥ych – moøemy
za≥oøyÊ, øe lk jest kombinacjπ liniowπ form l1, . . . , lk�1.
Wówczas uk≥ady

8
>><

>>:

l1 = 0
...

lk = 0

oraz

8
>><

>>:

l1 = 0
...

lk�1 = 0

majπ identyczne zbiory rozwiπzaÒ, a wiÍc
W1 \ . . . \Wk =W1 \ . . . \Wk�1.
dim(W1 \ . . . \Wk�1) � n � k � 1 = n � k + 1 > n � k, wiÍc
dim(W1 \ . . . \Wk) > n � k.
Udowodniliúmy zatem, øe jeøeli dim(W1 \ . . . \Wk) = n � k, to
formy l1, . . . , lk sπ liniowo niezaleøne.



Za≥óømy, øe formy l1, . . . , lk sπ liniowo niezaleøne.
Uk≥ad (l1, . . . , lk) uzupe≥niamy do bazy (l1, . . . , lk , . . . , ln)
przestrzeni liniowej Fh[x1, . . . , xn]1 form liniowych n zmiennych.
Niech Wi bÍdzie hiperp≥aszczyznπ wyznaczonπ przez równanie
li = 0, i 2 {1, . . . , n}.



Pokaøemy, øe W1 \ . . . \Wn = {✓}.
Poniewaø l1, . . . , ln generujπ przestrzeÒ Fh[x1, . . . , xn]1, wiÍc formy
x1, . . . , xn sπ kombinacjami liniowymi form l1, . . . , ln.
Tym samym kaødy wektor bÍdπcy rowiπzaniem uk≥adu

8
>><

>>:

l1 = 0
...

ln = 0

jest teø rozwiπzaniem uk≥adu x1 = 0, . . . , xn = 0, a wiÍc
W1 \ . . . \Wn ⇢ {✓} i tym samym W1 \ . . . \Wn = {✓}.



W szczególnoúci dim(W1 \ . . . \Wn) = 0.
Poniewaø dim(Wk+1 \ . . . \Wn) � n � (n � k) = k, wiÍc:

0 = dim(W1 \ . . . \Wn) � dim[(W1 \ . . . \Wk) \ (Wk+1 \ . . . \Wn)]
� dim(W1 \ . . . \Wk) + dim(Wk+1 \ . . . \Wn)� n
� dim(W1 \ . . . \Wk) + k � n,

czyli dim(W1 \ . . . \Wk)  n � k i tym samym
dim(W1 \ . . . \Wk) = n � k.



Wniosek:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech l1, . . . , lk 2 Fh[x1, . . . , xn]1, niech
U < F n bÍdzie podprzestrzeniπ wyznaczonπ przez uk≥ad równaÒ

U0 :

8
>><

>>:

l1 = 0
...

lk = 0.

Wówczas dimU = n � dim lin(l1, . . . , lk)



Dowód.

Niech dim lin(l1, . . . , lk) = r i niech li1 , . . . , lir bÍdzie maksymalnym
liniowo niezaleønym podzbiorem {l1, . . . , ln}.
Wówczas U jest wyznaczona przez uk≥ad

8
>><

>>:

li1 = 0
...

lir = 0.

i dimU = n � r = n � dim lin(l1, . . . , ln).



Definicja:

Niech F bÍdzie cia≥em.
Niech A = [aij ] 2 Mnm(F ).
Oznaczmy �i =

⇥
ai1 . . . ain

⇤
, dla i 2 {1, . . . ,m}, tak aby

A =

2

64
�1
...

�m

3

75 .

Oznaczmy ponadto:

↵j =

2

64
a1j
...
amj

3

75 , dla j 2 {1, . . . , n},

tak aby A =
⇥

↵1 . . . ↵n
⇤
.

LiczbÍ dim lin(�1, . . . ,�m) nazywamy rzÍdem wierszowym
macierzy A, a liczbÍ dim lin(↵1, . . . ,↵n) nazywamy rzÍdem
kolumnowym macierzy A.



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech A = [aij ] 2 Mnm(F ).
Rzπd kolumnowy macierzy A równy jest jej rzÍdowi wierszowemu.



Dowód:

Oznaczmy �i =
⇥
ai1 . . . ain

⇤
, dla i 2 {1, . . . ,m}, tak aby

A =

2

64
�1
...

�m

3

75

oraz

↵j =

2

64
a1j
...
amj

3

75 , dla j 2 {1, . . . , n},

tak aby A =
⇥

↵1 . . . ↵n
⇤
.



PodprzestrzeÒ Z(↵1, . . . ,↵n) przestrzeni F n jest identyczna z
podprzestrzeniπ rozwiπzaÒ uk≥adu

U :

8
>><

>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0
...

am1x1 + . . . + amnxn = 0.



Zatem:

dimZ(↵1, . . . ,↵n) = n � dim lin(↵1, . . . ,↵n).

Ponadto:

dimZ(↵1, . . . ,↵n) = n � dim lin(l1, . . . , lm),

gdzie li = ai1x1 + . . . + ainxn 2 Fh[x1, . . . , xn]1, dla i 2 {1, . . . ,m}.
Przekszta≥cenie � : Fh[x1, . . . , xn]1 ! F n dane wzorem

�(c1x1 + . . . + cnxn) = [c1, . . . , cn]

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, a wiÍc
dim lin(l1, . . . , lm) = dim lin(�1, . . . ,�m).



Reasumujπc:

n � dim lin(↵1, . . . ,↵n) = dimZ(↵1, . . . ,↵n)

= n � dim lin(l1, . . . , lm)

= n � dim lin(�1, . . . ,�m),

a wiÍc dim lin(↵1, . . . ,↵n) = dim lin(�1, . . . ,�m).



Definicja:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech A = [aij ] 2 Mnm(F ).
Wspólnπ wartoúÊ rzÍdu kolumnowego i rzÍdu wierszowego macierzy
A nazywamy rzÍdem macierzy A i oznaczamy r(A).



Wniosek:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech A = [aij ] 2 Mnm(F ).
WartoúÊ r(A) nie ulegnie zmianie, jeøeli na kolumnach lub
wierszach macierzy A wykonamy operacje elementarne typu 1, 2
lub 3.



Przyk≥ad:

1. Powyøszy wniosek daje praktycznπ metodÍ znajdowania rzÍdu
macierzy: najpierw sprowadzamy przez operacje elementarne
danπ macierz do postaci trójkπtnej, a nastÍpnie zliczamy
niezerowe wiersze lub kolumny.
Dla przyk≥adu obliczymy rzπd macierzy

A =

2

664

1 1 2 1
3 1 4 5
7 6 1 2
1 1 3 4

3

775 .



Mamy kolejno:

r(A) = r

0

BB@

2

664

1 1 2 1
3 1 4 5
7 6 1 2
1 1 3 4

3

775

1

CCA
w2 � 3w1
w3 � 7w1
w4 � w1

= r

0

BB@

2

664

1 1 2 1
0 �2 �2 2
0 �1 �13 �5
0 0 1 3

3

775

1

CCA
w2 : (�2)

k2 � k1 k3 � 2k1 k4 � k1

= r

0

BB@

2

664

1 0 0 0
0 1 1 �1
0 �1 �13 �5
0 0 1 3

3

775

1

CCA
w3 + w2



= r

0

BB@

2

664

1 0 0 0
0 1 1 �1
0 0 �12 �6
0 0 1 3

3

775

1

CCA
w3 #
w4 "

k3 � k2 k4 + k2

= r

0

BB@

2

664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 3
0 0 �12 �6

3

775

1

CCA
w4 + 12w3

= r

0

BB@

2

664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 3
0 0 0 30

3

775

1

CCA = 4,

gdyø wektory

2

664

1
0
0
0

3

775,

2

664

0
1
0
0

3

775,

2

664

0
0
1
0

3

775,

2

664

0
0
3
30

3

775 sπ liniowo niezaleøne.



Wniosek:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech A = [aij ] 2 Mnm(F ). Wówczas
r(A) = r(AT ).



Wniosek:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech

U0 :

8
>><

>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0
...

am1x1 + . . . + amnxn = 0

bÍdzie uk≥adem m jednorodnych równaÒ liniowych o
wspó≥czynnikach z cia≥a F , niech

A =

2

64
a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

3

75 ,

niech U0 < F n bÍdzie podprzestrzeniπ rozwiπzaÒ uk≥adu U0.
Wówczas

dimU0 = n � r(A).



Wniosek (twierdzenie Kroneckera-Capelliego):

Niech F bÍdzie cia≥em, niech

U :

8
>><

>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
...

am1x1 + . . . + amnxn = bm

oraz U0 :

8
>><

>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0
...

am1x1 + . . . + amnxn = 0,

bÍdπ uk≥adami m równaÒ liniowych o wspó≥czynnikach z cia≥a F i
m jednorodnych równaÒ liniowych o wspó≥czynnikach z cia≥a F
otrzymanym z równaÒ uk≥adu U przez zastπpienie prawych stron
zerami, niech

A =

2

64
a11 a12 . . . a1n b1
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

3

75 oraz A0 =

2

64
a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

3

75 ,

niech U0 < F n bÍdzie podprzestrzeniπ rozwiπzaÒ uk≥adu U0.



Wówczas uk≥ad U ma rozwiπzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r(A0).
Ponadto jeúli uk≥ad U ma choÊ jedno rozwiπzanie, to wówczas
zbiór wszystkich rozwiπzaÒ jest warstwπ podprzestrzeni U0, przy
czym dimU0 = n � r(A).
W szczególnoúci uk≥ad ma dok≥adnie jedno rozwiπzanie wtedy i
tylko wtedy, gdy r(A) = r(A0) = n.



Dowód:

Wystarczy udowodniÊ, øe uk≥ad ma rozwiπzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy r(A) = r(A0).
Oznaczmy

↵j =

2

64
a1j
...
amj

3

75 , dla j 2 {1, . . . , n}, oraz ↵j =

2

64
b1
...
bm

3

75 ,

tak, aby A =
⇥

↵1 . . . ↵n �
⇤
.

Uk≥ad U moøemy zapisaÊ wektorowo jako

Uw : x1↵1 + . . . + xn↵n = �.



Elementy a1, . . . , an 2 F sπ rozwiπzaniem uk≥adu Uw

,

a1↵1 + . . . + an↵n = �

,

� 2 lin(↵1, . . . ,↵n)

,

lin(↵1, . . . ,↵n) = lin(↵1, . . . ,↵n, �)

,

dim lin(↵1, . . . ,↵n) = dim lin(↵1, . . . ,↵n, �) (jako øe
lin(↵1, . . . ,↵n) ⇢ lin(↵1, . . . ,↵n, �))

,

r(A0) = r(A).



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech

U :

8
>><

>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = b1
...

am1x1 + . . . + amnxn = bm

oraz U0 :

8
>><

>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0
...

am1x1 + . . . + amnxn = 0,

niech ponadto

A =

2

64
a11 a12 . . . a1n b1
...

...
. . .

...
...

am1 am2 . . . amn bm

3

75 oraz A0 =

2

64
a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

3

75 , .

Wówczas uk≥ad U jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r(A0).



Dowód:

Wczeúniej zauwaøyliúmy, øe uk≥ad sprzeczny nie ma rozwiπzaÒ, a
zatem, wobec twierdzenia Kroneckera-Capelliego, r(A) 6= r(A0).
Pozostaje sprawdziÊ, øe jeúli uk≥ad jest niesprzeczny, to
r(A) = r(A0).
Za≥óømy, øe r(A) 6= r(A0).



Niech �i =
⇥
ai1 . . . ain

⇤
, dla i 2 {1, . . . ,m}, i niech

�0
i =

⇥
ai1 . . . ain bi

⇤
, dla i 2 {1, . . . ,m}, tak aby

A0 =

2

64
�1
...

�m

3

75 oraz A =

2

64
�0
1
...

�0
m

3

75 .

Niech ponadto

↵j =

2

64
a1j
...
amj

3

75 , dla j 2 {1, . . . , n}, oraz � =

2

64
b1
...
bm

3

75 ,

tak, aby A =
⇥

↵1 . . . ↵n �
⇤
.



Wówczas:

dim lin(�1, . . . ,�m) = r(A0) = dim lin(↵1, . . . ,↵n)

 dim lin(↵1, . . . ,↵n, �)

= r(A) = dim lin(�0
1, . . . ,�

0
m),

a zatem r(A0) < r(A).



Istniejπ zatem liczby naturalne i1, . . . , is takie, øe wektory
�0
i1 , . . . ,�

0
is sπ liniowo niezaleøne, a wektory �i1 , . . . ,�is sπ liniowo

zaleøne.
Tym samym istniejπ a1, . . . , as 2 F takie, øe

a1�
0
i1 + . . . + as�

0
is 6= ✓ oraz a1�i1 + . . . + as�is = ✓.

Tym samym a1�0
i1 + . . . + as�0

is = [0, 0, . . . , 0, a], dla pewnego
a 6= 0.
Wobec tego mnoøπc ij -te równanie uk≥adu U przez aj , a nastÍpnie
dodajπc stronami tak zmodyfikowane równania, otrzymujemy
0 = a.


