Baza i wymiar.



Definicja
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Podzbidr
B C V nazywamy baza przestrzeni V, jezeli:

1. B jest liniowo niezalezny,

2. B jest generujacy, tzn. lin(B) = V.



Przyktady:

1. Rozwazmy przestrzen Q", lub R", lub C", lub Zg, lub
GF(p™)", lub, najogdlniej, F", gdzie F jest dowolnym ciatem.
Niech

1 0 0
0 1 0
€1 = 762 = . 9 y€En =
0 0 1
Woéwczas (€1, €2, ..., €,) jest baza. Nazywamy ja czesto baza

kanoniczna.



2. Rozwazmy przestrzen M7(F) i niech

00 0 0

00 0 0

00 1 0 —

€j = _

(00 ... 0 0
T
J

Wédweczas (6117 e s €10y €215 -5 €20y €EmLy - - ,Emn) jest

baza.



3. Rozwazmy przestrzen F|[x]. Wéwczas (1,x, x%,x3,...) jest
baza.

4. Rozwazmy przestrzen C nad ciatem R. Wéwczas (1, /) jest
baza.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech B C V.
Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. B jest baza,

2. B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem V.



Dowdd:

(1)=(2):

Zatézmy, ze B jest baza.

Przypusémy, ze istnieje liniowo niezalezny podzbiér B C B’ C V.
Niech v € B"\ B.

Poniewaz V = lin(B), wiec v = aijvi + aava + ... + amvm, dla
pewnych vy, ..., vy, € Boraz aj,...,am € F.

Woéwczas 1-v —ajvi —... —apvm =0 i 1 #0, a wiec B nie jest
liniowo niezalezny.



(2) =(1):

Zatézmy, ze B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem
V.

Wystarczy pokazaé, ze B jest generujacy. Ustalmy v € V. Jesli

v € B, to v € lin(B).

Jedli v ¢ B, to BU{v} jest liniowo zalezny, a wiec

av+aivi+ ...+ amvm = 0 dla pewnych a,a1,...,an € F oraz
Vi,...,Vvm € B.
Poniewaz v1, ..., vy, sa liniowo niezalezne, wiec a # 0.

Zatem v = —%v; — ... — 2my, € [in(B).



Whiosek

Kazda przestrzen liniowa ma baze.



Dowdd.

Jezeli V = {0}, to zbidr pusty jest baza.

Jezeli V #£ {6}, to istnieje  # v € Vi A= {v} jest zbiorem
liniowo niezaleznym.

W niepustej rodzinie

X ={BCV:AC BB jest liniowo niezalezny}

uporzadkowanej przez inkluzje kazdy tancuch ma ograniczenie
gbrne, a wiec wobec lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element
maksymalny, ktéry wobec poprzedniego twierdzenia jest bazg. [



Przyktad:

5. Rozwazmy przestrzen R nad ciatem Q. Z poprzedniego
twierdzenia wynika istnieje bazy tej przestrzeni, jakkolwiek
wskazanie jej elementéw nie jest mozliwe. Baze te nazywamy

baza Hamela.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech B C V.
Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. B jest baza,

2. B jest generujacy i dla kazdego v € V istnieje doktadnie jedna
kombinacja liniowa taka, Ze

V=awv+...+3amVm,

d/aal,...,ameFivl,...,vmeB.



Dowdéd:

(1) =(2):
Ustalmy v # 0 i przypusémy, ze

/! /!
v=avi+...tamVm=aivy +...+a,v,

dlavi,...,Vm,Vq,...,v, € Boraz ai,...,am,a},...,a, € F.
Woéwczas

/! ! ]
0=avi+...+amvm—ayjvy — ... —a,v,
i poniewaz v # 0, nie wszystkie a;, a; s3 réwne 0, skad

Vi, ...y Vm, Vq,..., V), sq liniowo zalezne.
Jest to mozliwe, jesli n = m oraz v; = v/.



(2) = (1):
Przypusémy, ze B jest liniowo zalezny.
Wéwczas

v=avi+...+amvm

dla pewnych v,vi,..., vy, € Boraz aj,...,am € F. Zatem
v=1-vorazv =ajv; + ...+ amVm s3 dwiema kombinacjami
liniowymi wektoréw z B dajacymi v.



Definicja

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech B C V.
Dla v € V jednoznacznie wyznaczone skalary ai,...,am € F takie,
ze dla pewnych vy, ..., vy € B:

v=av+...+amvm

nazywamy wspo6trzednymi wektora v w bazie B.



Przyktady:

6. Rozwazmy przestrzei R3. Poniewaz

1 1 0 0
2| =1|10|+2]1(+3]|0
3 0 0 1
1
wiec wektor | 2 | ma w bazie (€1, €2, €3) wspbtrzedne
3

(1,2,3).



7. Rozwazmy przestrzehi R3. Poniewaz

1
21 =2
3
1
wiec wektor | 2 [ ma w bazie
3

wspétrzedne (2,1,0).




Lemat

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

VoViy ooy Vi, Wi, ..., Wy € V. Jezeli

v € lin(vi,...,Vm,wi,...,wp) oraz v & lin(wy,...,w,), to dla
pewnego i € {1,...,m}:

vi € lin(vi, ... Vic1, Vy Vigd, ooy Vimy Wa, < . o, Wp).



Dowad.

Zatézmy, ze v=a1vi + ...+ amVm + biws + ... + byw,, dla
pewnych aj,...,am, b1,..., b, € F.

Zauwazmy, ze istnieje a; # 0 dla pewnego i € {1,..., m}: gdyby

ay=...=am=0, to wowczas
v=>bwi+...+ byw, € lin(wy,...,wp).
Wobec tego:
a ai—1 1 +1 am b by
Vi=——Vi—...— Vicit+—v— Vigl—e oo —— Vp——W1—...——
aj i aj aj i aj aj



Twierdzenie (Lemat Steinitza® o wymianie)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg nad ciatem F, niech
Vo Vi ooy Vi, Wi, ..., Wy € V. Zatézmy, ze V = lin(vy, ..
oraz ze wi, ..., Wy s3 liniowo niezalezne. Wéwczas:

1. n<m,

~7Vm)

2. istnieja i1, iz, ..., Iim—n takie, Ze

V = lin(wi,...,Wn,Vijy-. '\ Vi, ,)

'Ernst Steinitz (1871-1928) urodzony w Laurahiitte, dzié czeé¢ Siemianowic
Slaskich.



Dowdéd:

Dowdéd prowadzimy indukcyjnie wzgledem n.
Dla n = 0 nie ma czego dowodzié.

Zatézmy, ze jesdli wy, ..., w, s3 liniowo niezalezne, to n < m oraz
istnieja i1, ..., im—n takie, ze V = lin(wi, ..., Wn, Vij,..., Vi, ,).
Niech wi, ..., wyy1 beda liniowo niezalezne.
Jeslin<m,ton+1<m.

Jedli n = m, to wobec zatozenia indukcyjnego V = lin(wi, ..., wpy)
i stad wpy1 € lin(wa, ..., wy,), a wiec wi, ..., Wy, Wpt1 Nie moga

by¢ liniowo niezalezne.



Pozostaje wykazaé cze$¢ (2) twierdzenia.
Wobec zatozenia indukcyjnego:

Wne1 € V = lin(wa, ..., Wn, Vij,..., Vi, ).

Ponadto wy,11 ¢ lin(wy, ..., w,). Wobec Lematu ??, po
ewentualnej zmianie notacji

Vi € lin(wa, ..., Wp, Woi1, Vig, ooy Vi, )

Zauwazmy, ze poniewaz kazdy z wektoréw

Wi, ..., Wn,Vi,...,V . jest kombinacja liniowg wektoréw
Wi, ...y Wpy Wntt, Vi, ..., Vi _,_, Oraz poniewaz
V =lin(wi,...,Wn, Vi, ..., Vi, ,), wiec w konsekwencji

V = lin(wi,..., Wn, Wni1, Vijy- -y Vi )



Whiosek

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Jezeli
n-elementowy ukfad jest bazg przestrzeni V, to kazda baza tej
przestrzeni sktada sie z dokfadnie n wektordéw.



Dowdd.

Niech (wa,...,wp) i (va,...,Vm) beda bazami. Wéwczas uktad
(vi,...,Vm) jest liniowo niezalezny, a (w, ..., w,) generujacy,
wiec z lematu Steinitza m < n. Przez symetrie n < m. [



Definicja

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Liczbe
elementéw dowolnej skoriczonej bazy przestrzeni V' nazywamy
wymiarem i oznaczamy dim V. Jezeli nie istnieje skoriczona baza
danej przestrzeni, przyjmujemy dim V = oo.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V = n. Wéwczas jezeli U < V, todim U < n.



Dowdd.

Wobec lematu Steinitza kazdy liniowo niezalezny podzbiér V' ma
co najwyzej n elementéw. Ponadto kazdy liniowo niezalezny
podzbiér U jest liniowo niezaleznym podzbiorem V/, a wiec ma co
najwyzej n elementéw. W szczegdlnosci baza U ma co najwyzej n
elementéw, a wiec dim U < n. ]



Whiosek
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V = n. Niech U < V. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. U=V,
2. dimU = n.



Dowdd.

(1) = (2) : Jezeli U =V, to oczywiscie dim U = n.

(2) = (1) : Zatézmy, ze (v1,...,v,) jest baza U. Baze te mozna
uzupetni¢ do bazy V. Ale baza V bedzie miata n elementéw, a
zatem (v1,...,V,) jest baza V. O



Definicja
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,Vp € V, niech ay,...,a, € F. Réwnos¢ postaci

avi+...+apv, =10

nazywamy zalezno$cig miedzy v, ..., v,. Ciagi wspéfczynnikéw
(a1,...,an) odpowiadajacych wszystkim zaleznosciom miedzy
Vi,...,Vp tworzg podzbior przestrzeni F" oznaczany przez

Z(v1,...,Vvy) i nazywany zbiorem zalezno$ci miedzy v1, ..., v,.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,Vp € V. Wowczas zbiér zaleznosci Z(vy, .

.., V) jest
podprzestrzenig przestrzeni F" oraz

dim Z(va,...,vp) = n—dimlin(vy, ..., vy).



Dowdéd:

Sprawdzenie, ze Z(v1,...,Vv,) jest podprzestrzenia pozostawiamy
Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Niech r =dimlin(vy, ..., vp).

Woéwczas kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbiér zbioru
{v1,...,vn} sktada si¢ z r elementéw.

Mozemy zatozyé, ze vy, ..., v, s3 liniowo niezalezne.

Wéwczas

Vegi = apvi+ ...+ apvy

dla pewnych aj1,...,a, € F,ie{l,...,n—r}.



Pokazemy, ze

(3117---a31r7_1>03---70)a
(321,...,agr,O,—l,...,O),

(an—r,la <oy dn—rrs 0707 e _1)

tworza baze przestrzeni Z(v,. .., Vy).
Poniewaz
anvi+...taipVe — Vg = 0

wiec (aj1, ..., air,0,...,0,-1,0,...,0) € Z(v1,..., Vn).



Zatézmy, ze

(0,...,0) = xl(all,...,alr,—l,o,...,o)
+ XQ(agl,...,22,,0,—1,...,0)

+ Xn—r(an—r,la <oy d8n—r,r, 07 07 ceey _1)
W szczegdlnosci dla wspdtrzednej n — r + i:
—Xi = 07

a wiec x1 = ... = Xp—, = 0 i wektory s3 liniowo niezalezne.



Ustalmy (a1,...,an) € Z(vi,..., Va).
Wéwczas

(a1,...,an) +ai(a11,...,a1,,—1,0,...,0)
+ 32(321,...,32,,0,—1,...,0)

+ an(anfr,ly"')anfr,raoaoy-”)_l)
= (al +aa11+ ...+ anan—r1,---, (a, + a1a1r+ ...+ anan—rr, 0,..
€ Z(vi,...,Vn),

a zatem

(a1tara11+. . .+anan—r1)vi+.. +(ar+arar,+. . .+anan—rr)vr = 0.



Poniewaz vi, ..., v, s3 liniowo niezalezne, wiec

ai+ajau+...+apan—r1=...=ar+ararr+...+apapn—r, =0
i tym samym
(31,...,3,,) = —31(311,...,alr,—l,o,...,O)
— 32(321,...,agr,O,—l,...,O)

— ap(an—r1,---yan—rr,0,0,...,—1).



Twierdzenie

Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem F, niech
U, U < V, dim U; < oo, dim U, < oo. Wowczas
dim(U1 N Uz) < oo, dim(U; + Us) < oo oraz

dim(U1 N U2) + dim(U1 + U2) =dim Uy +dim Us.



Dowdd:

Poniewaz Uy N U, C Uy oraz dim U; < oo, wiec
dim(U1 N Uz) < Q0.
Niech (vi, ..., vk) bedzie baza U; N Us.

Mozemy uzupetni¢ jg do bazy (v1,...,Vk,...,V,) podprzestrzeni
Ui i do bazy (vi,...,Vk,..., Wn) podprzestrzeni Us.

Oczywiscie lin(vi, ..., Vi, -« yVny ..o, W) = Up + Us.

Pokazemy, ze wektory (vi,..., Vk, Vk1s- -« Vny Wkl -- -5 Wm) S3

liniowo niezalezne.



Zatézmy, ze ajvi + ...+ apVp + bgriwky1 + ... + bmwy, = 0 dla

pewnych a1, ..., an, bgk+1,...,bm € F.
Woéwczas
avi+...+apvn = —bkriWks1 — ... — bpwy, € Us,

a wiec ajvi + ...+ apv, € U N Us.

Tym samym ag41 = ... = a, =0, a wiec
aivi+ ...+ akvk + bkriwks1 + ... + bWy, = 0 i skoro
(Viy--oy Vky ..., Wr) S3 liniowo niezalezne, wiec réwniez

31:...:ak:bk+1:...:bm:0.



Whiosek
Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem F, niech
dim V < oo, niech Uy, U, < V. Wbwczas

dim(Ui N Uz) > dim Uy +dim Ux — n

gdzie dim V = n.



Dowdd.
Wystarczy zauwazyé, ze dim(U; + Up) < n.

]



Definicja

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

dim V < co. Hiperptaszczyzna nazywamy kazda podprzestrzen
przestrzeni V' o wymiarze n — 1.



Twierdzenie

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg nad ciatem F, niech
dimV = n. Niech U < V i niech dim U = k. Wbwczas U jest
czescig wspdlng n — k hiperptaszczyzn.



Dowdéd.
Niech (v1,..., vk) bedzie baza U.

Mozemy uzupetni¢ ja do bazy (vi,..., vk, Vki1,- .-, Vo) przestrzeni
V.
Niech W; = /in(vl, ey Vi1, Vkbid 1y e e e s Vn), i € {1, oo, — k}

Pokazemy, ze U= Wi N...0 W, _.

Oczywiscie U = lin(vi,...,vk) C Win...NnW,_.

Ustalmy v e Wi N...0 W,_.

Niech v = ajvi + ... + apv, dla pewnych a;,...,a, € F.

Ustalmy i € {1,...,n— k}.

Woéwczas v € W;, a wiec ajvi + ...+ apvy, € W,

Tym samym ay4; = 0. [l



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V = n. Niech W, ..., W, beda hiperptaszczyznami. Wéwczas

dm(Win...nW))>n—1.



Dowad.

Dla / = 1 nie ma czego dowodzié.

Zatézmy, ze | > 1 i ze dla | hiperptaszczyzn rezultat jest
prawdziwy. Niech Wi, ..., W1 beda hiperptaszczyznami.
Wéwcezas dim(Win...0n W) > n—1.

Wobec poprzedniego wniosku dim(Win...Nn W, N Wyq) >
dm(Win...nW)+n—-1—-n>n—-1-1=n—(/+1). O



Whiosek

Niech V' bedzie przestrzenia liniowg nad ciatem F, niech
dimV = n. Niech U < V i niech dim U = k. Wbwczas U jest
czescig wspdlng n — k, ale nie mniejszej liczby hiperptaszczyzn.



Struktura zbioru rozwigzan
uktadu réwnan liniowych.



Definicja:

Niech F bedzie ciatem, niech Uy bedzie uktadem jednorodnym m
réwnan liniowych o n niewiadomych i wspdtczynnikach z ciata F.
Niech Uy bedzie podprzestrzenia F" rozwigzan ukfadu Up.

Kazda baze Uy bedziemy nazywaé ukfadem fundamentalnym
rozwigzan ukfadu Uy, a kazde przedstawienie parametryczne Uy
rozwigzaniem ogélnym uktadu .

Niech U bedzie uktadem m réwnan liniowych o n niewiadomych i
wspdtczynnikach z ciata F.

Niech W bedzie warstwa podprzestrzeni przestrzeni F"
wyznaczong przez rozwigzania uktadu U.

Kazde przedstawienie parametryczne W nazywamy rozwigzaniem
ogolnym uktadu .



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech U < F" bedzie wyznaczona przez
réwnanie ajxi; + ... + apx, = 0, dla pewnych ai,...,a, € F nie
wszystkich réwnych zeru.

Woéwczas U jest hiperptaszczyzna.



Dowdd.

Zatézmy, ze a; # 0.

Woéweczas €1 ¢ U, a wiec dim U < n— 1.

Ponadto e, — %61’ €3 — %?61, ce, €Ep— Z—’l’el € U i wszystkie te
wektory s liniowo niezalezne. L]



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech U < F" bedzie wyznaczona przez
uktad m réwnan jednorodnych o n niewiadomych.
Woéwczas dim U > n— m.



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niec U < F" bedzie hiperptaszczyzna.
Woéwczas U jest wyznaczona przez réwnanie aixy + ...+ apx, = 0,
dla pewnych as,...,a, € F nie wszystkich réwnych zeru.



Dowdd:

Zatézmy, ze (a1, ...,ap—1) jest baza podprzestrzeni U.
Niech
ai = [ai, ..., ap], dlai€{l,....n—1}.

Rozwazmy uktad réwnan
aiixy+...+anxn=0
arx1+ ...+ amx, =0
ap—11X1 + ...+ an—1,nXn = 0

i niech Uy oznacza podprzestrzen rozwigzan uktadu Up.



dim Uy > n— (n—1) =1, niech zatem 6 # [b1, ..., by] € Up.
Podprzestrzen W wyznaczona przez réwnanie

bixi + ...+ bpyxp, = 0 jest hiperptaszczyzna.

Ponadto, wobec okrelenia [b1, ..., by], a1,...,ap—1 € W itym
samym U = lin(a, ..., ap—1) C W.

Poniewaz dim U = dim W = n — 1 oznacza to, ze U = W.



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech U < F" bedzie podprzestrzenia
k-wymiarowa.

Woéwczas U jest wyznaczona przez przez uktad ztozony z n — k, ale
nie mniej, jednorodnych réwnan liniowych.



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech Wi, ..., Wi < F" beda
hiperptaszczyznami.

Niech /; = 0 bedzie réwnaniem hiperptaszczyzny W;,

li € Fh[Xl,...,Xn], i € {1,,/(}

Woéwezas dim(Wy N...N W) = n — k wtedy i tylko wtedy, gdy
formy liniowe /1, ..., Ix s3 liniowo niezalezne.



Dowdéd:

Zatézmy, ze formy f1, ..., I sa liniowo zalezne.
Jedna z tych form jest kombinacja liniowg pozostatych — mozemy
zatozy¢, ze Iy jest kombinacja liniowa form ;... [c_1.

Woéwczas uktady

oraz

Iy =0 li_1 =0

maj3 identyczne zbiory rozwigzan, a wiec
Wwin..nW,=win...NnW_1.
dm(Win...NnWg_1)>n—k—-1=n—k+1>n—k, wiec
dim(Win...nWy) > n—k.

Udowodnilismy zatem, ze jezeli dim(Wy N ...N W) = n— k, to
formy /i, ..., Ik s3 liniowo niezalezne.



Zatézmy, ze formy f1,..., I sa liniowo niezalezne.
Uktad (h, ..., k) uzupetniamy do bazy (h,...,lk,...,/In)
przestrzeni liniowej Fp[xi,. .., Xp]1 form liniowych n zmiennych.

Niech W; bedzie hiperptaszczyzng wyznaczong przez réwnanie
I =0, iE{l,...,n}.



Pokazemy, ze Wi N ...N W, = {6}.

Poniewaz h, ..., I, generuja przestrzen Fy[xi, ..., xn|1, wiec formy
X1,...,Xn S3 kombinacjami liniowymi form f,...,/,.

Tym samym kazdy wektor bedacy rowigzaniem ukfadu

h=0
In=20
jest tez rozwigzaniem uktadu x3 =0,...,x, =0, a wiec

Win...nW, c {6} itymsamym Win...n W, ={0}.



W szczegblnosci dim(Win...Nn W,) = 0.
Poniewaz dim(Wjy4+1 N ... N W,) > n— (n— k) = k, wiec:

0 = dim(Win...nW,) >dim[(Win...0We)N (W N ..

dim(Wlﬂ...ﬂ Wk)+dim(Wk+1ﬂ...ﬂ W,,)—n

>
> dim(Win...n W)+ k—n,

czyli dim(Win...n W) < n—kitym samym
dim(Wlﬁ...ﬂWk)Zn*k.

N W,



Whiosek:
Niech F bedzie ciatem, niech /i, ..., Ik € Fp[x1,...,Xn]1, niech
U < F" bedzie podprzestrzeniag wyznaczong przez uktad réwnan

h=0
Uy : < -

I
e

L

Woéwezas dim U = n —dim lin(l, ..., Ix)



Dowdd.

Niech dim lin(h,...,lx) = r i niech /;,...,[; bedzie maksymalnym

liniowo niezaleznym podzbiorem {f,...,/,}.

Woéwczas U jest wyznaczona przez uktad

idimU=n—r=n—dimlin(h,... ).

]



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.
Niech A = [aj] € M (F).

Oznaczmy fBj = [ a1 ... ain |, dlai€{1,..., m}, tak aby
p
A = :
Bm
Oznaczmy ponadto:
ai;
aj = : ,dlaje{l,...,n},
amj
tak aby A = [ a1 ‘ ...‘an]
Liczbe dim lin(B1, . . ., Bm) nazywamy rzedem wierszowym
macierzy A, a liczbe dim lin(as, ..., «a,) nazywamy rzedem

kolumnowym macierzy A.



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;] € M}, (F).
Rzad kolumnowy macierzy A réwny jest jej rzedowi wierszowemu.



Dowdd:

Oznaczmy §; = [ a1l ... ain ], dla i€ {1,...,m}, tak aby
B
A=|
Bm
oraz
alj
af = : ,dlajed{l,... n},
amj

takabyA:[al‘...‘a,,].



Podprzestrzen Z(asq, ..., ap) przestrzeni F" jest identyczna z
podprzestrzenia rozwigzan uktadu

aiixi+...+ainxp =0

amixX1 + ...+ amnxp = 0.



Zatem:
dim Z(a1,...,ap) = n—dimlin(ai, ..., an).
Ponadto:

dim Z(aq,...,a,) = n—dimlin(h, ..., In),

gdzie l; = ajix1 + ...+ ajpxp € Fh[Xl, - ,Xn]l, dlaie {1, -

Przeksztatcenie ¢ : Fp[xi,...,xp]1 — F" dane wzorem
dlaxs+ ...+ cnxn) = [C1,. -, Cn)

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, a wiec
dimlin(h,...,Im) =dimlin(B1,..., Bm).

7m}'



Reasumujac:

n—dimlin(ag,...,a,) = dimZ(aq,...,a,)
n—dimlin(h,...,In)
= n—dimlin(B1,...,0m),

a wiec dim lin(ay, ..., an) =dimlin(B1, ..., Bm).



Definicja:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;] € M[(F).
Wspdlng wartos¢ rzedu kolumnowego i rzedu wierszowego macierzy
A nazywamy rzedem macierzy A i oznaczamy r(A).



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;] € M (F).

Wartos$¢ r(A) nie ulegnie zmianie, jezeli na kolumnach lub
wierszach macierzy A wykonamy operacje elementarne typu 1, 2
lub 3.



Przyktad:

1. Powyzszy wniosek daje praktyczng metode znajdowania rzedu
macierzy: najpierw sprowadzamy przez operacje elementarne
dana macierz do postaci tréjkatnej, a nastepnie zliczamy
niezerowe wiersze lub kolumny.

Dla przyktadu obliczymy rzad macierzy

= N W~
= O = =
W= BN
AN O =



Mamy kolejno:

O O O =

r(A)=r
1
-2
-1
0

ko — kg

1

, 0

0

0

11
31
7 6
11
2
-2
—13
1
ks — 2kq
0 0
1 1
-1 -13
0 1

N =R WHE BN
AN O =

-5

kg —

wpy — 3W1
w3 — 7W1
Wgq — W1

wy @ (—2)

w3 + wp



(2]
=
N
i
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= = =
= — 47
<&
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e - 003A_u\|/
o e
NoomQ
< 0011_. ™
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o
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— O O O

] sg liniowo niezalezne.



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;;] € M]}(F). Wdwczas
r(A) = r(AT).



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech

ajxi+...+anx, =0
Up :

amXx1+ ...+ amnxn =0

bedzie uktadem m jednorodnych réwnan liniowych o
wspoétczynnikach z ciata F, niech

ail a2 ... ain

dml dm2 ... Admn

niech Uy < F" bedzie podprzestrzenia rozwigzan uktadu Up.
Woéwczas
dim Up = n — r(A).



Whiosek (twierdzenie Kroneckera-Capelliego):

Niech F bedzie ciatem, niech

alixy + ...+ ainxn = b1 aiixy+ ...+ awnxn, =0
U:<: oraz Uy :

amiX1+ ...+ amnXn = bm amix1 + ...+ amnxn =0,
beda uktadami m réwnan liniowych o wspdtczynnikach z ciata F i
m jednorodnych réwnan liniowych o wspotczynnikach z ciata F

otrzymanym z réwnan uktadu U przez zastapienie prawych stron
zerami, niech

all ai? N ain b1 all ai2 e diln
A= : : : : oraz Ap =

amli am2 .- amn bm amli aAm2 --- amn

niech Uy < F" bedzie podprzestrzenig rozwigzan uktadu Up.



Woéwczas uktad U ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r(Ao).

Ponadto jesli uktad & ma choé jedno rozwiazanie, to wéwczas
zbiér wszystkich rozwigzan jest warstwg podprzestrzeni Uy, przy
czym dim Uy = n — r(A).

W szczegélnosci uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i
tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ag) = n.



Dowdéd:

Wystarczy udowodnié, ze uktad ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy r(A) = r(Ao).

Oznaczmy
aij b1
aj = 5 ,dlaje{l,...,n}, oraz aj = : ,
amj bm
tak, aby A= [ o ‘ ...‘an‘ﬂ ]

Uktad U/ mozemy zapisaé wektorowo jako

Uy x1a1 + ...+ xp0, = 6.



Elementy as,...,a, € F s3 rozwigzaniem ukfadu U,

=
a1 +...+apa, =0

=
B € lin(aq,...,an)

=

lin(a,...,an) = lin(ag, ..., apn, 5)

=4
dim lin(aq, ..., an) =dimlin(aq, ..., an, 8) (jako ze
lin(a, ..., apn) Clin(ag, ..., an, 5))

=4

r(Ao) = r(A).



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech

aiixy +...4 ainxn = b1

amiXi+ ...+ amnXn = bm
niech ponadto

all al2 ... diln b1
A=

aml dm2 --- A@mn bm

aiixy+ ...+ awnxn, =0

oraz Uy :
amix1 + ...+ amnxn =0,
alil ai2 ... din
oraz Ap =
dmi 4m2 .- Aamn

Woéweczas uktad U jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy

r(A) = r(Ao).



Dowdéd:

Woczedniej zauwazyliSmy, ze ukfad sprzeczny nie ma rozwiagzan, a
zatem, wobec twierdzenia Kroneckera-Capelliego, r(A) # r(Ao).
Pozostaje sprawdzié, ze jesli uktad jest niesprzeczny, to

r(A) = r(Ao).

Zatézmy, ze r(A) # r(Ao).



Niech 8; = [ a1 ... ain ],dla i€{l,...,m}, iniech

Bi=[an ... aim bi] dlaie{l,...,m}, tak aby
B B
Ao = : oraz A = :
B B
Niech ponadto
aij bl
aj = ; ,dlaje{l,...,n}, oraz =
amj bm

tak, aby A=[ o1 | ... [ | B ]



Wodwczas:

dim lin(f1, ..., Bm) r(Ao) = dimlin(a, ..., an)
< dimlin(aq,...,an, B)

r(A) =dim lin(By, - .., Bh,),

a zatem r(Ao) < r(A).



Istniejg zatem liczby naturalne i1, ..., is takie, ze wektory
i+ -+ 3], sa liniowo niezalezne, a wektory 3, ..., B, s3 liniowo
zalezne.

Tym samym istniej3 a1, ..., as € F takie, ze
a1 +...+asP # 0 oraz a1, + ...+ asfi, = 0.

Tym samym a103; + ...+ asf3; =1[0,0,...,0, 3], dla pewnego
a#0.

Wobec tego mnozac ij-te réwnanie uktadu U przez aj, a nastepnie
dodajac stronami tak zmodyfikowane réwnania, otrzymujemy
0=a.



