Przestrzenie liniowe
| podprzestrzenie



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.

Algebre (V, F,+,"), gdzie V # (), + jest dziataniem w zbiorze V
zwanym dodawaniem wektordw, a - jest dziataniem zewnetrznym
ciata F na V zwanym mnozeniem przez skalar nazywamy
przestrzenig liniowa (lub wektorowaq), jezeli:

1.
2.
3.

No o s

8.

Vv,w,u€ Vlv+ (u+w)=(v+u)+w],
Vv,we Vlv+w=w+yv]

Vv € V3w € W[v + w = 0], gdzie 6 jest pewnym ustalonym
elementem V/,

YveVlv+0=0+v=y,

Va,b € FVYv € V[(a+ b)v = av + bv],
Vae FYv,w € V]a(v + w) = av + aw],
Va,b € FYv € V]a(bv) = (ab)v],

Yve V[1l-v=yv]

Elementy zbioru V' tradycyjnie nazywamy wektorami.



Przyktady:

1. Niech E bedzie ptaszczyzna euklidesowa, niech P € E bedzie
ustalonym punktemm niech

Sp(E)={PQ: Q€ E}

bedzie zbiorem wektoréw zaczepionych w pukcie P.
Woéwczas (Sp(E), R, +,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie +
jest dziataniem dodawania wektoréw na ptaszczyznie zgodnie
z reguty rownolegtoboku, a - jest dziataniem mnozenia
wektoréw przez skalary rzeczywiste.



2. Szczegdlnym przypadkiem powyzszej konstrukcji jest
przestrzen (S 0)(E), R, +, ) wektoréw zaczepionych w
poczatku uktadu wspétrzednych (0,0).



3. Uogélnieniem poprzedniego przyktadu jest przestrzen
wspotrzednych.
Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N, niech
ai
F" = : tai,...,an €F

dn

Woéwczas (F", F,+,-) jest przestrzenig liniowa, gdzie + oraz -
sg dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

a b a1 + b, ai aa
+ 1 = : oraz a- | =

an bn an + b, an aap



4. Wektory przestrzeni wspdtrzednych wygodnie jest czasem
zapisywaé poziomo zamiast pionowo.
Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € F, niech

Fo={la1,...,an] s @1,...,a, € F}.

Woéwczas (Fp, F,+, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz -
sg dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

[al,...,an]+[b1,...,b,,]:[al+b1,...,an+bn]

oraz
alai,...,an) = [aa1,...,aa,).



5. Niech F bedzie dowolnym ciatem.
Woéwczas (M]'(F), F,+, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie +
oraz - s3 dziataniami dodawania macierzy i mnozenia macierzy

przez skalar.



6. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech
F* ={(a1,a,...):a; € F, dla i€ N}

bedzie zbiorem ciggéw elementéw ciata F.
Woéwczas (F°, F,+, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz
- sg dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

(31,32,...) + (bl,bg,...) = (21 + by, a> + bg,...)

oraz
a(ai,az,...) =(aa1, a3, ...).



7. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech
F(®) = {(a1,a2,...) : a; € F, dla i € N,a; =0 dla prawie wszystkic

bedzie zbiorem ciggéw elementéw ciata F o skonczonej liczbie
niezerowych wyrazéw.

Wéweczas (F(o0), F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie +
oraz - sg dziataniami zdefiniowanymi jak w poprzednim
przyktadzie.



8. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech A # () bedzie
niepustym zbiorem, niech

FA={f:A— F:f jest funkcja}

bedzie zbiorem wszystkich funkcji ze zbioru A w ciato F.
Woéwczas (FA, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - s3
dziataniami zdefiniowanymi nastepujaco:

(f 4+ g)(x) =f(x) + g(x), dla x € A,

(a- f)(x) = af(x), dla x € A.



9. Szczegdlnym przypadkiem poprzedniego przyktadu jest
sytuacja, w ktérej zbiér A = {x} jest jednoelementowy.
Zbiér FA oznaczamy wéwczas F* i przestrzen (FX, F,+,-)
definiujemy przez dziatania jak w poprzednim przyktadzie.



10. Niech / C R bedzie przedziatem na prostej rzeczywistej, niech
Co(l) = {f : 1 — R : f" jest ciggta}

bedzie zbiorem wszystkich funkcji rzeczywistych na przedziale
I, ktérych n—ta pochodna jest ciagta.

Woéwczas (Cp(1), R, +, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie
dziatania + i - definiujemy jak w poprzednich dwéch
przyktadach.



11. Niech F bedzie dowolnym ciatem.
Woéweczas (F[x], F,+,-) jest przestrzenig liniowa, gdzie + i -
sg dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu

przez skalar.



12. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N i niech
Fix]n = {f € F[x] : deg f < n}

bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej n.

Woéwczas (F[x]n, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i -
sg dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu
przez skalar.



13. Niech F bedzie dowolnym ciatem.
Woéwczas (F[x1,...,Xn], F,+,") jest przestrzenia liniowa,
gdzie + i - sa dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez skalar.



14. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech m € N i niech
Flxt,...,Xn]m = {f € F[x1,...,xp] : deg f < m}

bedzie zbiorem wielomiandéw stopnia co najwyzej m.
Woéwczas (F[x1, ..., Xn]m, F,+,-) jest przestrzenig liniowa,
gdzie + i - sa dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez skalar.



15. Rozwazmy ciata Q C R C C.
Woéwczas (R, Q, +, -) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - s3
dziataniami dodawania liczb rzeczywistych i mnozenia liczb
rzeczywistych przez liczby wymierne.
Podobnie (C,Q, +,-) i (C,R+, ) sa przestrzeniami liniowymi.



16. Powyzszy przyktad mozna uogélnié jak nastepuje: niech F i E
beda dowolnymi ciatami, przy czym F C E.
Woéwczas (E, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - s3
dziataniami dodawania w ciele £ i mnozenia elementéw ciata
E przez elementy podciata F.



17. Szczegdlny przypadek poprzedniego przyktadu zachodzi, gdy
E=F.
Woéwczas (F, F,+,-) jest przestrzenia liniowa ciata F nad
samym soba.



18. Niech (V;, F,+j,-;), dla i € {1,...,n}, beda przestrzeniami
liniowymi nad ciatem F.
Woéweczas (Vi X ... x V,, F,+,-) jest przestrzenia liniowa
gdzie + i - sg dziataniami zdefiniowanymi nastepujaco:

(vi,va, .oy va)+H(wi, wa, .o wp) = (vibiwa, vatows, ..o, Vatn W)
oraz

a~(v1,v2,...,v,,):(a-1 vl,a-gvz,...,a~,,v,,).



Twierdzenie:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Wéwczas:
L. VvswueVv+w=v+u=w=u,

Yv,w e Vv =—-w=v+w=0],

Yv,w e Vv —w = v+ (—w)],

Vae FVve Vjav=0=a=0Vv =0,

Va€ Fla-0=4],

Yve V[0-v =46,

Vv e V[-v =(-1)v],

Vv,w,u€ V[v —(w+u) =(v—w)—u,

Vv,w,ué€ V[v —(w —u) = (v —w)+u,

©o0oNO R wWwDN

10. Vv,w € V[—=(v+w) = (—v) + (—w)],
11. Yv,w € V[—(v —w) = (—v) + w]

12. Vv,w € Wa € Fla(v — w) = av — aw], ,
13. Vv € WWa,b € F[(a— b)v = av — bv],
14. Yv € WWa € Fla(—v) = (—a)v = —av],
15. Vv € WVa € F[(—a)(—v) = av].



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Podzbiér U
przestrzeni V nazywamy podprzestrzenig, jezeli:

1. Vv,we Ulv+w e U],
2. Yae FVv e Ula-v e U].

Podprzestrzenie oznaczamy symbolem U < V.



Przyktady:

19. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F2, a

w niej podzbiér
a
u={[ 2] 0er)

Woéwczas zbiér ten jest podprzestrzenia.



. , , a b |.
Istotnie, dla dowolnych dwéch wektoréw { 9 ] [ b } i dla

dowolnego skalara A € F zachodzi:
a b | | a+b | | (a+b)
[2a}+[2b]_{Za+2b]_{2(a+b)}GU

[2]-] ] e

oraz



19. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F2, a

w niej podzbidr
U:{{i] :aEF}.
Woéwczas nie jest to podprzestrzen; istotnie

1
[1}EU,ale

(1)]€Uoraz



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech m, n € N i rozwazmy jednorodny
uktad réownan o wspédtczynnikach z ciata F:

aixy+...+ainxn=0
asix1+ ...+ amx, =0
amix1 + ...+ amnxp = 0.

Wowczas zbidr rozwiazan Sol(U) jest podprzestrzenia przestrzeni
F".



Dowdd:

Niech x1,...,x, oraz yi,...,y, beda rozwigzaniami uktadu U,
niech a € F.
Oczywiscie rozwigzania te mozemy interpretowac jako wektory

X1 n
: i : przestrzeni F".
Xn Yn
Pokazemy, ze
X1 X1 X1+ y1
+| | = : € Sol(U).

Xn Xn Xn + Yn



Istotnie, wystarczy pokaza¢, ze x; + yi,...,Xn + ¥n jest
rozwigzaniem ukfadu U.

Ustalmy i € {1,..., m}.

Woéwczas:

ajt(x1 +y1) + a2+ y2) + ... + ain(xn + yn)
(ainx1 + aipx2 + ... + ainxn) + (ai1)1 + ai2y2 + ... + AinYn)
= 0+0=0.



X1

Pozostaje sprawdzi¢, ze a | : | € Sol(U).

Xn
Faktycznie, dla i € {1,..., m}:

aj1(ax1)+ain(ax)+. . .4ain(axn) = a(ajxi+aipxa+. . .+ainx,) = a0 = 0.



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Podzbiér
U C V jest podprzestrzeniag przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
(U, F,+|uxus -|Fxu) jest przestrzenia liniowa.



Twierdzenie:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech W bedzie
pewna rodzing podprzestrzeni przestrzeni V. Wéwczas (W < V.



Dowdd:

Ustalmy v,w € (YW oraz a € F.

Pokazemy, ze v+ w € (W.

Istotnie, jako ze v,w € W, wiec v, w € U dla wszystkich
UeW, astad v+ w € U, dla wszystkich U € W.

Ale to oznacza, ze v+ w € [ W.

Analogicznie sprawdzamy, ze av € (\W.



Definicja:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, a AC V
pewnym zbiorem. Najmniejsza podprzestrzen przestrzeni V
zawierajaca zbiér A nazywamy podprzestrzenig generowang
przez A i oznaczamy lin(A). Kazdy zbiér A o tej wiasnosci, ze
lin(A) = U nazywamy zbiorem generatoréw podprzestrzeni U.
Jesli A={wvy,..., vy}, to oznaczamy

lin(va, ..., vm) = lin(A).

Méwimy, ze podprzestrzen U jest skohczenie generowana, gdy
istniejg takie wektory vq,...,vy, € V, ze

U=lin(vi,...,vm).



Twierdzenie o postaci elementéw podprzestrzeni
generowanej przez zbior:

Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem F oraz niech
A C V. Wébwczas

lin(A) = {aivi+...+amvm - m e N a1,...,am € F,v1,...,vy € A}



Dowdd:

Oznaczmy
U={aivi+...+amvm -meN,ay,...,am € F,vi,...,vy € A}.

Pokazemy, ze U < V.

Istotnie, jesli aivi + ...+ amVm, ajvy + ...+ a,v), € U, to
wéwczas aivi + ...+ amVm + ajvi + ...+ a, v, € U.
Podobnie dla a € F mamy

a(aivi + ...+ amVm) = @aa1vi + ... + aamvm € U.



Pokazemy, ze U = lin(A).

Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé (C).

Dowdéd prowadzimy przez indukcje wzgledem m.

Dla m =1 niech vy € A.

Woéwczas ajvi nalezy do kazdej podprzestrzeni zawierajacej vi, w
szczegdlnosci do lin(A).



Dla m > 1 ustalmy v1,...,v, € Aoraz ay,...,am € F i zatézmy,

ze
avi + ...+ amvm € lin(A).

Ustalmy a1 € F oraz vp41 € A
Woéwczas

aivi+ ...+ amVm+am+1 Vm+1 -
~——

€lin(A) €lin(A)
~—
€lin(A)



Definicja:

Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech

Vi,...,Vm € V, niech a1,...,ay, € F. Wektor
aivi+...+amvm

nazywamy kombinacjg liniowg wektordéw vy, ..., vp.



Przyktady:

21. Rozwazmy przestrzen R3. Wektor

1 1
1-11|+1-]0([+4+0-
0 1

jest kombinacja liniowa wektoréw



Definicja:

Niech (V,F,+v,-v) i (W,F,+w, -w) beda przestrzeniami
liniowymi nad ciatem F. Funkcje f : V — W nazywamy
izomorfizmem przestrzeni liniowych, jezeli jest bijekcja i spetnione
sg warunki:

1. Vv,w e V[f(v+y w) =f(v) +w f(w)],

2. Yae FVv e V[f(a-yv)=a-w f(v)].
Jezeli istnieje izomorfizm f : V — W, to przestrzenie V i W
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez V = W.



Przyktady:

22. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N.
Woéwczas przestrzenie F” oraz F, s3 izomorficzne.
Istotnie, rozwazmy funkcje f : F” — F, dang wzorem

X1
f : = [x1,..., Xn]

Xn

Sprawdzenie, ze funkcja ta jest bijekcja pozostawiamy
czytelnikowi jako tatwe ¢wiczenie.



X1 1

Ustalmy N A € Florazac F.
Xn Yn
Woéwczas:
x1 " X1ty
f S I =f :
Xn Yn Xn + Yn
= [x1 4y, s Xn+Yal =[x1,-- -, Xn] + V1, -+, Ynl
X1 7
= f : +f :

Xn Yn



Podobnie:




23. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech m, n € N.
Woéwczas przestrzenie Fppn, oraz MJ(F) sa izomorficzne.
Istotnie, podobnie jak wczesdniej sprawdzamy, ze odwzorowanie
f: Fom — MJ(F) dane wzorem:

f([X117 ey X1y X215 - - -y X205 - - -5 Xmly - - - 7an])
X11 X12 ... Xin
X21 X22 ... X2p
Xml Xm2 .- Xmn

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.



24. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N.
Woéwczas przestrzenie F,1 oraz F[x], sa izomorficzne.
Istotnie, podobnie jak wczesniej sprawdzamy, ze odwzorowanie
f: Fot1 — F[x], dane wzorem:

f([ao,al,...,a,,]):ao+alx+agx2—|—...+a,,x”

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.



Twierdzenie:

Izomorfizm przestrzeni liniowych jest relacja réwnowaznosci w
klasie wszystkich przestrzeni liniowych.



Przyktad:

25. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n,m € N.
Woéwczas przestrzenie F™™ i Ml (F) sa izomorficzne. Istotnie,
poprzednio sprawdziliSmy, ze F"™ = Fp,, oraz Fpp, = M](F).
Poniewaz relacja & jest rownowaznoscig, a wiec w
szczegblnosci jest przechodnia, réwniez F™™ = M7 (F).
Podobnie mozemy sprawdzi¢, ze F™1 22 F[x],.



Liniowa niezaleznos¢.
Warstwy i przestrzenie

ilorazowe.



Definicja:
Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech A C V.
Zbiér wektoréw A nazywamy liniowo niezaleznym, jezeli

Vm e NVvy,...,vy, € AVay,...,am € F

[a1vi+ ... FamVm=0=a1=a=...=a, =0].

Jezeli dany zbiér wektoréw nie jest liniowo niezalezny, to mdéwimy,
ze jest liniowo zalezny.



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech

A={vi,...,Vn}
Woéwczas zbidr A jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy:

Val,...,ameF[a1v1+...+amvm:9:>a1:32:...:am:O].



Przyktady:

1. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F3.

1 0 0
Woéwczas wektory e = | 0 |, eo=| 1 [ ie3=| 0 | sa
0 0 1

liniowo niezalezne.
Istotnie, ustalmy ajg, as, a3 € F i zatézmy, ze

1 0 0 0
ap| 0| 4+a|1l|+a|0]|=]0
0 0 1 0



Oznacza to, ze a1, ap, a3 jest rozwigzaniem uktadu:

la; +0ap +0a3 =0
U:<0a; +1ap+0a3=0
O0a; +0ay +1laz =0

Macierz wspétczynnikéw lewych stron réwnan uktadu U jest réwna
1 00
A=1]101 0],
0 01

a jej wyznacznik det(A) = 1 # 0, a zatem wobec wzoréw Cramera
uktad ten ma dokfadnie jedno rozwiazanie a; = ap = a3 = 0.



2. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F3.

1 0 1
Woéwczas wektory e = | 0 |, eo=| 1 |ieg+e= |1
0 0 0
s liniowo zalezne.
Istotnie:
1 0 1 0
1 O|+1-|1|—-1-11]=1]0



Twierdzenie:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,Vm € V. Wektory vi,..., vy, s3 liniowo zalezne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € {vi,..., vy} bedacy
kombinacja liniowa pozostatych.



Dowéd:

(=) : Zatézmy, ze vi, ..., vy sa liniowo zalezne.

Woéwczas istnieja skalary ai,...,an € F takie, ze
aivi+ ...+ amvm = theta,

z ktérych przynajmniej jeden jest niezerowy.
Powiedzmy, ze a; # 0.
Wobec tego:



(<) : Zatézmy, ze jeden z wektoréw, powiedzmy vy, jest
kombinacja liniowa vo,..., vpy:

vi=aWw + ...+ amVm-

Woéwczas 1-v; — apvo — ... — amVim = 0 oraz 1 # 0.



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech
A C B C V. Wbwczas:

1. jesli A jest liniowo zalezny, to B jest liniowo zalezny;
2. jesli B jest liniowo niezalezny, to A jest liniowo niezalezny;

3. jesli A jest liniowo zalezny, to istniejg wektory vi,..., vy, € A,
ktére sa liniowo zalezne.



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech U < V.
Warstwg wektora v € V wzgledem podprzestrzeni U nazywamy
zbior

v+U={v+w:we U}

Zbidr wszystkich warstw oznaczamy przez V' /U.



Przyktad:

3. Rozwazmy ciato Z3 i przestrzen Z%.

)

jest podprzestrzenia przestrzeni 73, zaé sama przestrzei 73
sktada sie z nastepujacych wektoréw:

%= {lo] o] [5]
]
HEHEH



Warstwy podprzestrzeni U to:
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Twierdzenie:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech U < V.
W zbiorze warstw V /U definiujemy dodawanie:
(v+U)+(w+U)=(v+w)+ U
oraz mnozenie przez skalar a € F:
a-(v+U)=(a-v)+ U.

Woéwezas (V/ /U, F,+,-) jest przestrzenia liniowa. Nazywamy ja
przestrzenig ilorazowa.



Przyktad:

4. Odwotujac sie do poprzedniego przyktadu, rozwazmy
przestrzen ilorazowa Z3/U = {U, Wi, Ws}, gdzie

o={[s]-[s][o])
m={[S} 3] (2]} e= {2 ) 3] 3]

Sprawdzamy, ze, na przyktad:

won=((2]:9)+((2] -
- (][5 [E] oo



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech m, n € N i rozwazmy uktad réwnan o
wspoétczynnikach z ciata F:

aiix1+ ...+ aipxn = b1
Xy + ...+ apxn = by

amiXi + ...+ amnXn = bm.
Niech ponadto Uy bedzie uktadem jednorodnym powstatym z U
przez zastapienie prawych stron réwnan zerami:
ai1xy+...+aipxn =0
arxy+ ...+ amx, =0
0°9.
amix1 + ...+ amnxp = 0.

Woéwczas zbidr rozwigzan Sol(U) jest warstwa podprzestrzeni
rozwigzan uktadu jednorodnego U = Sol(Up) w przestrzeni F".



Dowdd:

X1 y1

Niech : oraz : beda rozwigzaniami uktadu U.
Xn Yn

Pokazemy, ze

X1 n X1 —n
—| | = : € U = Sol(Up).

Xn Yn Xn — Yn



Ustalmy i € {1,..., m}.
Woéwczas:

ajt(x1 — y1) + ain(x2 — y2) + ... + ain(xn — yn)
= (ajix1 + appx2 + ... + ainxn) — (11 + ai2y2 + ... + Ainyn)

— bi— b =0.
X1 Y1
Oznacza to, ze : € -+ U
Xn Yn
X1 n
Wobec dowolnosci | @ |, oznacza to, ze Sol(U) C | : | + U.

Xn Yn



Dla dowodu drugiej inkluzji ustalmy

n z n+a y1

ST = : el | +U, gdzie
L Yn J Zn Yn+ zn Yn

z]

e U.

- zn -
Ustalmy i € {1,..., m}.
Woéwczas:

3;1()/1 + Z1) + aiz(YQ + 22) +...+ ain(yn + Zn)
(aity1 + aicy2 + ... + ainyn) + (ai121 + ajpzo + . . . + ainzn)
b; +0 = b;,

7 Z B}
azatem | @ [+ | | €SolU)i | 1 |+ UCcCSolUh).
Yn Zn Yn



Sumy i sumy proste
podprzestrzeni.



Uwaga:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
U1,...,Un < V.

1. Zbior
Ui+ U ={u+u:u € U,u € Uz}

jest podprzestrzenig przestrzeni V.
2. Zbidr

Ui+...4+Uy,={unn+...4uy:uy € U,...,u€ Uy}

jest podprzestrzenia przestrzeni V.



Dowdéd:

Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega
analogicznie.
Ustalmy u1 + up, uj + ub € Uy + Us, gdzie uy, uj € U; oraz
us, ué e Us.
Woéwczas:
(u1 + wp) + () + uh) = (u1 + u)) + (up + b)) € Uy + Us.
—_— Y

IS el

Ponadto dla a € F:

a(ur + w) = (au1) + (aup) € U1 + Us
——

el el



Definicja:

Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech
U,..., U, < V.

Podprzestrzen U; + U, nazywamy sumg podprzestrzeni U; i U;.
Ogdlniej, odprzestrzen Uy + ...+ U, nazywamy suma
podprzestrzeni Uy, ..., U,.



Przyktad:

5. Rozwazmy przestrzen liniowg V i jej podprzestrzenie
U=lin(u,...,uy) oraz W = lin(wy, ..., wp). Wowczas:

veU+W & v=u+worazuelUweW
< V=Uu-+woraz u=ajui +...+ anplp,
w=>biwi+ ...+ bnwpn,
dla pewnych a1,...,a, € F,b1,..., by € F
& v=aiu+...4+anun+biwi + ...+ bpwpy,
dla pewnych a1, ...,an, b1,..., by € F

& velin(u,...,upwi, ..., Wn).

A zatem
lin(ui, ..., us)+lin(wi, ..., wy) =lin(ur,...,up,wa,..., Wn).



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
U,..., U, < V.
1. Nastepujace dwa warunki s3 réwnowazne:
(a) U1 M U2 = {9},
(b) jesli uy + up = uj + ), gdzie vy, u] € Uy, tp,uh € Us, to
Uy = uj oraz uy = ub.
2. Nastepujace dwa warunki s3 réwnowazne:
(@ Un(Ui+...+ U1+ Up+...+U,) ={6}, dla
ie{l,...,n},
(b) jeslivn +uo+ ...+ up=uy + U5+ ...+ u), gdzie u;, u} € U,
dlaie{l,...,n},tou;=ul,dlaie{l1,...,n}.



Dowdéd:

Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega
analogicznie.

Zatézmy, ze Uy N Uy = {0} i niech ug + up = uf + u), dla pewnych
up, uj € Ur, up, uj € Us.

Wéwczas Uy 3 up — uf = ub — up € Us.

Skoro Uy N U = {0}, wiec uy — uj = 6 oraz up — up = 0.

Stad vy = uj oraz up = uj.



Na odwrét, zatézmy, ze jesli vy + ux = uj + uh, gdzie ug, uy € Us,
up, Uy € Uy, to ug = uy oraz up = ub.

Ustalmy u € Uy N Us.

Woéwczas:

a zatem u = 0.



Definicja:

Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech
Up,...,U, < V.

Jezeli V = U; + U, oraz spetniony jest jeden z dwdch
réwnowaznych warunkéw Uwagi 1., to méwimy, ze V' jest suma
prosta podprzestrzeni U; i Us, co oznaczamy przez V = U; & Us.
Podprzestrzen U, nazywamy wtedy dopetnieniem liniowym
podprzestrzeni Uj.

Ogdlniej, jezeli V = Uy + U + ...+ U, oraz spetniony jest jeden z
dwéch réwnowaznych warunkéw Uwagi 2., to méwimy, ze V jest
suma prostg podprzestrzeni Uy, Uy, ..., U,, co oznaczamy przez
V=UoUd...0 U,



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzeniag liniowa nad ciatem F, niech

U,....U, < ViniechV=U®dU& ... U, Wbdwczas
VU xU x...xU,.



Dowdd:

Zdefiniujmy odwzorowanie f : V — Ui x Uy x ... x U, wzorem
flur+u+...4+upy) = (u1,u2, ..., up).

Sprawdzenie, ze jest to dobrze okreslony izomorfizm pozostawiamy
czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.



