
Przestrzenie liniowe

i podprzestrzenie



Definicja:

Niech F bÍdzie cia≥em.
AlgebrÍ (V ,F ,+, ·), gdzie V 6= ;, + jest dzia≥aniem w zbiorze V
zwanym dodawaniem wektorów, a · jest dzia≥aniem zewnÍtrznym
cia≥a F na V zwanym mnoøeniem przez skalar nazywamy
przestrzeniπ liniowπ (lub wektorowπ), jeøeli:

1. 8v ,w , u 2 V [v + (u + w) = (v + u) + w ],

2. 8v ,w 2 V [v + w = w + v ],

3. 8v 2 V9w 2W [v + w = ✓], gdzie ✓ jest pewnym ustalonym
elementem V ,

4. 8v 2 V [v + ✓ = ✓ + v = v ],

5. 8a, b 2 F8v 2 V [(a+ b)v = av + bv ],

6. 8a 2 F8v ,w 2 V [a(v + w) = av + aw ],

7. 8a, b 2 F8v 2 V [a(bv) = (ab)v ],

8. 8v 2 V [1 · v = v ].

Elementy zbioru V tradycyjnie nazywamy wektorami.



Przyk≥ady:

1. Niech E bÍdzie p≥aszczyznπ euklidesowπ, niech P 2 E bÍdzie
ustalonym punktemm niech

S

P

(E ) = {
�!
PQ : Q 2 E}

bÍdzie zbiorem wektorów zaczepionych w pukcie P.
Wówczas (S

P

(E ), R,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie +
jest dzia≥aniem dodawania wektorów na p≥aszczyünie zgodnie
z regu≥π równoleg≥oboku, a · jest dzia≥aniem mnoøenia
wektorów przez skalary rzeczywiste.



2. Szczególnym przypadkiem powyøszej konstrukcji jest
przestrzeÒ (S(0,0)(E ), R,+, ·) wektorów zaczepionych w
poczπtku uk≥adu wspó≥rzÍdnych (0, 0).



3. Uogólnieniem poprzedniego przyk≥adu jest przestrzeÒ
wspó≥rzÍdnych.

Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech n 2 N, niech

F

n =

8
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>:

2
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75 : a1, . . . , an 2 F

9
>=

>;
.

Wówczas (F n,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + oraz ·
sπ dzia≥aniami zdefiniowanymi wzorami:
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4. Wektory przestrzeni wspó≥rzÍdnych wygodnie jest czasem
zapisywaÊ poziomo zamiast pionowo.
Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech n 2 F , niech

F

n

= {[a1, . . . , an] : a1, . . . , an 2 F}.

Wówczas (F
n

,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + oraz ·
sπ dzia≥aniami zdefiniowanymi wzorami:

[a1, . . . , an] + [b1, . . . , bn] = [a1 + b1, . . . , an + b
n

]

oraz
a[a1, . . . , an] = [aa1, . . . , aan].



5. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em.
Wówczas (Mm

n

(F ),F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie +
oraz · sπ dzia≥aniami dodawania macierzy i mnoøenia macierzy
przez skalar.



6. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech

F

1 = {(a1, a2, . . .) : a
i

2 F , dla i 2 N}

bÍdzie zbiorem ciπgów elementów cia≥a F .
Wówczas (F1,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + oraz
· sπ dzia≥aniami zdefiniowanymi wzorami:

(a1, a2, . . .) + (b1, b2, . . .) = (a1 + b1, a2 + b2, . . .)

oraz
a(a1, a2, . . .) = (aa1, aa2, . . .).



7. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech

F

(1) = {(a1, a2, . . .) : a
i

2 F , dla i 2 N, a
i

= 0 dla prawie wszystkich i 2 N}

bÍdzie zbiorem ciπgów elementów cia≥a F o skoÒczonej liczbie
niezerowych wyrazów.
Wówczas (F (1),F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie +
oraz · sπ dzia≥aniami zdefiniowanymi jak w poprzednim
przyk≥adzie.



8. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech A 6= ; bÍdzie
niepustym zbiorem, niech

F

A = {f : A! F : f jest funkcjπ}

bÍdzie zbiorem wszystkich funkcji ze zbioru A w cia≥o F .
Wówczas (FA,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + i · sπ
dzia≥aniami zdefiniowanymi nastÍpujπco:

(f + g)(x) = f (x) + g(x), dla x 2 A,

oraz
(a · f )(x) = af (x), dla x 2 A.



9. Szczególnym przypadkiem poprzedniego przyk≥adu jest
sytuacja, w której zbiór A = {x} jest jednoelementowy.
Zbiór FA oznaczamy wówczas F x i przestrzeÒ (F x ,F ,+, ·)
definiujemy przez dzia≥ania jak w poprzednim przyk≥adzie.



10. Niech I ⇢ R bÍdzie przedzia≥em na prostej rzeczywistej, niech

C

n

(I ) = {f : I ! R : f (n) jest ciπg≥a}

bÍdzie zbiorem wszystkich funkcji rzeczywistych na przedziale
I , których n�ta pochodna jest ciπg≥a.
Wówczas (C

n

(I ), R,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie
dzia≥ania + i · definiujemy jak w poprzednich dwóch
przyk≥adach.



11. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em.
Wówczas (F [x ],F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + i ·
sπ dzia≥aniami dodawania wielomianów i mnoøenia wielomianu
przez skalar.



12. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech n 2 N i niech

F [x ]
n

= {f 2 F [x ] : deg f  n}

bÍdzie zbiorem wielomianów stopnia co najwyøej n.
Wówczas (F [x ]

n

,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + i ·
sπ dzia≥aniami dodawania wielomianów i mnoøenia wielomianu
przez skalar.



13. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em.
Wówczas (F [x1, . . . , xn],F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ,
gdzie + i · sπ dzia≥aniami dodawania wielomianów i mnoøenia
wielomianu przez skalar.



14. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech m 2 N i niech

F [x1, . . . , xn]m = {f 2 F [x1, . . . , xn] : deg f  m}

bÍdzie zbiorem wielomianów stopnia co najwyøej m.
Wówczas (F [x1, . . . , xn]m,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ,
gdzie + i · sπ dzia≥aniami dodawania wielomianów i mnoøenia
wielomianu przez skalar.



15. Rozwaømy cia≥a Q ⇢ R ⇢ C.
Wówczas (R, Q,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + i · sπ
dzia≥aniami dodawania liczb rzeczywistych i mnoøenia liczb
rzeczywistych przez liczby wymierne.
Podobnie (C, Q,+, ·) i (C, R+, ·) sπ przestrzeniami liniowymi.



16. Powyøszy przyk≥ad moøna uogólniÊ jak nastÍpuje: niech F i E
bÍdπ dowolnymi cia≥ami, przy czym F ⇢ E .
Wówczas (E ,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ, gdzie + i · sπ
dzia≥aniami dodawania w ciele E i mnoøenia elementów cia≥a
E przez elementy podcia≥a F .



17. Szczególny przypadek poprzedniego przyk≥adu zachodzi, gdy
E = F .
Wówczas (F ,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ cia≥a F nad
samym sobπ.



18. Niech (V
i

,F ,+
i

, ·
i

), dla i 2 {1, . . . , n}, bÍdπ przestrzeniami
liniowymi nad cia≥em F .
Wówczas (V1 ⇥ . . .⇥ V

n

,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ
gdzie + i · sπ dzia≥aniami zdefiniowanymi nastÍpujπco:

(v1, v2, . . . , vn)+(w1,w2, . . . ,wn) = (v1+1w1, v2+2w2, . . . , vn+nwn)

oraz

a · (v1, v2, . . . , vn) = (a ·1 v1, a ·2 v2, . . . , a ·n vn).



Twierdzenie:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F . Wówczas:
1. 8v ,w , u 2 V [v + w = v + u ) w = u],
2. 8v ,w 2 V [v = �w ) v + w = 0],
3. 8v ,w 2 V [v � w = v + (�w)],
4. 8a 2 F8v 2 V [av = ✓ ) a = 0 _ v = 0],
5. 8a 2 F [a · ✓ = ✓],
6. 8v 2 V [0 · v = ✓],
7. 8v 2 V [�v = (�1)v ],
8. 8v ,w , u 2 V [v � (w + u) = (v � w)� u],
9. 8v ,w , u 2 V [v � (w � u) = (v � w) + u],
10. 8v ,w 2 V [�(v + w) = (�v) + (�w)],
11. 8v ,w 2 V [�(v � w) = (�v) + w ]
12. 8v ,w 2 V8a 2 F [a(v � w) = av � aw ], ,
13. 8v 2 V8a, b 2 F [(a� b)v = av � bv ],
14. 8v 2 V8a 2 F [a(�v) = (�a)v = �av ],
15. 8v 2 V8a 2 F [(�a)(�v) = av ].



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F . Podzbiór U
przestrzeni V nazywamy podprzestrzeniπ, jeøeli:

1. 8v ,w 2 U[v + w 2 U],

2. 8a 2 F8v 2 U[a · v 2 U].

Podprzestrzenie oznaczamy symbolem U < V .



Przyk≥ady:

19. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em i rozwaømy przestrzeÒ F 2, a
w niej podzbiór

U =

⇢
a

2a

�
: a 2 F

�
.

Wówczas zbiór ten jest podprzestrzeniπ.



Istotnie, dla dowolnych dwóch wektorów

a

2a

�
,

b

2b

�
i dla

dowolnego skalara � 2 F zachodzi:

a

2a

�
+


b

2b

�
=


a+ b
2a+ 2b

�
=


(a+ b)
2(a+ b)

�
2 U

oraz

�


a

2a

�
=


(�a)
2(�a)

�
2 U.



19. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em i rozwaømy przestrzeÒ F 2, a
w niej podzbiór

U =

⇢
a

1

�
: a 2 F

�
.

Wówczas nie jest to podprzestrzeÒ; istotnie

0
1

�
2 U oraz


1
1

�
2 U, ale


0
1

�
+


1
1

�
=


1
1+ 1

�
/2 U.



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech m, n 2 N i rozwaømy jednorodny
uk≥ad równaÒ o wspó≥czynnikach z cia≥a F :

U :

8
>>>><

>>>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0

a21x1 + . . . + a2nxn = 0
...

a

m1x1 + . . . + a
mn

x

n

= 0.

Wówczas zbiór rozwiπzaÒ Sol(U) jest podprzestrzeniπ przestrzeni
F

n.



Dowód:

Niech x1, . . . , xn oraz y1, . . . , yn bÍdπ rozwiπzaniami uk≥adu U ,
niech a 2 F .
Oczywiúcie rozwiπzania te moøemy interpretowaÊ jako wektory2
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2

64
x1
...
x

n

3

75 +

2

64
x1
...
x

n

3

75 =

2

64
x1 + y1
...

x

n

+ y
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Istotnie, wystarczy pokazaÊ, øe x1 + y1, . . . , xn + y
n

jest
rozwiπzaniem uk≥adu U .
Ustalmy i 2 {1, . . . ,m}.
Wówczas:

a

i1(x1 + y1) + a
i2(x2 + y2) + . . . + a

in

(x
n

+ y
n

)

= (a
i1x1 + a

i2x2 + . . . + a
in

x

n

) + (a
i1y1 + a

i2y2 + . . . + a
in

y

n

)

= 0+ 0 = 0.



Pozostaje sprawdziÊ, øe a

2

64
x1
...
x

n

3

75 2 Sol(U).

Faktycznie, dla i 2 {1, . . . ,m}:

a

i1(ax1)+ai2(ax2)+. . .+a
in

(ax
n

) = a(a
i1x1+ai2x2+. . .+a

in

x

n

) = a0 = 0.



Twierdzenie:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F . Podzbiór
U ⇢ V jest podprzestrzeniπ przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
(U,F ,+|

U⇥U , ·|
F⇥U) jest przestrzeniπ liniowπ.



Twierdzenie:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech W bÍdzie
pewnπ rodzinπ podprzestrzeni przestrzeni V . Wówczas

T
W < V .



Dowód:

Ustalmy v ,w 2
T
W oraz a 2 F .

Pokaøemy, øe v + w 2
T
W.

Istotnie, jako øe v ,w 2
T
W, wiÍc v ,w 2 U dla wszystkich

U 2W, a stπd v + w 2 U, dla wszystkich U 2W.
Ale to oznacza, øe v + w 2

T
W.

Analogicznie sprawdzamy, øe av 2
T
W.



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , a A ⇢ V
pewnym zbiorem. Najmniejszπ podprzestrzeÒ przestrzeni V
zawierajπcπ zbiór A nazywamy podprzestrzeniπ generowanπ
przez A i oznaczamy lin(A). Kaødy zbiór A o tej w≥asnoúci, øe
lin(A) = U nazywamy zbiorem generatorów podprzestrzeni U.
Jeúli A = {v1, . . . , vm}, to oznaczamy

lin(v1, . . . , vm) = lin(A).

Mówimy, øe podprzestrzeÒ U jest skoÒczenie generowana, gdy
istniejπ takie wektory v1, . . . , vm 2 V , øe

U = lin(v1, . . . , vm).



Twierdzenie o postaci elementów podprzestrzeni

generowanej przez zbiór:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F oraz niech
A ⇢ V . Wówczas

lin(A) = {a1v1+. . .+a
m

v

m

: m 2 N, a1, . . . , am 2 F , v1, . . . , vm 2 A}.



Dowód:

Oznaczmy

U = {a1v1 + . . . + a
m

v

m

: m 2 N, a1, . . . , am 2 F , v1, . . . , vm 2 A}.

Pokaøemy, øe U < V .
Istotnie, jeúli a1v1 + . . . + a

m

v

m

, a01v
0
1 + . . . + a0

m

v

0
m

2 U, to
wówczas a1v1 + . . . + a

m

v

m

+ a01v
0
1 + . . . + a0

m

v

0
m

2 U.
Podobnie dla a 2 F mamy
a(a1v1 + . . . + a

m

v

m

) = aa1v1 + . . . + aa
m

v

m

2 U.



Pokaøemy, øe U = lin(A).
Inkluzja (�) jest oczywista, pozostaje wykazaÊ (⇢).
Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem m.
Dla m = 1 niech v1 2 A.
Wówczas a1v1 naleøy do kaødej podprzestrzeni zawierajπcej v1, w
szczególnoúci do lin(A).



Dla m > 1 ustalmy v1, . . . , vm 2 A oraz a1, . . . , am 2 F i za≥óømy,
øe

a1v1 + . . . + a
m

v

m

2 lin(A).

Ustalmy a
m+1 2 F oraz vm+1 2 A.

Wówczas
a1v1 + . . . + a

m

v

m| {z }
2lin(A)

+ a
m+1 vm+1| {z }

2lin(A)| {z }
2lin(A)

.



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
v1, . . . , vm 2 V , niech a1, . . . , am 2 F . Wektor

a1v1 + . . . + a
m

v

m

nazywamy kombinacjπ liniowπ wektorów v1, . . . , vm.



Przyk≥ady:

21. Rozwaømy przestrzeÒ R3. Wektor

1 ·

2

4
1
1
0

3

5 + 1 ·

2

4
1
0
1

3

5 + 0 ·

2

4
0
1
1

3

5 =

2

4
2
1
1

3

5

jest kombinacjπ liniowπ wektorów

2

4
1
1
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3
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2

4
1
0
1

3
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2

4
0
1
1

3

5.



Definicja:

Niech (V ,F ,+
V

, ·
V

) i (W ,F ,+
W

, ·
W

) bÍdπ przestrzeniami
liniowymi nad cia≥em F . FunkcjÍ f : V !W nazywamy
izomorfizmem przestrzeni liniowych, jeøeli jest bijekcjπ i spe≥nione
sπ warunki:

1. 8v ,w 2 V [f (v +
V

w) = f (v) +
W

f (w)],

2. 8a 2 F8v 2 V [f (a ·
V

v) = a ·
W

f (v)].

Jeøeli istnieje izomorfizm f : V !W , to przestrzenie V i W
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez V ⇠=W .



Przyk≥ady:

22. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech n 2 N.
Wówczas przestrzenie F n oraz F

n

sπ izomorficzne.
Istotnie, rozwaømy funkcjÍ f : F n ! F

n

danπ wzorem

f

0

B@

2

64
x1
...
x

n

3

75

1

CA = [x1, . . . , xn].

Sprawdzenie, øe funkcja ta jest bijekcjπ pozostawiamy
czytelnikowi jako ≥atwe Êwiczenie.



Ustalmy

2
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...
x

n

3

75 ,

2
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n

3

75 2 F n oraz a 2 F .

Wówczas:

f

0

B@

2

64
x1
...
x

n

3

75 +

2

64
y1
...
y

n

3

75

1

CA = f

0

B@

2

64
x1 + y1
...

x

n

+ y
n

3

75

1

CA

= [x1 + y1, . . . , xn + y
n

] = [x1, . . . , xn] + [y1, . . . , yn]

= f

0

B@

2

64
x1
...
x

n

3

75

1

CA + f

0

B@

2

64
y1
...
y

n

3

75

1

CA .



Podobnie:

f

0

B@a ·

2

64
x1
...
x

n

3

75

1

CA

= f

0

B@

2

64
ax1
...
ax

n

3

75

1

CA

= [ax1, . . . , axn] = a[x1, . . . , xn]

= a

0

B@

2

64
x1
...
x

n

3

75

1

CA .



23. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech m, n 2 N.
Wówczas przestrzenie F

nm

oraz Mn
m

(F ) sπ izomorficzne.
Istotnie, podobnie jak wczeúniej sprawdzamy, øe odwzorowanie
f : F

nm

! Mn
m

(F ) dane wzorem:

f ([x11, . . . , x1n, x21, . . . , x2n, . . . , xm1, . . . , xmn])

=

2

6664

x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
...

...
. . .

...
x

m1 xm2 . . . x
mn

3

7775

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.



24. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech n 2 N.
Wówczas przestrzenie F

n+1 oraz F [x ]
n

sπ izomorficzne.
Istotnie, podobnie jak wczeúniej sprawdzamy, øe odwzorowanie
f : F

n+1 ! F [x ]
n

dane wzorem:

f ([a0, a1, . . . , an]) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + a

n

x

n

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.



Twierdzenie:

Izomorfizm przestrzeni liniowych jest relacjπ równowaønoúci w
klasie wszystkich przestrzeni liniowych.



Przyk≥ad:

25. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech n,m 2 N.
Wówczas przestrzenie F nm i Mn

m

(F ) sπ izomorficzne. Istotnie,
poprzednio sprawdziliúmy, øe F nm ⇠= F

nm

oraz F
nm

⇠= Mn
m

(F ).
Poniewaø relacja ⇠= jest równowaønoúciπ, a wiÍc w
szczególnoúci jest przechodnia, równieø F nm ⇠= Mn

m

(F ).
Podobnie moøemy sprawdziÊ, øe F n+1 ⇠= F [x ]

n

.



Liniowa niezaleønoúÊ.

Warstwy i przestrzenie

ilorazowe.



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech A ⇢ V .
Zbiór wektorów A nazywamy liniowo niezaleønym, jeøeli

8m 2 N8v1, . . . , vm 2 A8a1, . . . , am 2 F
[a1v1 + . . . + a

m

v

m

= ✓ ) a1 = a2 = . . . = a
m

= 0].

Jeøeli dany zbiór wektorów nie jest liniowo niezaleøny, to mówimy,
øe jest liniowo zaleøny.



Uwaga:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
A = {v1, . . . , vm}.
Wówczas zbiór A jest liniowo niezaleøny wtedy i tylko wtedy, gdy:

8a1, . . . , am 2 F [a1v1+. . .+a
m

v

m

= ✓ ) a1 = a2 = . . . = a
m

= 0].



Przyk≥ady:

1. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em i rozwaømy przestrzeÒ F 3.

Wówczas wektory ✏1 =

2

4
1
0
0

3

5, ✏2 =

2

4
0
1
0

3

5 i ✏3 =

2

4
0
0
1

3

5 sπ

liniowo niezaleøne.
Istotnie, ustalmy a1, a2, a3 2 F i za≥óømy, øe

a1

2

4
1
0
0

3

5 + a2

2

4
0
1
0

3

5 + a3

2

4
0
0
1

3

5 =

2

4
0
0
0

3

5 .



Oznacza to, øe a1, a2, a3 jest rozwiπzaniem uk≥adu:

U :

8
><

>:

1a1 + 0a2 + 0a3 = 0

0a1 + 1a2 + 0a3 = 0

0a1 + 0a2 + 1a3 = 0

.

Macierz wspó≥czynników lewych stron równaÒ uk≥adu U jest równa

A =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5 ,

a jej wyznacznik det(A) = 1 6= 0, a zatem wobec wzorów Cramera
uk≥ad ten ma dok≥adnie jedno rozwiπzanie a1 = a2 = a3 = 0.



2. Niech F bÍdzie dowolnym cia≥em i rozwaømy przestrzeÒ F 3.

Wówczas wektory ✏1 =

2

4
1
0
0

3

5, ✏2 =

2

4
0
1
0

3

5 i ✏1 + ✏2 =

2

4
1
1
0

3

5

sπ liniowo zaleøne.
Istotnie:

1 ·

2

4
1
0
0

3

5 + 1 ·

2

4
0
1
0

3

5� 1 ·

2

4
1
1
0

3

5 =

2

4
0
0
0

3

5 .



Twierdzenie:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
v1, . . . , vm 2 V . Wektory v1, . . . , vm sπ liniowo zaleøne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje wektor v 2 {v1, . . . , vm} bÍdπcy
kombinacjπ liniowπ pozosta≥ych.



Dowód:

()) : Za≥óømy, øe v1, . . . , vm sπ liniowo zaleøne.
Wówczas istniejπ skalary a1, . . . , am 2 F takie, øe

a1v1 + . . . + a
m

v

m

= theta,

z których przynajmniej jeden jest niezerowy.
Powiedzmy, øe a1 6= 0.
Wobec tego:

v1 = �a2
a1
v2 � . . .� am

a1
v

m

.



(() : Za≥óømy, øe jeden z wektorów, powiedzmy v1, jest
kombinacjπ liniowπ v2, . . . , vm:

v1 = a2v2 + . . . + a
m

v

m

.

Wówczas 1 · v1 � a2v2 � . . .� a
m

v

m

= ✓ oraz 1 6= 0.



Twierdzenie:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
A ⇢ B ⇢ V . Wówczas:
1. jeúli A jest liniowo zaleøny, to B jest liniowo zaleøny;

2. jeúli B jest liniowo niezaleøny, to A jest liniowo niezaleøny;

3. jeúli A jest liniowo zaleøny, to istniejπ wektory v1, . . . , vm 2 A,
które sπ liniowo zaleøne.



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech U < V .
Warstwπ wektora v 2 V wzglÍdem podprzestrzeni U nazywamy
zbiór

v + U = {v + w : w 2 U}.

Zbiór wszystkich warstw oznaczamy przez V /U.



Przyk≥ad:

3. Rozwaømy cia≥o Z3 i przestrzeÒ Z23.
Sprawdzamy, øe

U =

⇢
0
0

�
,


1
0

�
,


2
0

��

jest podprzestrzeniπ przestrzeni Z23, zaú sama przestrzeÒ Z23
sk≥ada siÍ z nastÍpujπcych wektorów:

Z23 =

⇢
0
0

�
,


1
0

�
,


2
0

�
,


0
1

�
,


1
1

�
,


2
1

�
,


0
2

�
,


1
2

�
,


2
2

��
.



Warstwy podprzestrzeni U to:

0
0

�
+ U =

⇢
0
0

�
+


0
0

�
,


0
0

�
+


1
0

�
,


0
0

�
+


2
0

��

=

⇢
0
0

�
,


1
0

�
,


2
0

��
= U


1
0

�
+ U = U,


2
0

�
+ U = U


0
1

�
+ U =

⇢
0
1

�
,


1
1

�
,


2
1

��
=W1


1
1

�
+ U =

⇢
1
1

�
,


2
1

�
,


0
1

��
=W1


2
1

�
+ U = W1


0
2

�
+ U =

⇢
0
2

�
,


1
2

�
,


2
2

��
=W2


1
2

�
+ U = W2,


2
2

�
+ U =W2.

Zatem Z23/U = {U,W1,W2}.



Twierdzenie:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech U < V .
W zbiorze warstw V /U definiujemy dodawanie:

(v + U) + (w + U) = (v + w) + U

oraz mnoøenie przez skalar a 2 F :

a · (v + U) = (a · v) + U.

Wówczas (V /U,F ,+, ·) jest przestrzeniπ liniowπ. Nazywamy jπ
przestrzeniπ ilorazowπ.



Przyk≥ad:

4. Odwo≥ujπc siÍ do poprzedniego przyk≥adu, rozwaømy
przestrzeÒ ilorazowπ Z23/U = {U,W1,W2}, gdzie

U =

⇢
0
0

�
,


1
0

�
,


2
0

��

oraz

W1 =

⇢
0
1

�
,


1
1

�
,


2
1

��
,W2 =

⇢
0
2

�
,


1
2

�
,


2
2

��
.

Sprawdzamy, øe, na przyk≥ad:

W1 +W2 =

✓
0
1

�
+ U

◆
+

✓
0
2

�
+ U

◆

=

✓
0
1

�
+


0
2

�◆
+ U =


0
0

�
+ U = U.



Twierdzenie:

Niech F bÍdzie cia≥em, niech m, n 2 N i rozwaømy uk≥ad równaÒ o
wspó≥czynnikach z cia≥a F :

U :

8
>>>><

>>>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + . . . + a2nxn = b2
...

a

m1x1 + . . . + a
mn

x

n

= b
m

.

Niech ponadto U0 bÍdzie uk≥adem jednorodnym powsta≥ym z U
przez zastπpienie prawych stron równaÒ zerami:

U0 :

8
>>>><

>>>>:

a11x1 + . . . + a1nxn = 0

a21x1 + . . . + a2nxn = 0
...

a

m1x1 + . . . + a
mn

x

n

= 0.

Wówczas zbiór rozwiπzaÒ Sol(U) jest warstwπ podprzestrzeni
rozwiπzaÒ uk≥adu jednorodnego U = Sol(U0) w przestrzeni F n.



Dowód:

Niech

2

64
x1
...
x

n

3

75 oraz

2

64
y1
...
y

n

3

75 bÍdπ rozwiπzaniami uk≥adu U .

Pokaøemy, øe
2

64
x1
...
x

n

3

75�

2

64
y1
...
y

n

3

75 =

2

64
x1 � y1
...

x

n

� y
n

3

75 2 U = Sol(U0).



Ustalmy i 2 {1, . . . ,m}.
Wówczas:

a

i1(x1 � y1) + a
i2(x2 � y2) + . . . + a

in

(x
n

� y
n

)

= (a
i1x1 + a

i2x2 + . . . + a
in

x

n

)� (a
i1y1 + a

i2y2 + . . . + a
in

y

n

)

= b

i

� b
i

= 0.

Oznacza to, øe

2

64
x1
...
x

n

3

75 2

2

64
y1
...
y

n

3

75 + U.

Wobec dowolnoúci

2

64
x1
...
x

n

3

75, oznacza to, øe Sol(U) ⇢

2

64
y1
...
y

n

3

75 + U.



Dla dowodu drugiej inkluzji ustalmy2

64
y1
...
y

n

3

75 +

2

64
z1
...
z

n

3

75 =

2

64
y1 + z1
...

y

n

+ z
n

3

75 2

2

64
y1
...
y

n

3

75 + U, gdzie

2

64
z1
...
z

n

3

75 2 U.

Ustalmy i 2 {1, . . . ,m}.
Wówczas:

a

i1(y1 + z1) + a
i2(y2 + z2) + . . . + a

in

(y
n

+ z
n

)

= (a
i1y1 + a

i2y2 + . . . + a
in

y

n

) + (a
i1z1 + a

i2z2 + . . . + a
in

z

n

)

= b

i

+ 0 = b
i

,

a zatem

2

64
y1
...
y

n

3

75 +

2

64
z1
...
z

n

3

75 2 Sol(U) i

2

64
y1
...
y

n

3

75 + U ⇢ Sol(U).



Sumy i sumy proste

podprzestrzeni.



Uwaga:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
U1, . . . ,Un < V .

1. Zbiór
U1 + U2 = {u1 + u2 : u1 2 U1, u2 2 U2}

jest podprzestrzeniπ przestrzeni V .

2. Zbiór

U1 + . . . + Un = {u1 + . . . + un : u1 2 U1, . . . , un 2 Un}

jest podprzestrzeniπ przestrzeni V .



Dowód:

Pokaøemy czÍúÊ (1) uwagi, dowód czÍúci (2) przebiega
analogicznie.
Ustalmy u1 + u2, u01 + u02 2 U1 + U2, gdzie u1, u01 2 U1 oraz
u2, u02 2 U2.
Wówczas:

(u1 + u2) + (u01 + u02) = (u1 + u01)| {z }
2U1

+ (u2 + u02)| {z }
2U2

2 U1 + U2.

Ponadto dla a 2 F :

a(u1 + u2) = (au1)| {z }
2U1

+ (au2)| {z }
2U2

2 U1 + U2



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
U1, . . . ,Un < V .
PodprzestrzeÒ U1 + U2 nazywamy sumπ podprzestrzeni U1 i U2.
Ogólniej, odprzestrzeÒ U1 + . . . + Un nazywamy sumπ
podprzestrzeni U1, . . . ,Un.



Przyk≥ad:

5. Rozwaømy przestrzeÒ liniowπ V i jej podprzestrzenie
U = lin(u1, . . . , un) oraz W = lin(w1, . . . ,wm). Wówczas:

v 2 U +W , v = u + w oraz u 2 U,w 2W
, v = u + w oraz u = a1u1 + . . . + anun,

w = b1w1 + . . . + bmwm,

dla pewnych a1, . . . , an 2 F , b1, . . . , bm 2 F
, v = a1u1 + . . . + anun + b1w1 + . . . + bmwm,

dla pewnych a1, . . . , an, b1, . . . , bm 2 F
, v 2 lin(u1, . . . , un,w1, . . . ,wm).

A zatem
lin(u1, . . . , un)+ lin(w1, . . . ,wm) = lin(u1, . . . , un,w1, . . . ,wm).



Uwaga:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
U1, . . . ,Un < V .
1. NastÍpujπce dwa warunki sπ równowaøne:
(a) U1 \ U2 = {✓},
(b) jeúli u1 + u2 = u01 + u02, gdzie u1, u

0
1 2 U1, u2, u02 2 U2, to

u1 = u01 oraz u2 = u02.

2. NastÍpujπce dwa warunki sπ równowaøne:
(a) Ui \ (U1 + . . . + Ui�1 + Ui+1 + . . . + Un) = {✓}, dla
i 2 {1, . . . , n},

(b) jeúli u1 + u2 + . . . + un = u01 + u02 + . . . + u0n, gdzie ui , u
0
i 2 Ui ,

dla i 2 {1, . . . , n}, to ui = u0i , dla i 2 {1, . . . , n}.



Dowód:

Pokaøemy czÍúÊ (1) uwagi, dowód czÍúci (2) przebiega
analogicznie.
Za≥óømy, øe U1 \U2 = {✓} i niech u1 + u2 = u0

1 + u0
2, dla pewnych

u1, u0
1 2 U1, u2, u0

2 2 U2.
Wówczas U1 3 u1 � u0

1 = u0
2 � u2 2 U2.

Skoro U1 \ U2 = {✓}, wiÍc u1 � u0
1 = ✓ oraz u0

2 � u2 = ✓.
Stπd u1 = u0

1 oraz u2 = u0
2.



Na odwrót, za≥óømy, øe jeúli u1 + u2 = u01 + u02, gdzie u1, u
0
1 2 U1,

u2, u02 2 U2, to u1 = u01 oraz u2 = u02.
Ustalmy u 2 U1 \ U2.
Wówczas:

u = u|{z}
2U1

+ ✓|{z}
2U2

= ✓|{z}
2U1

+ u|{z}
2U2

,

a zatem u = ✓.



Definicja:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
U1, . . . ,Un < V .
Jeøeli V = U1 + U2 oraz spe≥niony jest jeden z dwóch
równowaønych warunków Uwagi 1., to mówimy, øe V jest sumπ
prostπ podprzestrzeni U1 i U2, co oznaczamy przez V = U1 � U2.
PodprzestrzeÒ U2 nazywamy wtedy dope≥nieniem liniowym
podprzestrzeni U1.
Ogólniej, jeøeli V = U1 +U2 + . . . +Un oraz spe≥niony jest jeden z
dwóch równowaønych warunków Uwagi 2., to mówimy, øe V jest
sumπ prostπ podprzestrzeni U1,U2, . . . ,Un, co oznaczamy przez
V = U1 � U2 � . . .� Un.



Uwaga:

Niech V bÍdzie przestrzeniπ liniowπ nad cia≥em F , niech
U1, . . . ,Un < V i niech V = U1 � U2 � . . .� Un. Wówczas
V

⇠= U1 ⇥ U2 ⇥ . . .⇥ Un.



Dowód:

Zdefiniujmy odwzorowanie f : V ! U1 ⇥ U2 ⇥ . . .⇥ Un wzorem

f (u1 + u2 + . . . + un) = (u1, u2, . . . , un).

Sprawdzenie, øe jest to dobrze okreúlony izomorfizm pozostawiamy
czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.


