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Algebra
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Konsultacje: åroda, 14:00-15:00

Jeøeli chcesz spotkaÊ siÍ z prowadzπcym podczas konsultacji,
postaraj siÍ powiadomiÊ go o tym przed lub po zajÍciach, zadzwoÒ
do jego pokoju, lub wyúlij mu emaila.



Zadania domowe:

Do kaødego wyk≥adanego tematu zosta≥ opracowany zestaw zadaÒ,
który naleøy rozwiπzaÊ w Moodle:

http://el2.us.edu.pl/wmfich/
! Inne matematyka

! Algebra dla WIiNoM (studia niestacjonarne)

DostÍpnych jest 7 zadaÒ domowych na kaødy tydzieÒ, w którym
odbywajπ siÍ zajÍcia. Kaødy zestaw sk≥ada siÍ z 15 zadaÒ, które
zostanπ udostÍpnione w kaødπ niedzielÍ, w którπ odbywaÊ siÍ bÍdπ
zajÍcia i które muszπ zostaÊ rozwiπzane nie póüniej niø do kolejnej
niedzieli.

Uwaga! Zadania rozwiπzywaÊ naleøy w Moodle Wydzia≥u
Matematyki, Fizyki i Chemii, a nie w Moodle Wydzia≥u Informatyki
i Nauk o Materia≥ach. Studenci, którzy jeszcze nie majπ konta
zobowiπzani sπ do jak najszybszego jego za≥oøenia.



Zasady zaliczania przedmiotu:

2 kolokwia, kaøde warte 15 punktów, 2 sprawdziany, kaødy warty 6

punktów, aktywnoúÊ na zajÍciach, warta 3 punkty, zadania

domowe, warte 15 punktów, egzamin, warty 40 punktów.

Do egzaminu przystÍpujπ tylko te osoby, które uzyskajπ zaliczenie z

ÊwiczeÒ. Warunkiem zaliczenia ÊwiczeÒ jest zdobycie co najmniej

30 punktów. Warunkiem zdania egzaminu jest zdobycie co

najmniej 60 punktów.

Kaøde kolokwium bÍdzie trwa≥o 90 minut, kaødy sprawdzian 20

minut, a egzamin koÒcowy 180 minut.

Sprawdziany odbÍdπ siÍ na zajÍciach 23 marca i 13 kwietnia, a

kolokwia na zajÍciach 6 kwietnia i 27 kwietnia.



Plan wyk≥adu:

03.16 NWD, NWW i algorytm Euklidesa. Grupy, pierúcienie

i cia≥a. Izomorfizmy algebr.

03.23 Cia≥o liczb zespolonych. Uk≥ady równaÒ liniowych.

04.06 Algebra macierzy. Mnoøenie macierzy. Wyznaczniki.

04.13 Przestrzenie liniowe i podprzestrzenie. Liniowa

niezaleønoúÊ. Warstwy i przestrzenie ilorazowe. Sumy

i sumy proste podprzestrzeni.

04.27 Baza i wymiar. Struktura zbioru rozwiπzaÒ uk≥adu

równaÒ liniowych.
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NWD, NWW

i algorytm Euklidesa



Twierdzenie o dzieleniu z reszt)

Niech a, b 2 Z, b 6= 0. Wówczas istnieje dok≥adnie jedna para liczb
ca≥kowitych q, r 2 Z taka, øe

a = qb + r oraz 0  r < |b|.



Dowód:

Pokaøemy najpierw istnienie stosownej pary.
Za≥óømy, øe b > 0 i zdefiniujmy

q =
⇥ a
b

⇤
oraz r = a� bq.

Wówczas q  ab < q + 1.
Zatem bq  a < bq + b.
Stπd 0  r = a� bq < b = |b|.
W przypadku, gdy b < 0, definiujemy

q = �

a

|b|

�
oraz r = a� bq

i dalej rozumujemy analogicznie.



Pozostaje wykazaÊ jednoznacznoúÊ wyboru powyøszej pary.
Za≥óømy, øe a = bq1 + r1 = bq2 + r2, gdzie 0  r1, r2 < |b|.
Wówczas r2 � r1 = b(q1 � q2).
Jeúli r2 � r1 6= 0, to wówczas |b|  |r2 � r1|  max{r1, r2} < |b|.
Zatem r2 � r1 = 0 i w konsekwencji q1 � q2 = 0. ⇤



Definicja:

Niech a, b 2 Z, b 6= 0, niech q, r 2 Z bÍdπ jednoznacznie
wyznaczonymi liczbami ca≥kowitymi takimi, øe

a = qb + r i 0  r < |b|.

LiczbÍ q nazywamy niepe+nym ilorazem z dzielenia a przez b, zaú
liczbÍ r reszt) z dzielenia a przez b.



Przyk+ady:

1. Niech a = 26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, øe wówczas
q = 2 oraz r = 4.

2. Niech a = �26, b = 11. Wówczas q = �3, a r = 7; w
szczególnoúci nie moøemy powiedzieÊ, øe resztπ z dzielenia
�26 przez 11 jest -4, gdyø wprawdzie �26 = �2 · 11� 4, ale
�4 < 0.



Definicja:

Niech a, b 2 Z. Mówimy, øe b dzieli a (lub øe a jest podzielna
przez b), jeúli dla pewnej liczby ca≥kowitej q 2 Z zachodzi a = bq,
co oznaczamy b|a. W przeciwnym razie piszemy b - a. LiczbÍ q
nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.



Przyk+ady:

3. Jest jasne, øe 2|4, 3|18, �8|16 i 157|0.
4. Bezpoúrednio z definicji podzielnoúci wynika teø, øe 0|a wtedy
i tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy wszakøe, øe iloraz z
dzielenia 0 przez 0 nie jest jednoznacznie okreúlony.



Twierdzenie:

Niech a, b, c 2 Z. Wówczas:
1. a|a;
2. a|b ^ b|c ) a|c ;
3. a|b ^ b|a) a = b _ a = �b;
4. a|0;
5. 1|a;
6. a|b ) a|bc ;
7. a|b ^ a|c ) a|b + c .



Dowód:

Udowodnimy dla przyk≥adu czÍúÊ (3) twierdzenia.
Jeøeli a = 0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy b = 0, a wiÍc a = b.
Podobnie, gdy b = 0, to a = b = 0, za≥óømy wiÍc, øe a, b 6= 0.
Niech b = q1a i a = q2b, dla pewnych q1, q2 2 Z.
W szczególnoúci q1, q2 6= 0.
Wówczas b = q1q2b.
Zatem q1q2 = 1.
Stπd q1 = q2 = 1 lub q1 = q2 = �1. ⇤



Definicja:

Niech a1, . . . , ak 2 Z, k � 2.
LiczbÍ d 2 N takπ, øe
1. d |a1, . . . , d |ak ,
2. e|a1, . . . , e|ak ) e|d ,
nazywamy najwi*kszym wspólnym dzielnikiem liczb a1, . . . , ak i
oznaczamy NWD(a1, . . . , ak).
LiczbÍ m 2 N takπ, øe
1. a1|m, . . . , ak |m,
2. a1|n, . . . , ak |n) m|n,
nazywamy najmniejsz) wspóln) wielokrotno-ci) liczb a1, . . . , ak
i oznaczamy NWW (a1, . . . , ak).



Przyk+ad:

5. Sprawdzamy, øe NWD(24, 36) = 12. Zauwaømy, øe, na
przyk≥ad, 6|24 i 6|36, ale oczywiúcie 6 6= NWD(24, 36).
Ponadto NWW (24, 26) = 72. Podobnie zauwaømy, øe 24|144
i 36|144, ale 144 6= NWW (24, 36).



Twierdzenie:

Niech a, b 2 N. Wówczas NWD(a, b) · NWW (a, b) = a · b.



Dowód:

Rozwaømy ab
NWD(a,b) .

Poniewaø a, b,NWD(a, b) 2 N, widzimy, øe ab
NWD(a,b) � 0.

Ponadto ab
NWD(a,b) 2 Z.

Niech NWD(a, b)q1 = a, dla pewnej liczby q1 2 N.
Wówczas ab

NWD(a,b) = NWD(a,b)q1b
NWD(a,b) = q1b, a wiÍc b| ab

NWD(a,b) .

Analogicznie a| ab
NWD(a,b) .

Wobec tego NWW (a, b)| ab
NWD(a,b) , czyli

NWW (a, b)NWD(a, b)|ab.



Rozwaømy ab
NWW (a,b) .

Zauwaømy, øe ab
NWW (a,b) 2 N.

Niech NWW (a, b) = s1a, dla pewnej liczby s1 2 N.
Wówczas ab

NWW (a,b) = ab
s1a

= b
s1
.

Wobec tego ab
NWW (a,b) |b.

Analogicznie ab
NWW (a,b) |a.

Wobec tego ab
NWW (a,b) |NWD(a, b), czyli

ab|NWW (a, b)NWD(a, b). ⇤



Przyk+ad:

6. Odwo≥ujπc siÍ do poprzedniego przyk≥adu sprawdzamy, øe
NWD(24, 36)NWW (24, 36) = 12 · 72 = 864 = 24 · 36.



Twierdzenie (algorytm Euklidesa):

Niech a, b 2 Z i niech

a = q1b + r1, dla 0 < r1 < |b|, q1, r1 2 Z,

b = q2r1 + r2, dla 0 < r2 < r1, q2, r2 2 Z,

r1 = q3r2 + r3, dla 0 < r3 < r2, q3, r3 2 Z,
...

rn�2 = qnrn�1 + rn, dla 0 < rn < rn�1, qn, rn 2 Z,

rn�1 = qn+1rn, dla qn+1 2 Z.

Wówczas rn = NWD(a, b).



Dowód:

Algorytm zawsze siÍ zatrzymuje, bo jest tylko skoÒczenie wiele
liczb naturalnych w przedziale [0, |b|].
Niech d = NWD(a, b).
Sprawdzamy, øe kolejno

rn|rn�1, rn|rn�2, . . . , rn|r1, rn|b, rn|a,

a wiÍc w szczególnoúci rn|d .
Podobnie, d |a i d |b, a wiÍc kolejno

d |r1, d |r2, . . . , d |rn�1, d |rn.

Poniewaø zarówno d jak i rn sπ liczbami dodatnimi, oraz
równoczeúnie d |rn i rn|d , wiÍc d = rn. ⇤



Przyk+ad:

7. Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczyÊ NWD(66, 48).
Wykonujπc kolejne kroki algorytmu otrzymujemy:

66 = 1 · 48+ 18

48 = 2 · 18+ 12

18 = 1 · 12+ 6

12 = 2 · 6,

a wiÍc NWD(66, 48) = 6.



Przyk+ady:

9. G≥ówna zaleta w stosowaniu algorytmu Euklidesa w
porównaniu ze znanym ze szko≥y úredniej ”algorytmem”
polegajπcym na wypisaniu wszystkich dzielników liczb, dla
których chcemy znaleüÊ najwiÍkszy wspólny dzielnik, polega
na tym, øe nie potrzebujemy rozk≥adaÊ liczb na czynniki
pierwsze.
W istocie, nie musimy nawet wiedzieÊ, czy sπ to liczby
pierwsze, czy z≥oøone.



Jako przyk≥ad rozwaømy tak zwane liczby Fermata.
W liúcie do Frénicle de Bessy z 1640 roku Fermat wyrazi≥
przypuszczenie, øe wszystkie liczby postaci Fn = 22

n
+ 1 sπ

pierwsze. Jest tak w istocie dla ma≥ych n:

F0 = 22
0
+ 1 = 3,

F1 = 22
1
+ 1 = 5,

F2 = 22
2
+ 1 = 17,

F3 = 22
3
+ 1 = 257,

F4 = 22
4
+ 1 = 65537,

ale juø Euler w 1733 roku udowodni≥, øe liczba F5 jest z≥oøona i
pokaza≥, øe 641 jest jej dzielnikiem pierwszym:

F5 = 22
5
+ 1 = 429467297 = 641 · 6700417.

W 1909 roku Klein pokaza≥, øe F7 nie jest pierwsza, ale dopiero w
1970 roku Morrison i Brillhart znaleüli jej dzielnik pierwszy.
Podobnie, Selfridge i Hurwitz udowodnili, øe F14 nie jest liczbπ
pierwszπ, ale do dziú nie sπ znane øadne dzielniki pierwsze liczby
F14.



Pierwsze dwa przyk≥ady liczb Fermata, dla których nie tylko nie
znamy dzielników pierwszych, ale o których nie wiemy nawet, czy
sπ pierwsze, czy zloøone, to F22 i F24.
Stosujπc algorytm Euklidesa moøemy jednak ≥atwo i szybko
sprawdziÊ, øe ich najwiÍkszym wspólnym dzielnikiem jest 1.
Istotnie:

22
24

+ 1 = (22
22

)4 + 1 = [(22
22

+ 1)� 1]4 + 1 =

= (22
22

+ 1)4 � 4(2222 + 1)3 + 6(22
22

+ 1)2 � 4(2222 + 1) + 1+ 1 =

= [(22
22

+ 1)3 � 4(2222 + 1)2 + 6(22
22

+ 1)� 4](2222 + 1) + 2,

22
22

+ 1 = 22
22�12+ 1,

2 = 2 · 1,

a zatem NWD(F22,F24) = 1.



9. Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalajπ
wyznaczyÊ liczby ca≥kowite x i y takie, øe

66x + 48y = NWD(66, 48).

Istotnie, zaczynajπc od przedostatniego kroku i kolejno
podstawiajπc otrzymujemy:

6 = 18� 12
= 18� (48� 2 · 18) = 3 · 18� 48
= 3(66� 48)� 48 = 3 · 66� 4 · 48,

a wiÍc x = 3 i y = �4.



Uwaga:

Niech a, b, c 2 Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody
rozwiπzywania równaÒ

ax + by = c

w liczbach ca≥kowitych.



Twierdzenie:

Niech a, b, c 2 Z. Równanie

ax + by = c

ma rozwiπzanie w liczbach ca≥kowitych wtedy i tylko wtedy, gdy
d = NWD(a, b)|c .



Dowód:

()) : Za≥óømy, øe ax0 + by0 = c , dla pewnych liczb x0, y0 2 Z.
Wówczas, skoro d |a i d |b, wiÍc d |ax0 i d |by0, a zatem równieø
d |ax0 + by0 = c .



(() : Za≥óømy, øe d |c i niech q 2 Z bÍdzie takπ liczbπ, øe dq = c .
Stosujπc algorytm Euklidesa znajdujemy liczby ca≥kowite x1, y1 2 Z
takie, øe ax1 + by1 = d .
Wówczas aqx1 + bqy1 = c . ⇤



Przyk+ad:

10. Rozwiπøemy równanie 66x + 48y = 18. Na podstawie
poprzedniego przyk≥adu wiemy juø, øe 66 · 3+ 48 · (�3) = 6, a
wiÍc 66 · 9+ 48 · (�12) = 18.



Twierdzenie:

Niech a, b, c 2 Z i niech d = NWD(a, b)|c . Niech x0, y0 2 Z bÍdπ
rozwiπzaniami równania ax + by = c . Wówczas wszystkie
ca≥kowite rozwiπzania tego równania dane sπ przez

x = x0 +
bt

d

oraz y = y0 �
at

d

, t 2 Z.



Dowód:

Sprawdzamy, øe

a

✓
x0 +
bt

d

◆
+ b

⇣
y0 �
at

d

⌘
= ax0 + by0 = c .

Dalej, niech x , y 2 Z bÍdzie rozwiπzaniem równania ax + by = c .
Wtedy ax + by = c = ax0 + by0.
Stπd a(x � x0) = b(y0 � y).
Jeøeli a = a1d i b = b1d , dla pewnych a1, b1 2 Z, to wówczas teø
a1(x � x0) = b1(y0 � y).
Poniewaø NWD(a1, b1) = 1, wiÍc b1|x � x0.
Niech x � x0 = b1t, dla pewnego t 2 Z.
Stπd x = x0 + b1t = x0 + btd .
Ponadto a1b1t = b1(y0 � y), skπd y = y0 � atd . ⇤



Przyk+ad:

11. Wszystkie rozwiπzania równania

66x + 48y = 18

wyraøπ siÍ wzorami

x = 9+ 8t, y = �12� 11t, t 2 Z.



Grupy, pierúcienie

i cia≥a



Definicja:

Niech A bÍdzie niepustym zbiorem.
Dzia+aniem wewn*trznym (lub, krótko, dzia+aniem) w zbiorze A
nazywamy funkcjÍ ⇤ : A⇥ A! A.
Niech ponadto B bÍdzie niepustym zbiorem.
Dzia+aniem zewn*trznym w zbiorze A nazywamy funkcjÍ
⇤ : B ⇥ A! A.



Uwaga:

To, øe w zbiorze A okreúlono dzia≥anie wewnÍtrzne ⇤ w
szczególnoúci oznacza, øe:

1. 8x , y 2 A[⇤(x , y) istnieje],
2. 8x , y 2 A[⇤(x , y) 2 A].
Zamiast ⇤(x , y) bÍdziemy na ogó≥ pisaÊ x ⇤ y .



Podobnie, jeúli B 6= ;, to to, øe w zbiorze A okreúlono dzia≥anie
zewnÍtrzne ⇧ w szczególnoúci oznacza, øe:
1. 8a 2 B8x 2 A[⇧(a, x) istnieje],
2. 8a 2 B8x 2 A[⇧(a, x) 2 A].
Zamiast ⇧(a, x) bÍdziemy na ogó≥ pisaÊ a ⇧ x .



Na tym wyk≥adzie bÍdziemy zajmowaÊ siÍ prawie wy≥πcznie
dzia≥aniami wewnÍtrznymi.



Przyk+ady:

1. Dodawanie liczb naturalnych jest dzia≥aniem w zbiorze N.
2. Mnoøenie liczb naturalnych jest dzia≥aniem w zbiorze N.
3. Odejmowanie i dzielenie nie sπ dzia≥aniami w zbiorze N:
3� 5 /2 N oraz 1÷ 2 /2 N. Z drugiej strony, odejmowanie jest
dzia≥aniem w Z, a dzielenie jest dzia≥aniem w Q \ {0}.

4. Mnoøenie wektorów na p≥aszczyünie przez skalary rzeczywiste
jest przyk≥adem dzia≥ania zewnÍtrznego.



Definicja:

Niech A bÍdzie niepustym zbiorem, a ⇤ i � dzia≥aniami w A.
1. Mówimy, øe ⇤ jest +)czne, jeøeli

8x , y , z 2 A[x ⇤ (y ⇤ z) = (x ⇤ y) ⇤ z ].

2. Mówimy, øe ⇤ jest przemienne, jeøeli

8x , y 2 A[x ⇤ y = y ⇤ x ].

3. Mówimy, øe ⇤ ma element neutralny e, jeøeli

8x 2 A[x ⇤ e = e ⇤ x = x ].

4. Mówimy, øe y jest elementem odwrotnym do x , jeøeli

x ⇤ y = y ⇤ x = e.

5. Mówimy, øe � jest rozdzielne wzgl*dem ⇤, jeøeli

8x , y , z 2 A[x � (y ⇤ z) = x � y ⇤ x � z ].



Przyk+ady:

5. Dodawanie i mnoøenie liczb naturalnych sπ ≥πczne i
przemienne. 0 jest elementem neutralnym dodawania, a 1 jest
elementem neutralnym mnoøenia. Ponadto mnoøenie jest
rozdzielne wzglÍdem dodawania. 1 nie ma elementu
odwrotnego wzglÍdem dodawania, a 2 nie ma elementu
odwrotnego wzglÍdem mnoøenia.



6. Rozwaømy dodawanie i mnoøenie liczb ca≥kowitych. Kaøda
liczba ca≥kowita ma element odwrotny wzglÍdem dodawania,
ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzglÍdem mnoøenia.



7. Rozwaømy dodawanie i mnoøenie liczb wymiernych. Kaøda
liczba wymierna ma element odwrotny wzglÍdem dodawania i
kaøda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny
wzglÍdem mnoøenia.



Definicja:

1. Algebr) nazywamy system
(A, ⇤1, . . . , ⇤n,B1, . . . ,Bm, ⇧1, . . . , ⇧m), gdzie A jest niepustym
zbiorem, ⇤1, . . . , ⇤n dzia≥aniami wewnÍtrznymi w zbiorze A, a
⇧1, . . . , ⇧m dzia≥aniami zewnÍtrznymi w zbiorze A (wraz z
odpowiadajπcymi im zbiorami B1, . . . ,Bm).



2. Grup) nazywamy algebrÍ (G , ⇤), gdzie ⇤ jest ≥aczne, ma
element neutralny i kaødy element w zbiorze G ma element
odwrotny. Jeøeli ponadto ⇤ jest przemienne, to grupÍ (G , ⇤)
nazywamy przemienn) (lub abelow)).



3. Pier-cieniem nazywamy algebrÍ (R,+, ·), gdzie (R,+) jest
grupπ abelowπ, a · jest ≥πczne i rozdzielne wzglÍdem +. Jeøeli
· jest przemienne, to (R,+, ·) nazywamy pier-cieniem
przemiennym. Jeøeli · ma element neutralny 1, to (R,+, ·)
nazywamy pier-cieniem z jedynk). W tym wyk≥adzie
ograniczymy siÍ do pierúcieni przemiennych z jedynkπ, które
bÍdziemy krótko nazywaÊ pierúcieniami.



4. Cia+em nazywamy pierúcieÒ przemienny z jedynkπ (F ,+, ·), w
którym 0 6= 1, przy czym 0 oznacza element neutralny +, a 1
to element neutralny · i taki, øe kaødy 6= 0 element ma
element odwrotny wzglÍdem ·.



Przyk+ady:

8. (Z,+), (Q,+), (R,+) sπ przyk≥adami grup przemiennych.
(N,+) nie jest grupπ.
Podobnie (Q⇤, ·), (R⇤, ·), gdzie A⇤ = A \ {0}, sπ grupami
przemiennymi. (N⇤, ·) i (Z⇤, ·) nie sπ grupami.



9. (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) sπ przyk≥adami pierúcieni.



10. (Q+, ·), (R,+, ·) sπ przyk≥adami cia≥.
(Z,+, ·) nie jest cia≥em.



Definicja:

Niech n 2 N i oznaczmy przez Zn = {0, 1, . . . , n � 1}.
W zbiorze Zn definiujemy dodawanie modulo n:

x �n y = reszta z dzielenia x + y przez n

oraz mno.enie modulo n:

x ⌦n y = reszta z dzielenia x · y przez n.



Przyk+ady:

11. Sprawdzamy, øe 2�5 2 = 4, 2�5 4 = 1, 2�5 3 = 0,
3�6 5 = 2 i 98�100 2 = 0.

12. Podobnie, 2⌦5 2 = 4, 2⌦5 4 = 3, 2⌦5 3 = 1, 3⌦6 2 = 0 i
98⌦100 2 = 96.



Twierdzenie:

Niech n 2 N.
1. (Zn,�n) jest grupπ przemiennπ.
2. (Z⇤

n,⌦n) jest grupπ przemiennπ, o ile n jest liczbπ pierwszπ.
3. (Zn,�n,⌦n) jest pierúcieniem.
4. (Zn,�n,⌦n) jest cia≥em, o ile n jest liczbπ pierwszπ.



Dowód:

Sprawdzenie wszystkich aksjomatów jest doúÊ czasoch≥onne, ale
proste.
Ograniczymy siÍ do pokazania, øe jeúli n jest liczbπ pierwszπ, to
kaødy element x 2 Z⇤

n ma element odwrotny wzglÍdem ⌦n.



Ustalmy x 2 Z⇤
n.

Chcemy pokazaÊ, øe istnieje y 2 Z⇤
n taki, øe x ⌦n y = 1, to znaczy

xy = 1+ qn,

dla pewnej liczby ca≥kowitej q 2 Z.
Jest to równowaøne pokazaniu, øe równanie

xy � qn = 1

ma rozwiπzanie w liczbach ca≥kowitych.
Poniewaø n jest liczbπ pierwszπ, a zatem NWD(x , n) = 1,
równanie to istotnie ma rozwiπzanie. ⇤



W dowolnej grupie (G , ⇤) wprowadzamy oznaczenie
nY

i=1

xi = x1 ⇤ . . . ⇤ xn.

W szczególnoúci
Qn
i=1 x = xn. Tradycyjnie uøywamy w teorii grup

dwóch równoleg≥ych terminologii: addytywnej i multyplikatywnej,
wed≥ug nastÍpujπcego schematu:

Definicja Notacja addytywna Notacja multyplikatywna
dzia≥anie + ·

dodawanie mnoøenie
suma iloczyn

element neutralny 0 1
zero jedynka

potÍga nx x

n

wielokrotnoúÊ potÍga
element odwrotny �x x

�1

element przeciwny element odwrotny



Twierdzenie:

Niech (G , ⇤) bÍdzie grupπ. Wówczas:
1. element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;

2.
Qm
i=1 xi ⇤

Qn
j=1 xj =

Qm+n
j=1 xj , dla x1, . . . , xm+n 2 G ;

3. xm+n = xmxn, dla x 2 G ;
4. (xm)n = xmn, dla x 2 G ;
5. element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;

6. (xn11 ⇤ . . . ⇤ xnkk )�1 = x�nkk ⇤ . . . ⇤ x�n11 , dla x1, . . . , xk 2 G ;
7. (x�1)�1 = x , dla x 2 G ;
8. (x�1 ⇤ y ⇤ x)n = x�1 ⇤ yn ⇤ x , dla x , y 2 G ;
9. jeøeli x ⇤ y = x ⇤ z , to y = z .



Dowód:

Udowodnimy dla przyk≥adu czÍúÊ (1): jeúli e i e 0 sπ dwoma
elementami neutralnymi, to wówczas

e = e ⇤ e 0 = e 0.⇤



W dowolnym pierúcieniu (R,+, ·) wprowadzamy oznaczenia:

xy + z = (x · y) + z ,
nX

i=1

xi = x1 + . . . + xn,
0X

i=1

xi = 0,

nY

i=1

xi = x1 · . . . · xn,
0Y

i=1

xi = 1,

nx =
nX

i=1

x , xn =
nY

i=1

x .



Twierdzenie:

Niech (R,+, ·) bÍdzie pierúcieniem, niech x , y , z 2 R, n,m 2 N.
Wówczas:
1. �(�x) = x ;
2. �(x + y) = �x � y ;
3. n(mx) = nmx ;
4. nx +mx = (n +m)x ;
5. 0x = x0 = 0;
6. (�1)x = �x ;
7. (�x)y = �(xy) = x(�y);
8. (�x)(�y) = xy ;
9. x(y � z) = xy � xz ;
10. (x � y)z = xz � yz ;
11. jeøeli x + y = x + z , to wówczas y = z ;
12. xnxm = xn+m;
13. (xn)m = xnm;
14. (x + y)n =

Pn
k=0

�n
k

�
x

n�k
y

k .



Dowód:

Udowodnimy dla przyk≥adu czÍúÊ (5):

0x + 0x = (0+ 0)x = 0x

a zatem 0x = 0. ⇤



Izomorfizmy
algebr



Przykłady:

1. Działania w grupach często wygodnie jest zapisywać w
tabelkach Cayleya.
Na przykład tabelka działań w grupie (Z∗

5,⊗5) wygląda
następująco:

⊗5 1 2 3 4

1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1



2. W naszych rozważaniach nie będziemy ograniczać się tylko do
przykładów grup liczbowych.
Jako przykład grupy ”nieliczbowej” rozważmy tak zwaną
grupę symetryczną.
Niech n ∈ N i oznaczmy przez S(n) zbiór wszystkich bijekcji
zbioru {1, . . . , n} na samego siebie.



Na przykład dla n = 3 elementy zbioru S(3) to następujące funkcje,
które, dla wygody oznaczeń, zdefiniujemy za pomocą tabelek:

id3:
x 1 2 3

id3(x) 1 2 3
o1:

x 1 2 3

t1(x) 2 3 1

o2:
x 1 2 3

t2(x) 3 1 2
s1:

x 1 2 3

s1(x) 1 3 2

s2:
x 1 2 3

s2(x) 3 2 1
s3:

x 1 2 3

s3(x) 2 1 3
.

Tym samym S(3) = {id3, o1, o2, s1, s2, s3}.



W zbiorze S(n) definiujemy działanie ◦ wzorem

f ◦ g(x) = f (g(x)), dla x ∈ {1, . . . , n}.

Okazuje się, że algebra (S(n), ◦) jest grupą.
Na przykład tabelka działań w grupie S(3) wygląda następująco:

◦ id3 o1 o2 s1 s2 s3

id3 id3 o1 o2 s1 s2 s3
o1 o1 o2 id3 s2 s3 s1
o2 o2 id3 o1 s3 s1 s2
s1 s1 s3 s2 id3 o2 o1
s2 s2 s1 s3 o1 id3 o2
s3 s3 s2 s1 o2 o1 id3

Widzimy, że jest to przykład grupy nieprzemiennej: s1 ◦ o1 = s2, ale
o1 ◦ s1 = s3.



3. Innym przykładem grupy ”nieliczbowej” jest grupa izometrii
własnych n-kąta foremnego, którą będziemy oznaczać przez
D(n).
Na przykład dla n = 3 grupa D(3) składa się z następujących
izometrii trójkąta równobocznego:



ID3 : O1 :
identyczność obrót o 120◦

O2 : S1 :
obrót o 240◦ symetria względem

symetralnej przechodzącej

przez wierzchołek 1

S2 : S3 :
symetria względem symetria względem

symetralnej przechodzącej symetralnej przechodzącej

przez wierzchołek 2 przez wierzchołek 3



Działaniem grupowym jest składanie izometrii.
Na przykład tabelka działań w grupie D(3) wygląda następująco:

◦ ID3 O1 O2 S1 S2 S3

ID3 ID3 O1 O2 S1 S2 S3
O1 O1 O2 ID3 S2 S3 S1
O2 O2 ID3 O1 S3 S1 S2
S1 S1 S3 S2 ID3 O2 O1
S2 S2 S1 S3 O1 ID3 O2
S3 S3 S2 S1 O2 O1 ID3

Tak jak w poprzednim przykładzie, grupy D(n) nie są przemienne.



Definicja:

Niech (G1, ∗1) i (G2, ∗2) będą grupami. Funkcję f : G1 → G2
nazywamy izomorfizmem grup, jeżeli jest bijekcją i spełniony jest
warunek

∀x , y ∈ G1[f (x ∗1 y) = f (x) ∗2 f (y)].

Jeżeli istnieje izomorfizm f : G1 → G2, to grupy G1 i G2 nazywamy
izomorficznymi, co oznaczamy przez G1 ∼= G2.



Przykład:

4. Grupy S(3) i D(3) są izomorficzne.
Istotnie, rozważmy funkcję f : S(3) → D(3), którą, dla
wygody oznaczeń, zdefiniujemy tabelką jako:

σ id3 o1 o2 s1 s2 s3

f (σ) ID3 O1 O2 S1 S2 S3
.

Oczywiście jest to bijekcja.
Porównując tabelki działan w S(3) i D(3) widzimy, że jest to
też izomorfizm grup.



Definicja:

Niech (R1,+1, ·1) i (R2,+2, ·2) będą pierścieniami. Funkcję
f : R1 → R2 nazywamy izomorfizmem pierścieni, jeżeli jest
bijekcją i spełnione są warunki:

! ∀x , y ∈ R1[f (x +1 y) = f (x) +2 f (y)],

! ∀x , y ∈ R1[f (x ·1 y) = f (x) ·2 f (y)],
! f (1R1) = 1R2 ,

gdzie 1R1 oznacza jedynkę pierścienia R1, a 1R2 jedynkę pierścienia
R2. Jeżeli istnieje izomorfizm f : R1 → R2, to pierścienie R1 i R2
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez R1 ∼= R2.



Definicja:

Niech (F1,+1, ·1) i (F2,+2, ·2) będą ciałami. Funkcję f : R1 → R2
nazywamy izomorfizmem ciał, jeżeli jest bijekcją i spełnione są
warunki:

! ∀x , y ∈ F1[f (x +1 y) = f (x) +2 f (y)],

! ∀x , y ∈ F1[f (x ·1 y) = f (x) ·2 f (y)],
! f (1F1) = 1F2 ,

gdzie 1F1 oznacza jedynkę ciała F1, a 1F2 jedynkę ciała F2. Jeżeli
istnieje izomorfizm f : F1 → F2, to ciała F1 i F2 nazywamy
izomorficznymi, co oznaczamy przez F1 ∼= F2.


