1. ZESTAW ZADAN 6: HOMOMORFIZMY MODULOW. MODUL ILORAZOWY, TWIERDZENIE O
HOMOMORFIZMIE.

(1) Pokaza¢, ze homomorfizm moduléw jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest homo-
morfizmem kategoryjnym.

(2) Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢ : M — N homomorfizmem modutéw,
niech My < M, Ny < N. Pokaza¢, ze wowczas:
(a) ¢(Mi) < N;
(b) ¢7H(N1) < M.

(3) Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, 7 : M — N homomorfizmem surjek-
tywnym modutéw i niech K = ker 7. Oznaczmy

M={M;: M; < M oraz K C M1}, N ={N;: N; < N}.
Pokazaé, ze wowczas odwzorowania
¢: M= N, ¢(M) = m(M),
N = N p(Ny) =77 (N)1)

sg wzajemnie odwrotne.
(4) Niech R bedzie pierécieniem, M lewym R-modutem, N < M. Oznaczmy

m+N={m+n:neN},
M/N ={m+ N :me M}
i w zbiorze M /N okreslmy dzialania dodowania i mnozenia zewnetrznego:
(m1+ N)+ (mg+ N) = (mq +mg) + N,
a(m+ N)=am+ N.

Pokazaé, ze wowczas M /N jest lewym R-modutem.
(5) Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N C M. Pokazaé, ze woéwczas N < M wtedy
i tylko wtedy, gdy N jest jadrem pewnego homomorfizmu.
(6) Niech R bedzie pierscieniem, M, Ny, Ny lewymi R-modutami, ¢; : M — N; homomorfizmem
surjektywnym, ¢, : M — Ny homomorfizmem.
(a) Pokazaé, ze jesli istnieje homomorfizm ¢ : Ny — Ny taki, ze 1) o ¢1 = ¢, to ker ¢ C ker ¢.
(b) Pokazaé, ze jesli ker ¢; C ker ¢, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm v : N3 — N taki,
ze 1 o ¢1 = ¢o. Ponadto woéwezas imiy) = imey oraz ker 1) = ¢y (ker ¢s).
Inaczej: diagram

M
1 @2
77na77
N------~N

jest przemienny.
(7) Niech R bedzie pier§cieniem, M lewym R-modutem, Ny, No < M. Pokazaé, ze woéwczas

N /Ni O Ny 2 (N} + Ny)/Na.
(8) Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N1, Ny < M, N; C N,. Pokazaé, ze wéwcezas

M /Ny = (M/Ny)/(No/Ny).
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(9) Niech R bedzie pierécieniem z jedynka, M lewym unitarnym R-modutem cyklicznym. Pokazad,
ze wowezas M = R/, gdzie I <9 R jest pewnym idealem lewostronnym.

Zadanie domowe: zadania 1, 2 i 3 nalezy rozwiaza¢ na nast¢pne zajecia.



