1. ZESTAW ZADAN 3: WOLNE GRUPY ABELOWE.

(1) Pokazaé, ze dowolne dwie bazy wolnej grupy abelowej sa tej samej mocy (Wskazdéwka: Pokazaé, ze
dla ustalonej liczby pierwszej p i dla ustalonej wolnej grupy abelowej F' podzbiér pF' = {pf : f €
F} jest wolng grupa abelowa. Nastepnie rozwazy¢ grupe ilorazowa F/pF' i dziatanie zewnetrzne
-1 Zy, x F/pF — F/pF dane wzorem z - (f + pF) = x f + pF i sprawdzi¢, ze z tak zdefiniowanym
mnozeniem przez skalary grupa F/pF jest przestrzenia liniowa nad ciatem Z,. Wyznaczy¢ jej
baze i skorzystaé z faktu, ze dowolne dwie bazy przestrzeni liniowej sa tej samej mocy).

(2) Niech (F,+) bedzie wolna grupa abelowa. Pokazaé, ze wowczas istnieje rosnacy ciag podgrup

{0} =NgCNC...CN,C...CN,=F,e0, 7€ Ord

taki, ze dla dowolnych o < ~
Neyy1/Noy = Z.

(3) Niech A bedzie grupa abelowa, I’ wolna grupa abelowa, a h : A — F homomorfizmem surjek-
tywnym. Pokazaé¢, ze woéwczas istnieje podgrupa F’ < A taka, ze F'= F’ oraz A = F’' & ker h.

(4) Pokaza¢, ze koprodukt dowolnej rodziny wolnych grup abelowych jest wolna grupa abelowa.
Przeanalizowaé¢ przyktad ze strony 168 podrecznika L. Fuchs, Infinite Abelian Groups, Academic
Press, New York, 1970, aby zobaczy¢, ze analogiczne twierdzenie nie jest prawdziwe dla produktu
wolnych grup abelowych.

(5) Niech G bedzie skonczenie generowana grupa abelowa, w ktorej zaden element (poza 0) nie jest
skonczonego rzedu. Pokazaé, ze wowcezas G jest wolng grupa abelows.

(6) Pokazaé, ze addytywna grupa liczb wymiernych Q nie jest wolna. Wywnioskowaé stad, ze w
poprzednim zadaniu nie mozna poming¢ zatozenia o skonczonej generowalnosci G.

Zadanie domowe: zadania 1, 2 i 3 nalezy rozwigza¢ na nastepne zajecia.



