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13. WYKLAD 13: FUNKTOR Hom 1 DUALIZACJA.

Uwaga 13.1. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami. W zbiorze Homg(M, N) wszyst-
kich homomorfizmow z modutu M do N zdefiniugmy dziatanie dodawania wzorem

(f +9)(m) = f(m) + g(m),m € M,
dla danych homomorfizmow f,g: M — N oraz wyroznigmy homomorfizm 0 : M — N dany wzorem
0(m) =0,me M,

jako element neutralny dziatania +. Wowczas (Hompg(M, N),+) jest grupg przemienng. Ponadto dzia-
tanie + jest rozdzielne wzgledem sktadania homomorfizmow, to znaczy dla dowolnych lewych R-modutéw
M', N' oraz dla homomorfizméw f,g: M — N, h: N — N' oraz k : M' — M zachodzi:

ho(f+g)=hof+hogoraz(f+g)ok=fok+gok.

Definicja i uwaga 13.1. Niech R bedzie pierscieniem, M, M' N, N' lewymi R-modutami. Niech f :
M’ — M oraz g : N — N’ bedg homomorfizmami modutéw. Wéwczas odwzorowanie 0 : Homg(M, N) —
Hompg(M', N') dane wzorem

0(¢) =gogof
jest homomorfizmem grup abelowych. Odzworowanie 6 nazywamy odwzorowaniem indukowanym
przez homomorfizmy f i g i oznaczamy Homg(f,g).
Jezeli N = N' i g = idy, odwzorowanie Hompg(f,idy) : Homg(M,N) — Homg(M', N) oznaczamy

przez f.
Jezeli M = M’ i f =idy, odwzorowanie Hompg(idyr, g) : Homg(M, N) — Hompg(M, N') oznaczamy
przez g.

Twierdzenie 13.1. Niech R bedzie pierscieniem.

(1) Cigg lewych R-modutéw i homomorfizmdw
My L My & My — 0
jest doktadny wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego lewego R-modulu N cigg:
0 — Homp(Ms, N) %> Homp(Ms, N) 2> Homp(M,, N)

jest ciggiem dokladnym grup abelowych, gdzie odwzorowania g : Hompg(M3z, N) — Hompg(Ms, N)
i f:Homgr(My, N) — Hompg(My, N) dane sqg wzorami

§(0) = pog oraz f() = o f.
(2) Cigg lewych R-modutéw i homomorfizméw
0— N L Ny S Ny
jest doktadny wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego lewego R-modulu M cigg:
Homp(M,N) - Homp(M, Ny) & Homp(M, Ny) — 0

jest ciggiem doktadnym grup abelowych, gdzie odwzorowania f : Hompg(M, Ny) — Hompg(M, N,)
ig: Homg(M,Ny) — Hompg(M, N3) dane sq wzorami

f(@) = fo¢ orazg(y) = go.
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Dowad. (1) (=): Jezeli ciag M, ER My % Ms — 0 jest dokladny, to g jest surjektywny oraz im f =
ker g. Ustalmy lewy R-modut N.

Pokazemy, ze g jest réznowartosciowy. Zatézmy, ze dla pewnych ¢, oo € Hompg(Ms, N) zacho-

dzi G(¢1) = g(¢2). Wowcezas
p1o0g=¢204.
Poniewaz ¢ jest surjektywny, a wiec jest epimorfizmem kategoryjnym, wiec ¢ = ¢o.

Pokazemy, ze im g = ker f. Dla dowodu inkluzji (<) ustalmy 1 € img. Wéwcezas ¢ = g(¢) = ¢o
g dla pewnego ¢ € Homp(Ms, N). Wowcezas f(¢)(m1) = f(¢og)(m1) = ¢ogo f(mi) = ¢(0) =0,
dla dowolnego m, € M;, zatem 1) € ker f.

Dla dowodu inkluzji (o) ustalmy ¢ € ker f. Wowczas ¢ : My — N jest takim homomorfizmem,
ze f() = Yo f = 0. Zatem ¢)(my) = 0 dla my € im f, wiec im f < ker+. Wobec Wniosku 7.3
istnieje doktadnie jeden homomorfizm u : Ms/im f — N taki, ze v = u o k, gdzie kK : My —
M, /im f jest homomorfizmem kanonicznym:

Podobnie, poniewaz g : My — Mj jest surjekcjg oraz ker g = im f, wiec jedyny homomorfizm
v: My/ker g = My/im f — Mjs taki, ze g = v o k jest izomorfizmem:

W szczegdlnosei v jest odwracalny, wiec K = v 1og. Stad ) = uok = uov~tog = g(uov™') € im7g.

(<) Jezeli 0 — Homp(Ms, N) & Homp(M,, N) ER Hompg (M, N) jest ciagiem doktadnym
grup abelowych dla wszystkich N, to § jest réznowartosciowy oraz img = ker f.

Pokazemy, ze g jest surjektywny. Poniewaz g jest réznowartosciowy, wiec jesli ¢1, oo € Hompg(Ms, N)
sa takimi homomorfizmami, ze ¢y 0 g = ¢20g¢, to ¢1 = ¢2. Zatem ¢ jest epimorfizmem kategoryj-
nym, a wiec surjekcja.

Pokazemy, ze im f = ker g. Dla dowodu inkluzji (c) wezmy w zalozeniu N = Mj. Poniewaz
img = ker f, wiec dla ¢ € Hompg(Ms, Ms) zachodzi f(g(¢)) = 0, czyli pogof = 0. W szczegdlnosci
idgogo f=gof =0, wiecim f < kerg.

Dla dowodu inkluzji (D) wezmy w zalozeniu N = M,/im f i niech x : My — Ms/im f bedzie
epimorfizmem kanonicznym. Wéwczas f(k)(my) = (ko f)(ma) = f(msg) + im f = im f, wiec
K € ker f = img. Zatem dla pewnego ¢ € Homp(Ms, My/im f) zachodzi k = ¢ o g. Stad im f =
kerk o g.

(2) analogicznie.
O

W $wietle powyzszego twierdzenia méwimy czasem, ze modul Hompg(M, N) jest lewostronnie do-
ktadny. Okazuje sie jednak, ze nie jest prawda, jakoby ciag doktadny

0—>M1—>M2—>M3—>0
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indukowal doktadno$é¢ ciggdéw
0— HomR(N, Ml) - HOTTLR(N, Mg) - HomR(N, Mg) — 0

oraz
0 — Hompg(M,,N) - Homgr(Msy, N) — Hompg(Ms, N) — 0.

Omowimy teraz pokrotce to zagadnienie.
Przyktad:

(1) Rozwazmy ciag dokladny
75 Zs — 0,
gdzie k jest epimorfizmem kanonicznym. Wéwczas ciag
Homy(Zy, Z) & Homy(Zy, Zs) — 0
nie jest doktadny.
Twierdzenie 13.2. Niech R bedzie pierscieniem. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) cigg lewych R-modutéw i homomorfizmow
O—>M1LM2£>M3—>0

jest rozszezepialnym ciggiem doktadnym;
(2) dla kazdego lewego R-modutu N cigg:

0 — Homg(N, M) &> Homg(N, My) & Homgp(N, My) — 0

jest rozszczepialnym ciggiem doktadnym, gdzie odwzorowania f : Homg(N, M) — Hompg(N, My)
i g: Homg(N, My) - Hompg(N, M3) dane sqg wzorami

f(¢) = fod orazg(y) = g o
(3) dla kazdego lewego R-modutu N cigg:
0 — Homp(My, N) % Homp(Ms, N) 5> Homg(M;, N) — 0

jest rozszczepialnym ciggiem doktadnym, gdzie odwzorowania g : Hompg(Ms, N) — Hompg(M,, N)
i f: Homg(My, N) - Hompg(My, N) dane sqg wzorami

G(p) = pog oraz f(¥) = o f.

Dowdd. (1) = (3): Wobec Twierdzenia 9.3 istnieje homomorfizm « : My — M; taki, ze a o f = idyy.
Dla ustalonego R-modutu N zdefiniujmy odwzorowanie @ : Hompg (M, N) — Hompg(Ms, N) wzorem

ay) =voa.

Wéwezas @ jest homomorfizmem oraz foa(y) = f(iy o) = Y oao f = 1), a zatem wobec Twierdzen
9.3113.1 ciag

0 — Homg(Ms, N) % Homp(Ms, N) 5> Homp(Mi, N) — 0
jest rozszczepialnym ciggiem doktadnym.

(3) = (1): Niech N = M;. Poniewaz ciag

0 — Homp(Ms, My) 5 Homp(Ms, My) &> Homp(M,, My) — 0
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jest doktadny, wiec f jest epimorfizmem i dla pewnego ) € Homg(My, M;) zachodzi
@ =Yo f=1idy.
Zatem wobec Twierdzen 9.3 i 13.1 ciag
OHMli)MQi)M:g—)O
jest rozszczepialnym ciggiem doktadnym.
(1) < (2): analogicznie. O

Whniosek 13.1. Niech R bedzie pierscieniem, P lewym R-modutem. Nastepujgce warunki sq rownowaz-
ne:
(1) P jest projektywny;
(2) jesli My, M3 sq lewymi R-modulami, a g : My — Ms jest epimorfizmem. to odwzorowanie G :
Hompg(P, My) — Hompg(P, M3) dane wzorem

g() =gov
jest epimorfizmem;
(3) jesli cigg lewych R-moduléw i homomorfizméw
O—>M1LM2£>M3—>0
jest doktadny, to cigg

0 — Homg(P, M) 5> Homp(P, Ms) &> Homp(P, Ms) — 0
jest doktadny, gdzie odwzorowania f : Homp(P, M) — Hompg(P, M) i G : Homg(P, M) —
Hompg(P, M3) dane sqg wzorami
f(¢) = fod orazg(y) = go.
Dowdd. (1) < (2): Odwzorowanie g : Hompg (P, Ms) — Hompg(P, M3) dane wzorem
g() =goy

jest, w my$l definicji, epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego homomorfizmu f : P — M;
istnieje homomorfizm h : P — M, taki, ze

g(h)=goh=f,

to znaczy diagram
P

|1
M2~ N—0

w ktorym dolny wiersz jest doktadny, mozna uzupehic¢ do diagramu przemiennego.

(2) = (3): Wynika z Twierdzenia 9.3.

(3) = (2): Niech g : My — M3 bedzie epimorfizmem. Niech M; = ker g. Wéwezas ciag

0—>M1ﬁ>M2£>M3—>O
jest doktadny, a wiec odwzorowanie g : Hompg(P, My) — Hompg(P, M3) dane wzorem
g() =got

jest epimorfizmem. O
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Whniosek 13.2. Niech R bedzie pierscieniem, J lewym R-modutem. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) J jest injektywny;
(2) jesli My, My sq lewymi R-modulami, a f : My — My jest monomorfizmem. to odwzorowanie
f:Homg(Ms,J) — Homg(M,,J) dane wzorem

f(@)=¢of
jest monomorfizmem;
(3) jesli cigg lewych R-modulow i homomorfizmoéw
OHMli)MQi)M:g—)O
jest doktadny, to cigg

0 — Homp(Ms, J) % Homp(Ms, J) &> Homg(M,, J) — 0

jest doktadny, gdzie odwzorowania § : Homg(Ms,J) — Homg(Ms,J) i f : Homgp(Ms, J) —
Hompg (M, J) dane sq wzorami

G(¢) = pog oraz f(¥) = o f.

Dowdd jest analogiczny do dowodu poprzeniego wniosku i pozostawiamy go czytelnikowi jako nietrudne
¢wiczenie.

Twierdzenie 13.3. Niech R bedzie pierscieniem, niech M, N,{M; : i € I},{N; : j € J} bedg lewymi
R-modutami. Wowczas:

(1) Hompg (Zz’e[ M;, N) = Hie[ HomR(Mi? N):

(2) Homp (M, ,c; Ni) = [ [.c; Homgr(M, N;).

Dowdd. (1) Niech dla ¢ € I odwzorowanie ¢; : M; — ».._; M; oznacza monomorfizm kanoniczny. Wo-
bec wlasnosci uniwersalnej koproduktu modutéw, dla ustalonego g € >.._, Hompg(M;, N) istnieje
doktadnie jeden homomorfizm g : > ., M; — N taki, ze

iel

1€l

i€l
gobi :g(l),ZEI

Hompg(M;, N) — Hompg (D,

¥(g) =9

Woéwcezas odwzorowanie ¢ : [ [,; e M;, N) dane wzorem

jest dobrze okreslonym homomorfizmem. Ponadto odwzorowanie ¢ : Hompg (3., M;, N) —
[ L,e; Homg(M;, N) dane wzorem
o(f) = f, addie f(i) = fou,iel
jest dobrze okreslonym homomorfizmem oraz
poth= idHomR(Ziel M;,N) 190 ¢ =idp],_; Homp(M;N)-
(2) Analogicznie.
O

W celu zdefiniowania pojecia dualnosci i badania dalszych wlasnosci moduléw bedziemy musieli szcze-
gblowo oméwié rézne sposoby, w jakie mozna wyposazy¢ grupe abelowa Hompg(M, N) w strukture mo-
dulu. Wygodnie jest zrobi¢ to przy uzyciu pojecia bimodutu, ktére teraz wprowadzimy.
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Definicja 13.1. Niech R i S bedg pierscieniami. Grupe abelowg M bedziemy nazywaé R—S-bimodutem,
jezeli jest jednoczesnie lewym R-modutem, prawym S-modutem i spetniony jest warunek:

Vm € MYr € RYs € S[r(ms) = (rm)s].

Oznaczenie: Bedziemy pisali g Mg dla oznaczenia, ze M jest R— S-bimodutem. Analogicznie bedzie-
my pisali zrM dla oznaczenia, ze M jest lewym R-modutem oraz Mg dla oznaczenia, ze M jest prawym
S-modutem.

Przyktady:

(2) Rozwazmy pierscien R. Wéwcezas R jest R — R-modulem.
(3) Rozwazmy lewy R-modut M nad pierécieniem przemiennym. Wéwcezas M jest R— R-bimodutem,
gdzie prawostronne mnozenie - : M x R — M okreslone jest wzorem

m-r=rm,re R, me M.

Twierdzenie 13.4. Niech R i S bedqg pierscieniami, gMy lewym R-modulem, grMsg t gMsg R — S-
bimodutami, rM, lewym R-modulem. Wowczas:
(1) Hompg(My, Ms)s jest prawym S-modulem, gdzie prawostronne mnozenie - : Homp(My, My) xS —
Hompg(Mi, Ms) okreslone jest wzorem:

(f - s)(m1) = f(mi)s,my € My,

dla f € Homg(My, Ms), s€ S;
(2) jesli rNy jest lewym R-modutem @ f : My — Ny jest homomorfizmem lewych R-moduléw, to
odwzorowanie [ : Hompg(Ny, My) — Hompg(M;, Ms) dane wzorem

f@)=¢of
jest homomorfizmem prawych S-modutow;
(3) sHomp(Ms, My)s jest lewym S-modutem, gdzie lewostronne mnozenie - : S x Hompg(Ms, My) —
Hompg(Ms, My) okreslone jest wzorem:

(s - g)(ms) = g(mgs), m3 € Ms,

dla se€ S, ge Homgp(Ms, My);
(4) jesli grNy jest lewym R-modulem i g : My — Ny jest homomorfizmem lewych R-modutéw, to
odwzorowanie g : Hompg(Ms, My) — Hompg(Ms, Ny) dane wzorem

g() =got
jest homomorfizmem lewych S-modutow.

Dowad. (1) Dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
(2) Oczywiscie f jest homomorfizmem grup abelowych. Ustalmy ¢ € Homp(Ny, Ms)is € S. Wowczas
dla ny € Ny:
F(9s)(m) = (¢s) o f(m) = (65)(f(m1)) = &(f(m1))s = do f(n1)s = f(m)s.
(3) Analogicznie.
(4) Analogicznie.
O

Whniosek 13.3. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym, niech My, My bedg lewymi R-modutams.
Wowczas Hompg(My, Ms) jest R — R-bimodulem.
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Whniosek 13.4. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech M bedzie lewym unitarnym R-modutem.
Wowczas

RM = RHomR(R, M)

Dowdéd. Wobec Przykladu (2) R jest R — R-bimodutem. Wobec tego Hompg(R, M) jest lewym R-
modutem, gdzie lewostronne mnozenie - : R x Homg(R, M) — Homg(R, M) okreslone jest wzorem:

(r-9)(a) = glar),a € R,
dlare R, g€ Homg(R, M). Zdefiniujmy odwzorowanie ® : Hompg(R, M) — M wzorem

®(¢) = o(1r).
Wowcezas @ jest homomorfizmem lewych R-modutéw. Zdefiniujmy ponadto odwzorowanie W : M —
Hompg(R, M) wzorem
U(m) = ¢, gdzie ¢,(a) = am,a € R,
Wowcezas ¥ jest homomorfizmem lewych R-modutéw i
S oW =idg oraz ¥ o ® = idyom,(r,nm)-

O

Definicja i uwaga 13.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie lewym R-modutem. Wowczas,
wobec Przyktadu (2), M jest R — R-bimodulem, a wiec, wobec Twierdzenia 15.4 (1), Homgr(M, R) jest
prawym R-modutem. Modut ten nazywamy modutem dualnym do M i oznaczamy M*.

Analogicznie, niech N bedzie prawym R-modutem. Wowczas Homg(N, R) jest lewym R-modulem,
ktory rowniez nazywamy modutem dualnym i oznaczamy N*.

Elementy modutu dualnego nazywamy funkcjonatami liniowymi.
Definicja i uwaga 13.3. Niech R bedzie pierscieniem, niech My, My, M3 bedg lewymi R-modutams.

(1) Jezeli f : My — Ms jest homomorfizmem lewych R-moduléw, to odwzorowanie f M; =
Hompg(Ms, R) — Hompg(Mi, R) = M; dane wzorem

fW) =dof

jest homomorfizmem prawych R-modutow.
(2) (M @® My)* =~ My @ M.
(3) Jezeli R jest pierscieniem z dzieleniem i cigg lewych R-modutéw i homomorfizmow

OHMli)MQi)M:g—)O
jest doktadny, to cigg prawych R-modutéw @ homomorfizmow
O—>M31M21>M1—>0

jest doktadny.

Odwzorowanie [ bedziemy nazywaé odwzorowaniem dualnym.

Prosty dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
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Twierdzenie 13.5. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech M bedzie lewym R-modutem wolnym
z bazg {f; : i € I}, niech, dla i € I, odwzorowanie fF : M — R bedzie jednoznacznie wyznaczonym
homomorfizmem okreslonym przez warunek

L, gdyi=j
O£ )
Wowczas:
(1) {fF : i€ I} jest liniowo niezaleinym podzbiorem zbioru M* o mocy |I|;

(2) jezeli I jest zbiorem skoriczonym, to M* jest prawym R-modulem wolnym o bazie {fF : i€ I}.

Dowdd. (1) Zalézmy, ze dla pewnego podzbioru Iy = {iy,...,i,} < I i dla pewnych r,...,7, € R
zachodzi
Wowczas dla kazdego j € {1,...,n}:
0 = O(fj) = (f;;Tl + f{;ﬁ +...+ f::,rn) (f)
= o+ e+ + f (fi)rn
— rj7
a zatem zbiér {f :i € I} jest liniowo niezalezny. Jezeli i # j, i, € I, to woéwczas
a zatem f # fi 1 tym samym [{f* :ie I}| = [I].
(2) Zatézmy, ze I = {iy,...,i,}. Ustalmy f* € M* i niech s; = f*(f;), ¢ € {i1,...,i,}. Ustalmy
m € M i niech
m = Tlfil + ’I"sz'2 + ...+ Tnfina
dla pewnych ry,...,r, € R. Wowczas:
(f{’;sl + fis2 ..+ f[;sn) (m)
= (f:;rl + fiare .+ f{irn) (rifo, +rofi, + .+ 1afi)

= Z Zrkf;(fik)sj = Z TkSk
k=1

k=1j=1
= Zﬁcf*(fik) = /7 (Z kau) = f*(m)
k=1 k=1

i tym samym zbiér {fF : i € I} jest generujacy, a wiec tworzy baze.

O

Definicja i uwaga 13.4. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech M bedzie lewym R-modutem wol-
nym z bazq skoniczong {f1,..., fn}. Wowczas baza {ff, ..., f¥} prawego R-modulu wolnego M* okreslona
w poprzednim twierdzeniu nazywana jest bazg dualng.

Definicja i uwaga 13.5. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie lewym R-modutem. Wowczas
Hompg(M*, R) = Homgr(Hompg(M, R), R) jest lewym R-modutem, ktéry nazywamy podwdjnie dual-
nym ¢ oznaczamy M**.

Analogicznie, niech N bedzie prawym R-modutem. Wowczas Homg(N*, R) = Homg(Homg(N, R), R)
jest prawym R-modulem, ktéry rowniez nazywamy podwojnie dualnym i oznaczamy N**.
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Twierdzenie 13.6. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie lewym R-modutem.

(1) Istnieje homomorfizm 6 : M — M**.

(2) Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M lewym R-modutem wolnym, to 0 jest monomorfizmem.

(3) Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M lewym R-modulem wolnym o skoriczonej bazie, to 6
jest izomorfizmem.

Dowad. (1) Zdefiniujmy odwzorowanie 6 : M — M** wzorem
0(m)(¢) = ¢(m), m e M.
Wéwezas dla r1,r79 € R, mq, my € M:
O(rimy + roma) (@) = d(rimy + roma) = rig(my) + reg(mse) = r10(mq)(d) + r20(m2)(@).
(2) Niech {f; : i € I} bedzie baza M. Pokazemy, ze ker 6 = 0.
Istotnie, ustalmy m e M. Wowczas m = Y., 7;f; 1 mamy
0= 0(m)(@) = 003, 7:f:)(6) = D rib(£)(0) = X rie(f).
i€l el 1€l

W szczegodlnoscei dla ¢; € M* bedacych jednoznacznie wyznaczonymi homomorfizmami okreslo-

nym przez warunek
1, gdy i =j
oify) =4 B
0, gdy ¢ # J.
zachodzi
0= "rgi(f;) =i,
i€l
skad m =Y, 0f; = 0.
(3) Niech {fi,..., fu} bedzie baza M, niech {f},..., f¥} bedzie baza dualna, niech {f{*,..., f**}
bedzie baza dualng do bazy dualnej. Wowczas
0(f)(f) = 17 (fi) = F75(f7),
skad f* = 0(f;) i tym samym 6 jest surjekcja.
0

Definicja 13.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie lewym R-modulem. Jezeli homomorfizm
0 : M — M** z poprzedniego twierdzenia jest izomorfizmem, to modut M nazywamy refleksywnym.



