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13. Wyk≥ad 13: Funktor Hom i dualizacja.

Uwaga 13.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M,N lewymi R-modu≥ami. W zbiorze HomRpM,Nq wszyst-
kich homomorfizmów z modu≥u M do N zdefiniujmy dzia≥anie dodawania wzorem

pf ` gqpmq “ fpmq ` gpmq,m P M,

dla danych homomorfizmów f, g : M Ñ N oraz wyróønijmy homomorfizm 0 : M Ñ N dany wzorem

0pmq “ 0,m P M,

jako element neutralny dzia≥ania `. Wówczas pHomRpM,Nq,`q jest grupπ przemiennπ. Ponadto dzia-
≥anie ` jest rozdzielne wzglÍdem sk≥adania homomorfizmów, to znaczy dla dowolnych lewych R-modu≥ów
M 1, N 1 oraz dla homomorfizmów f, g : M Ñ N , h : N Ñ N 1 oraz k : M 1 Ñ M zachodzi:

h ˝ pf ` gq “ h ˝ f ` h ˝ g oraz pf ` gq ˝ k “ f ˝ k ` g ˝ k.

Definicja i uwaga 13.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, M,M 1, N,N 1 lewymi R-modu≥ami. Niech f :

M 1 Ñ M oraz g : N Ñ N 1 bÍdπ homomorfizmami modu≥ów. Wówczas odwzorowanie ✓ : HomRpM,Nq Ñ
HomRpM 1, N 1q dane wzorem

✓p�q “ g ˝ � ˝ f

jest homomorfizmem grup abelowych. Odzworowanie ✓ nazywamy odwzorowaniem indukowanym
przez homomorfizmy f i g i oznaczamy HomRpf, gq.
Jeøeli N “ N 1 i g “ idN , odwzorowanie HomRpf, idNq : HomRpM,Nq Ñ HomRpM 1, Nq oznaczamy
przez f .
Jeøeli M “ M 1 i f “ idM , odwzorowanie HomRpidM , gq : HomRpM,Nq Ñ HomRpM,N 1q oznaczamy
przez g.

Twierdzenie 13.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem.
(1) Ciπg lewych R-modu≥ów i homomorfizmów

M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest dok≥adny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego lewego R-modu≥u N ciπg:

0 Ñ HomRpM3, Nq g›Ñ HomRpM2, Nq f›Ñ HomRpM1, Nq
jest ciπgiem dok≥adnym grup abelowych, gdzie odwzorowania g : HomRpM3, Nq Ñ HomRpM2, Nq
i f : HomRpM2, Nq Ñ HomRpM1, Nq dane sπ wzorami

gp�q “ � ˝ g oraz fp q “  ˝ f.

(2) Ciπg lewych R-modu≥ów i homomorfizmów

0 Ñ N1
f›Ñ N2

g›Ñ N3

jest dok≥adny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego lewego R-modu≥u M ciπg:

HomRpM,N1q f›Ñ HomRpM,N2q g›Ñ HomRpM,N3q Ñ 0

jest ciπgiem dok≥adnym grup abelowych, gdzie odwzorowania f : HomRpM,N1q Ñ HomRpM,N2q
i g : HomRpM,N2q Ñ HomRpM,N3q dane sπ wzorami

fp�q “ f ˝ � oraz gp q “ g ˝  .
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Dowód. (1) pñq: Jeøeli ciπg M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0 jest dok≥adny, to g jest surjektywny oraz im f “
ker g. Ustalmy lewy R-modu≥ N .
Pokaøemy, øe g jest róønowartoúciowy. Za≥óømy, øe dla pewnych �1,�2 P HomRpM3, Nq zacho-
dzi gp�1q “ gp�2q. Wówczas

�1 ˝ g “ �2 ˝ g.

Poniewaø g jest surjektywny, a wiÍc jest epimorfizmem kategoryjnym, wiÍc �1 “ �2.
Pokaøemy, øe im g “ ker f . Dla dowodu inkluzji pÄq ustalmy  P im g. Wówczas  “ gp�q “ �˝

g dla pewnego � P HomRpM3, Nq. Wówczas fp qpm1q “ fp�˝gqpm1q “ �˝g ˝fpm1q “ �p0q “ 0,
dla dowolnego m1 P M1, zatem  P ker f .
Dla dowodu inkluzji pÅq ustalmy  P ker f . Wówczas  : M2 Ñ N jest takim homomorfizmem,
øe fp q “  ˝ f “ 0. Zatem  pm2q “ 0 dla m2 P im f , wiÍc im f Ä ker . Wobec Wniosku 7.3
istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm u : M2{im f Ñ N taki, øe  “ u ˝ , gdzie  : M2 Ñ
M2{im f jest homomorfizmem kanonicznym:

M2


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M2{im f u
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Podobnie, poniewaø g : M2 Ñ M3 jest surjekcjπ oraz ker g “ im f , wiÍc jedyny homomorfizm
v : M2{ ker g “ M2{im f Ñ M3 taki, øe g “ v ˝  jest izomorfizmem:
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
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W szczególnoúci v jest odwracalny, wiÍc  “ v´1˝g. Stπd  “ u˝ “ u˝v´1˝g “ gpu˝v´1q P im g.

p:q Jeøeli 0 Ñ HomRpM3, Nq g›Ñ HomRpM2, Nq f›Ñ HomRpM1, Nq jest ciπgiem dok≥adnym
grup abelowych dla wszystkich N , to g jest róønowartoúciowy oraz im g “ ker f .
Pokaøemy, øe g jest surjektywny. Poniewaø g jest róønowartoúciowy, wiÍc jeúli �1,�2 P HomRpM2, Nq
sπ takimi homomorfizmami, øe �1 ˝ g “ �2 ˝ g, to �1 “ �2. Zatem g jest epimorfizmem kategoryj-
nym, a wiÍc surjekcjπ.
Pokaøemy, øe im f “ ker g. Dla dowodu inkluzji pÄq weümy w za≥oøeniu N “ M3. Poniewaø

im g “ ker f , wiÍc dla � P HomRpM3,M3q zachodzi fpgp�qq “ 0, czyli �˝g˝f “ 0. W szczególnoúci
idG ˝ g ˝ f “ g ˝ f “ 0, wiÍc im f Ä ker g.
Dla dowodu inkluzji pÅq weümy w za≥oøeniu N “ M2{im f i niech  : M2 Ñ M2{im f bÍdzie
epimorfizmem kanonicznym. Wówczas fpqpm2q “ p ˝ fqpm2q “ fpm2q ` im f “ im f , wiÍc
 P ker f “ im g. Zatem dla pewnego � P HomRpM3,M2{im fq zachodzi  “ � ˝ g. Stπd im f “
ker Å g.

(2) analogicznie.
⇤

W úwietle powyøszego twierdzenia mówimy czasem, øe modu≥ HomRpM,Nq jest lewostronnie do-
k≥adny. Okazuje siÍ jednak, øe nie jest prawdπ, jakoby ciπg dok≥adny

0 Ñ M1 Ñ M2 Ñ M3 Ñ 0
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indukowa≥ dok≥adnoúÊ ciπgów

0 Ñ HomRpN,M1q Ñ HomRpN,M2q Ñ HomRpN,M3q Ñ 0

oraz
0 Ñ HomRpM1, Nq Ñ HomRpM2, Nq Ñ HomRpM3, Nq Ñ 0.

Omówimy teraz pokrótce to zagadnienie.
Przyk≥ad:
(1) Rozwaømy ciπg dok≥adny

Z ›Ñ Z5 Ñ 0,

gdzie  jest epimorfizmem kanonicznym. Wówczas ciπg

HomZpZ2,Zq ›Ñ HomZpZ2,Z5q Ñ 0

nie jest dok≥adny.

Twierdzenie 13.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) ciπg lewych R-modu≥ów i homomorfizmów

0 Ñ M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest rozszczepialnym ciπgiem dok≥adnym;
(2) dla kaødego lewego R-modu≥u N ciπg:

0 Ñ HomRpN,M1q f›Ñ HomRpN,M2q g›Ñ HomRpN,M3q Ñ 0

jest rozszczepialnym ciπgiem dok≥adnym, gdzie odwzorowania f : HomRpN,M1q Ñ HomRpN,M2q
i g : HomRpN,M2q Ñ HomRpN,M3q dane sπ wzorami

fp�q “ f ˝ � oraz gp q “ g ˝  ;
(3) dla kaødego lewego R-modu≥u N ciπg:

0 Ñ HomRpM3, Nq g›Ñ HomRpM2, Nq f›Ñ HomRpM1, Nq Ñ 0

jest rozszczepialnym ciπgiem dok≥adnym, gdzie odwzorowania g : HomRpM3, Nq Ñ HomRpM2, Nq
i f : HomRpM2, Nq Ñ HomRpM1, Nq dane sπ wzorami

gp�q “ � ˝ g oraz fp q “  ˝ f.

Dowód. p1q ñ p3q: Wobec Twierdzenia 9.3 istnieje homomorfizm ↵ : M2 Ñ M1 taki, øe ↵ ˝ f “ idM1 .
Dla ustalonego R-modu≥u N zdefiniujmy odwzorowanie ↵ : HomRpM1, Nq Ñ HomRpM2, Nq wzorem

↵p q “  ˝ ↵.
Wówczas ↵ jest homomorfizmem oraz f ˝ ↵p q “ fp ˝ ↵q “  ˝ ↵ ˝ f “  , a zatem wobec TwierdzeÒ
9.3 i 13.1 ciπg

0 Ñ HomRpM3, Nq g›Ñ HomRpM2, Nq f›Ñ HomRpM1, Nq Ñ 0

jest rozszczepialnym ciπgiem dok≥adnym.
p3q ñ p1q: Niech N “ M1. Poniewaø ciπg

0 Ñ HomRpM3,M1q g›Ñ HomRpM2,M1q f›Ñ HomRpM1,M1q Ñ 0



62

jest dok≥adny, wiÍc f jest epimorfizmem i dla pewnego  P HomRpM2,M1q zachodzi
 “  ˝ f “ idM1 .

Zatem wobec TwierdzeÒ 9.3 i 13.1 ciπg

0 Ñ M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest rozszczepialnym ciπgiem dok≥adnym.
p1q ô p2q: analogicznie. ⇤
Wniosek 13.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem, P lewym R-modu≥em. NastÍpujπce warunki sπ równowaø-
ne:
(1) P jest projektywny;
(2) jeúli M2,M3 sπ lewymi R-modu≥ami, a g : M2 Ñ M3 jest epimorfizmem. to odwzorowanie g :

HomRpP,M2q Ñ HomRpP,M3q dane wzorem
gp q “ g ˝  

jest epimorfizmem;
(3) jeúli ciπg lewych R-modu≥ów i homomorfizmów

0 Ñ M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest dok≥adny, to ciπg

0 Ñ HomRpP,M1q f›Ñ HomRpP,M2q g›Ñ HomRpP,M3q Ñ 0

jest dok≥adny, gdzie odwzorowania f : HomRpP,M1q Ñ HomRpP,M2q i g : HomRpP,M2q Ñ
HomRpP,M3q dane sπ wzorami

fp�q “ f ˝ � oraz gp q “ g ˝  .
Dowód. p1q ô p2q: Odwzorowanie g : HomRpP,M2q Ñ HomRpP,M3q dane wzorem

gp q “ g ˝  
jest, w myúl definicji, epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego homomorfizmu f : P Ñ M3

istnieje homomorfizm h : P Ñ M2 taki, øe

gphq “ g ˝ h “ f,

to znaczy diagram
P

f
✏✏

M
g // N //

0

w którym dolny wiersz jest dok≥adny, moøna uzupe≥niÊ do diagramu przemiennego.
p2q ñ p3q: Wynika z Twierdzenia 9.3.
p3q ñ p2q: Niech g : M2 Ñ M3 bÍdzie epimorfizmem. Niech M1 “ ker g. Wówczas ciπg

0 Ñ M1
id›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest dok≥adny, a wiÍc odwzorowanie g : HomRpP,M2q Ñ HomRpP,M3q dane wzorem
gp q “ g ˝  

jest epimorfizmem. ⇤
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Wniosek 13.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, J lewym R-modu≥em. NastÍpujπce warunki sπ równowaøne:
(1) J jest injektywny;
(2) jeúli M1,M2 sπ lewymi R-modu≥ami, a f : M1 Ñ M2 jest monomorfizmem. to odwzorowanie

f : HomRpM2, Jq Ñ HomRpM1, Jq dane wzorem
fp�q “ � ˝ f

jest monomorfizmem;
(3) jeúli ciπg lewych R-modu≥ów i homomorfizmów

0 Ñ M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest dok≥adny, to ciπg

0 Ñ HomRpM3, Jq g›Ñ HomRpM2, Jq f›Ñ HomRpM1, Jq Ñ 0

jest dok≥adny, gdzie odwzorowania g : HomRpM3, Jq Ñ HomRpM2, Jq i f : HomRpM2, Jq Ñ
HomRpM1, Jq dane sπ wzorami

gp�q “ � ˝ g oraz fp q “  ˝ f.

Dowód jest analogiczny do dowodu poprzeniego wniosku i pozostawiamy go czytelnikowi jako nietrudne
Êwiczenie.

Twierdzenie 13.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M,N, tMi : i P Iu, tNj : j P Ju bÍdπ lewymi
R-modu≥ami. Wówczas:
(1) HomR p∞

iPI Mi, Nq – ±
iPI HomRpMi, Nq,

(2) HomR pM,
±

iPI Niq – ±
iPI HomRpM,Niq.

Dowód. (1) Niech dla i P I odwzorowanie ◆i : Mi Ñ ∞
iPI Mi oznacza monomorfizm kanoniczny. Wo-

bec w≥asnoúci uniwersalnej koproduktu modu≥ów, dla ustalonego g P ∞
iPI HomRpMi, Nq istnieje

dok≥adnie jeden homomorfizm g̃ :

∞
iPI Mi Ñ N taki, øe

g̃ ˝ ◆i “ gpiq, i P I.

Wówczas odwzorowanie  :

±
iPI HomRpMi, Nq Ñ HomR p∞

iPI Mi, Nq dane wzorem
 pgq “ g̃

jest dobrze okreúlonym homomorfizmem. Ponadto odwzorowanie � : HomR p∞
iPI Mi, Nq Ñ±

iPI HomRpMi, Nq dane wzorem
�pfq “ ˆf, gdzie ˆfpiq “ f ˝ ◆i, i P I

jest dobrze okreúlonym homomorfizmem oraz

� ˝  “ idHomRp∞
iPI Mi,Nq i  ˝ � “ id±

iPI HomRpMi,Nq.

(2) Analogicznie.
⇤

W celu zdefiniowania pojÍcia dualnoúci i badania dalszych w≥asnoúci modu≥ów bÍdziemy musieli szcze-
gó≥owo omówiÊ róøne sposoby, w jakie moøna wyposaøyÊ grupÍ abelowπ HomRpM,Nq w strukturÍ mo-
du≥u. Wygodnie jest zrobiÊ to przy uøyciu pojÍcia bimodu≥u, które teraz wprowadzimy.
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Definicja 13.1. Niech R i S bÍdπ pierúcieniami. GrupÍ abelowπM bÍdziemy nazywaÊ R´S-bimodu≥em,
jeøeli jest jednoczeúnie lewym R-modu≥em, prawym S-modu≥em i spe≥niony jest warunek:

@m P M@r P R@s P Srrpmsq “ prmqss.
Oznaczenie: BÍdziemy pisali RMS dla oznaczenia, øeM jest R´S-bimodu≥em. Analogicznie bÍdzie-
my pisali RM dla oznaczenia, øe M jest lewym R-modu≥em oraz MS dla oznaczenia, øe M jest prawym
S-modu≥em.
Przyk≥ady:
(2) Rozwaømy pierúcieÒ R. Wówczas R jest R ´ R-modu≥em.
(3) Rozwaømy lewy R-modu≥M nad pierúcieniem przemiennym. WówczasM jest R´R-bimodu≥em,
gdzie prawostronne mnoøenie ¨ : M ˆ R Ñ M okreúlone jest wzorem

m ¨ r “ rm, r P R,m P M.

Twierdzenie 13.4. Niech R i S bÍdπ pierúcieniami, RM1 lewym R-modu≥em, RM2S i RM3S R ´ S-
bimodu≥ami, RM4 lewym R-modu≥em. Wówczas:
(1) HomRpM1,M2qS jest prawym S-modu≥em, gdzie prawostronne mnoøenie ¨ : HomRpM1,M2qˆS Ñ

HomRpM1,M2q okreúlone jest wzorem:
pf ¨ sqpm1q “ fpm1qs,m1 P M1,

dla f P HomRpM1,M2q, s P S;
(2) jeúli RN1 jest lewym R-modu≥em i f : M1 Ñ N1 jest homomorfizmem lewych R-modu≥ów, to
odwzorowanie f : HomRpN1,M2q Ñ HomRpM1,M2q dane wzorem

fp�q “ � ˝ f

jest homomorfizmem prawych S-modu≥ów;
(3) SHomRpM3,M4qS jest lewym S-modu≥em, gdzie lewostronne mnoøenie ¨ : SˆHomRpM3,M4q Ñ

HomRpM3,M4q okreúlone jest wzorem:
ps ¨ gqpm3q “ gpm3sq,m3 P M3,

dla s P S, g P HomRpM3,M4q;
(4) jeúli RN4 jest lewym R-modu≥em i g : M4 Ñ N4 jest homomorfizmem lewych R-modu≥ów, to
odwzorowanie g : HomRpM3,M4q Ñ HomRpM3, N4q dane wzorem

gp q “ g ˝  
jest homomorfizmem lewych S-modu≥ów.

Dowód. (1) Dowód pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
(2) Oczywiúcie f jest homomorfizmem grup abelowych. Ustalmy � P HomRpN1,M2q i s P S. Wówczas
dla n1 P N1:

fp�sqpn1q “ p�sq ˝ fpn1q “ p�sqpfpn1qq “ �pfpn1qqs “ � ˝ fpn1qs “ fpn1qs.
(3) Analogicznie.
(4) Analogicznie.

⇤
Wniosek 13.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem przemiennym, niech M1,M2 bÍdπ lewymi R-modu≥ami.
Wówczas HomRpM1,M2q jest R ´ R-bimodu≥em.
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Wniosek 13.4. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech M bÍdzie lewym unitarnym R-modu≥em.
Wówczas

RM – RHomRpR,Mq.
Dowód. Wobec Przyk≥adu (2) R jest R ´ R-bimodu≥em. Wobec tego HomRpR,Mq jest lewym R-
modu≥em, gdzie lewostronne mnoøenie ¨ : R ˆ HomRpR,Mq Ñ HomRpR,Mq okreúlone jest wzorem:

pr ¨ gqpaq “ gparq, a P R,

dla r P R, g P HomRpR,Mq. Zdefiniujmy odwzorowanie � : HomRpR,Mq Ñ M wzorem

�p�q “ �p1Rq.
Wówczas � jest homomorfizmem lewych R-modu≥ów. Zdefiniujmy ponadto odwzorowanie  : M Ñ
HomRpR,Mq wzorem

 pmq “ �m, gdzie �mpaq “ am, a P R.

Wówczas  jest homomorfizmem lewych R-modu≥ów i

� ˝ “ idR oraz  ˝ � “ idHomRpR,Mq.

⇤

Definicja i uwaga 13.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em. Wówczas,
wobec Przyk≥adu (2), M jest R ´ R-bimodu≥em, a wiÍc, wobec Twierdzenia 13.4 (1), HomRpM,Rq jest
prawym R-modu≥em. Modu≥ ten nazywamy modu≥em dualnym do M i oznaczamy M˚.
Analogicznie, niech N bÍdzie prawym R-modu≥em. Wówczas HomRpN,Rq jest lewym R-modu≥em,
który równieø nazywamy modu≥em dualnym i oznaczamy N˚.
Elementy modu≥u dualnego nazywamy funkcjona≥ami liniowymi.

Definicja i uwaga 13.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M1,M2,M3 bÍdπ lewymi R-modu≥ami.

(1) Jeøeli f : M1 Ñ M3 jest homomorfizmem lewych R-modu≥ów, to odwzorowanie f : M˚
3 “

HomRpM3, Rq Ñ HomRpM1, Rq “ M˚
1 dane wzorem

fp q “  ˝ f

jest homomorfizmem prawych R-modu≥ów.
(2) pM1 ‘ M2q˚ – M˚

1 ‘ M˚
2 .

(3) Jeøeli R jest pierúcieniem z dzieleniem i ciπg lewych R-modu≥ów i homomorfizmów

0 Ñ M1
f›Ñ M2

g›Ñ M3 Ñ 0

jest dok≥adny, to ciπg prawych R-modu≥ów i homomorfizmów

0 Ñ M3
g›Ñ M2

f›Ñ M1 Ñ 0

jest dok≥adny.

Odwzorowanie f bÍdziemy nazywaÊ odwzorowaniem dualnym.

Prosty dowód pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne Êwiczenie.
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Twierdzenie 13.5. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em wolnym
z bazπ tfi : i P Iu, niech, dla i P I, odwzorowanie f˚

i : M Ñ R bÍdzie jednoznacznie wyznaczonym
homomorfizmem okreúlonym przez warunek

f˚
i pfjq “

#
1, gdy i “ j

0, gdy i ‰ j.

Wówczas:
(1) tf˚

i : i P Iu jest liniowo niezaleønym podzbiorem zbioru M˚ o mocy |I|;
(2) jeøeli I jest zbiorem skoÒczonym, to M˚ jest prawym R-modu≥em wolnym o bazie tf˚

i : i P Iu.
Dowód. (1) Za≥óømy, øe dla pewnego podzbioru I0 “ ti1, . . . , inu Ä I i dla pewnych r1, . . . , rn P R

zachodzi
f˚
i1
r1 ` f˚

i2
r2 ` . . . ` f˚

inrn “ 0.

Wówczas dla kaødego j P t1, . . . , nu:
0 “ 0pfjq “ `

f˚
i1
r1 ` f˚

i2
r2 ` . . . ` f˚

inrn
˘ pfjq

“ f˚
i1

pfjqr1 ` f˚
i2

pfjqr2 ` . . . ` f˚
inpfjqrn

“ rj,

a zatem zbiór tf˚
i : i P Iu jest liniowo niezaleøny. Jeøeli i ‰ j, i, j P I, to wówczas

f˚
i pfiq “ 1 ‰ 0 “ f˚

j pfiq,
a zatem f˚

i ‰ f˚
j i tym samym |tf˚

i : i P Iu| “ |I|.
(2) Za≥óømy, øe I “ ti1, . . . , inu. Ustalmy f˚ P M˚ i niech si “ f˚pfiq, i P ti1, . . . , inu. Ustalmy

m P M i niech
m “ r1fi1 ` r2fi2 ` . . . ` rnfin ,

dla pewnych r1, . . . , rn P R. Wówczas:
`
f˚
i1
s1 ` f˚

i2
s2 ` . . . ` f˚

insn
˘ pmq

“ `
f˚
i1
r1 ` f˚

i2
r2 ` . . . ` f˚

inrn
˘ pr1fi1 ` r2fi2 ` . . . ` rnfinq

“
nÿ

k“1

nÿ

j“1

rkf
˚
ij

pfikqsj “
nÿ

k“1

rksk

“
nÿ

k“1

rkf
˚pfikq “ f˚

˜
nÿ

k“1

rkfik

¸
“ f˚pmq

i tym samym zbiór tf˚
i : i P Iu jest generujπcy, a wiÍc tworzy bazÍ.

⇤
Definicja i uwaga 13.4. Niech R bÍdzie pierúcieniem z jedynkπ, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em wol-
nym z bazπ skoÒczonπ tf1, . . . , fnu. Wówczas baza tf˚

1 , . . . , f
˚
nu prawego R-modu≥u wolnego M˚ okreúlona

w poprzednim twierdzeniu nazywana jest bazπ dualnπ.

Definicja i uwaga 13.5. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em. Wówczas
HomRpM˚, Rq “ HomRpHomRpM,Rq, Rq jest lewym R-modu≥em, który nazywamy podwójnie dual-
nym i oznaczamy M˚˚.
Analogicznie, niech N bÍdzie prawym R-modu≥em. Wówczas HomRpN˚, Rq “ HomRpHomRpN,Rq, Rq
jest prawym R-modu≥em, który równieø nazywamy podwójnie dualnym i oznaczamy N˚˚.
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Twierdzenie 13.6. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em.
(1) Istnieje homomorfizm ✓ : M Ñ M˚˚.
(2) Jeøeli R jest pierúcieniem z jedynkπ, a M lewym R-modu≥em wolnym, to ✓ jest monomorfizmem.
(3) Jeøeli R jest pierúcieniem z jedynkπ, a M lewym R-modu≥em wolnym o skoÒczonej bazie, to ✓
jest izomorfizmem.

Dowód. (1) Zdefiniujmy odwzorowanie ✓ : M Ñ M˚˚ wzorem

✓pmqp�q “ �pmq,m P M.

Wówczas dla r1, r2 P R, m1,m2 P M :

✓pr1m1 ` r2m2qp�q “ �pr1m1 ` r2m2q “ r1�pm1q ` r2�pm2q “ r1✓pm1qp�q ` r2✓pm2qp�q.
(2) Niech tfi : i P Iu bÍdzie bazπ M . Pokaøemy, øe ker ✓ “ 0.

Istotnie, ustalmy m P M . Wówczas m “ ∞
iPI rifi i mamy

0 “ ✓pmqp�q “ ✓p
ÿ

iPI
rifiqp�q “

ÿ

iPI
ri✓pfiqp�q “

ÿ

iPI
ri�pfiq.

W szczególnoúci dla �i P M˚ bÍdπcych jednoznacznie wyznaczonymi homomorfizmami okreúlo-
nym przez warunek

�p
ifjq “

#
1, gdy i “ j

0, gdy i ‰ j.

zachodzi
0 “

ÿ

iPI
ri�ipfiq “ ri,

skπd m “ ∞
iPI 0fi “ 0.

(3) Niech tf1, . . . , fnu bÍdzie bazπ M , niech tf˚
1 , . . . , f

˚
nu bÍdzie bazπ dualnπ, niech tf˚˚

1 , . . . , f˚˚
n u

bÍdzie bazπ dualnπ do bazy dualnej. Wówczas

✓pfiqpf˚
j q “ f˚

j pfiq “ f˚˚
i pf˚

j q,
skπd f˚˚

i “ ✓pfiq i tym samym ✓ jest surjekcjπ.
⇤

Definicja 13.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem, niech M bÍdzie lewym R-modu≥em. Jeøeli homomorfizm
✓ : M Ñ M˚˚ z poprzedniego twierdzenia jest izomorfizmem, to modu≥ M nazywamy refleksywnym.


