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12. WYKEAD 12: MODULY INJEKTYWNE.

Definicja 12.1. Niech R bedzie pierscieniem, J lewym R-modutem. Jezeli dla kazdego R-modutu M 1
homomorfizmu h : M — J zachodzi nastepujgcy warunek: dla kazdego lewego R-modutu N i dla kazdego
monomorfizmu g : M — N istnieje homomorfizm f: N — J taki, 2e h = f o g (inaczej: diagram

00— M2+
hl P
k f
J
w ktorym gorny wiersz jest doktadny, jest przemienny), to modut J nazywamy modutem injektywnym.

Twierdzenie 12.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech {J; : i € I} bedzie rodzing lewych R-modutdw.
Wowczas | [,.; Ji jest modutem injektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy J;, i € 1, sq modutami injektywnymi.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla modutéw projektywnych i pozo-
stawiamy go czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Poniewaz pojecia modutu wolnego nie da sie dualizowac, to znaczy nie istnieje cos takiego jak modut
kowolny, wiec nie mozna udowodnié¢ rezultatow dualnych do Wniosku 11.1 (to znaczy nie istnieje twier-
dzenie, orzekajace ze “kazdy modul kowolny jest modutem injektywnym”), ani do Uwagi 11.1 (to znaczy
nie istnieje twierdzenie orzekajaze, ze “modut jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy jest sktadnikiem
prostym modutu kowolnego”). Okazuje sie jednak, ze mozna dualizowa¢ Uwage 11.2, to znaczy mozna
udowodni¢ twierdzenie orzekajace, ze “w kazdy modut mozna zanurzy¢ pewien modut injektywny”, skad
z kolei wynika prosta dualizacja Twierdzenia 11.1 (1) i (2). Pozostala cze$¢ niniejszego wyktadu poswie-
cimy dowodowi takiej dualizacji, ograniczajac sie wszakze do przypadku lewych R-modutéw unitarnych
nad pierscieniami z jedynka.

Zaczniemy od nastepujacej charakteryzacji unitarnych modutéw injektywnych.

Twierdzenie 12.2 (lemat Baer’a). Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, J lewym unitarnym R-
modutem. Wowczas J jest injektywny wtedy @ tylko wtedy, gdy dla kazdego lewostronnego ideatu I < R
wraz z kanonicznym zanurzeniem w : I < R i homomorfizmu h : [ — J istnieje homomorfizm f: R — J
taki, ze

h= fouw.

Inaczej: diagram

jest przemienny.

Dowdd. Implikacja (=) wynika wprost z definicji modutu injektywnego, pozostaje wiec udowodnié¢ im-
plikacje («<). Rozwazmy diagram o doktadnym wierszu:

0—— M2+

7/
h 7/
l/f
J.
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Niech
S={(N",f):N <N,imgc N, f': N' - J jest homomorfizmem takim, ze h = f’ o gl,-1(n)}
i zdefiniujmy w zbiorze S relacje < warunkiem
(N, f) < (N", f") wtedy i tylko wtedy, gdy N' = N" A f"Ine = f'.

7 tatwoscia sprawdzamy, ze S # ¢, < jest relacja czesciowego porzadku oraz ze kazdy tancuch w & ma
ograniczenie gorne. Tym samym, wobec lematu Kuratowskiego-Zorna, w S istnieje element maksymalny

(N07 fO)
Pokazemy, ze Ny = N. Na odwrot, przypusémy, ze istnieje n € N taki, ze n ¢ Ny. Niech N; bedzie
podmodutem generowanym przez zbiér Ny u {n}. Wowczas

Ny ={ng+rn:nge Ny, € R}.
Niech ponadto I = {r € R : rn € Ny}. Bez trudu sprawdzamy, ze I jest lewostronnym ideatem pierscienia
R, za$ odwzorowanie « : [ — Ny dane wzorem a(r) = rn jest homomorfizmem. Rozwazmy diagram

0——I1—=R

oa!
N
A

N()TJ.

Wobec zalozenia istnieje homomorfizm f : R — J taki, ze fow = fyo «a. Zdefiniuyjmy odwzorowanie
fi: Ny — J wzorem

fi(ng +nr) = fo(ng) + rf(1).

Pokazemy, ze fi jest dobrze zdefiniowane. Zatézmy bowiem, ze ng+rn = ny+r'n. Wowcezas (r—r')n =
ng —ng € No, wice r —r' € I. Stad fo(ng —no) = fo((r —r')n) = fooalr —1') = f(r—r') = (r—r') f(1),
wiec fo(no) +rf(1) = fo(ng) + 1" f(1).

Roéwnie prosto sprawdzamy, ze fi jest homomorfizmem. Tym samym (Ny, f1) € S oraz (Ny, fo) <
(N1, f1), co daje sprzecznosé. O

Whniosek 12.1. Niech R bedzie pierscieniem z jedynka, J lewym unitarnym R-modutem. Wowczas J jest
injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego lewostronnego ideatu I < R i homomorfizmu h : [ — J
istnieje element j € J taki, zZe

h(r) =rj, dlare R.
Dowdd. (=): Ustalmy lewostronny ideal I < R wraz z wlozeniem w : [ < R i rozwazmy diagram:

0—=1I1—""+R

hl //
¥ f
J

W szczegdlnosci, dla ustalonego r € I:
hr) = fow(r) = f(w(r)) = f(r) =r-f(1g)
i mozemy przyjaé¢ j = f(1g).
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(«<): Ustalmy lewostronny ideal I < R wraz z wlozeniem w : I < R i rozwazmy diagram:

0—=I1—=R

hJ« O

J
gdzie homomorfizm f : R — J zdefiniowany jest wzorem f(r) = rj, dla r € R. Wobec lematu Baer’a
modut J jest injektywny. O

Twierdzenie 12.3. Niech R bedzie pierScieniem z jedynkq, niech M bedzie lewym R-modulem unitar-
nym. Wowczas istnieje modut injektywny J, w ktory zanurza sie w M.

Dowdd. Ustalmy pierscien z jedynka R i lewy unitarny R-modut M. Rozwazmy rodzine
F ={(,¢) : I jest ideatem lewostronnym pierscienia R, ¢ : [ — M jest homomorfizmem}.

Niech F' = 3}, »#{T(1,4)), gdzie (x(1,4)) = R dla (I,¢) € F, bedzie modutem wolnym o bazie {x(14) :
(I,¢) € F}. Zdefiniujmy modut Q1(M) = F x M/{{(—=rze),o(r)) : (I,¢) € F,r € I}) oraz oznaczmy
przez v : F' x M — @QQ1(M) epimorfizm kanoniczny dany wzorem
v(fym) = (f;m) + {(=rzwe), o(r) : (I, 9) € For e I}).

Woéwczas oczywiscie ker v = ({(—=rz(14),0(r)) : (I,¢) € F,r € I1}). Zdefiniujmy ponadto homomorfizm
wy 1 M — Q1 (M) wzorem

wi(m) = v(0,m)
oraz, dla ustalonego (I, ¢) € F, par¢ homomorfizméw wy : R — F x M oraz ¢' : R — Q1(M) wzorami:

wy(r) = (r(1,),0)
oraz,

¢'(r) = vowy(r).
Woéwezas, dla ustalonych (I, ¢) € F oraz r € R:

¢'(r) = v(rze),0) = v(0,0(r)) = wi(4(r)),

a zatem, dla ustalonego (I, ¢) € F, diagram
I < R

e
b FxM &
M - Q. (M)

jest przemienny, przy czym ty : M — F x M oznacza tu kanoniczne wlozenie.
Pokazemy, ze w; jest monomorfizmem. Ustalmy w tym celu m € ker w;. Wowczas (0,m) € kerv, a
wiec dla pewnych (I1,¢1), ..., (I, ¢,) € F i dla pewnych rq,...,r, € R zachodzi:

(0,m) = Z(_Tix(fi,@)v i(rs))-

=1

Poniewaz modul F jest wolny, wiec w szczegdlnosci 1 = ... =r, =0, skad ¢;(r;) =0,dlaie {1,...,n},
a tym samym m = 0.
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Wobec tego mozemy identyfikowaé elementy m € M i wy(m) € Q1(M). Tym samym, dla ustalonego
(I,p)e Fidlarel:
o(r) = wi(o(r)) = v(wy(r)) = 1 vows(lr),
czyli ¢(r) =r - j, dla pewnego j € Q1(M).
Zdefiniujmy liczbe o warunkiem |R| = X, gdy R jest nieskoriczony oraz o« = —1, gdzy R jest skoriczony.
Dla dowolnej liczby porzadkowej £ < w,1 definiujemy rekurencyjnie
b QO(M) = M7
* Qe(M) = Qi(Qc(M)), gdy £ =C+ 1,
o Qe(M) = Un<£ Qn(M), gdy & jest graniczna.
Niech
T= ] Qe(M).
E<wa+1
Oczywiscie M — J.
Pokazemy, ze @) jest injektywny. Ustalmy lewostronny ideat I < R i homomorfizmu h : I — J.
Woéwezas |[im h| < R,, wiec dla pewnej liczby porzadkowej & < wq41 zachodzi im h < Q¢(M). Rozwazmy
diagram:

1 - R
/
¢ F x Q¢(M)
¢/
im h ' {
Qe(M) m Q1(Qe(M)) = Qg1 (M)
Istnieje zatem przedtuzenie ¢' : R — Q¢11(M) < J homomorfizmu h, a wiec h jest postaci
h(T) =T j)

dla pewnego j € J. Wobec Wniosku 12.1, modut J jest injektywny. O

Twierdzenie 11.1 (1) i (2) mozna teraz prosto zdualizowaé w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 12.4. Niech R bedzie pierScieniem z jedynkq, J lewym unitarnym R-modutem. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:
(1) modut J jest injektywny;
(2) kazdy cigg dokladny
0—>JL ML N0
T0282CZepia Sie;
(3) J jest skladnikiem prostym kazdego modutu, ktorego jest podmodutem.
Dowdd. (1) = (2): Zatézmy, ze ciag
0—>JL ML N0
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jest doktadny. W szczegdlnosci, w diagramie

wiersz jest doktadny, istnieje wigc homomorfizm h : M — J taki, ze ho f = id;. Wobec Twierdzenia 9.3
ciag 0 — J LML N0 rozszczepia sie.
(2) = (3): Dla dowolnego modutu M, dla ktérego J jest podmodutem, ciag
0-JSM5M/J—-0

jest rozszczepialnym ciggiem doktadnym, wiec im J = J jest sktadnikiem prostym M.
(3) = (1): Wobec Twierdzenia 12.3 J jest podmodulem pewnego modutu injektywnego ). Wobec (3)
oraz Twierdzenia 12.1, J jest injektywny. U

Na zakonczenie podamy jeszcze zastosowanie Wniosku 12.1 (a wiec, posrednio, lematu Baer’a) do
wskazania waznego przyktadu modutéw injektywnych.
Definicja 12.2. Niech (D, +) bedzie grupg abelowg. Grupe D nazywamy podzielna, jezeli
Yy € DVn € Z\{0}3x € D(nx = y).
Przyktad:
(1) Grupa Q jest podzielna.

Uwaga 12.1. Kazda grupa abelowa podzielna jest Z-modulem injektywnym.

Dowdd. Niech (D, +) bedzie grupa abelowa podzielna. Jedynymi ideatami pierécienia Z sa idealy gtéwne
(n), n € Z, a zatem jezeli h : (n) — D jest homomorfizmem, to istnieje x € D takie, ze h(n) = nz.
Zdefiniujmy f : Z — D wzorem

f(m) = muz.
Woéwezas f jest homomorfizmem oraz h = f o w, gdzie w : (n) < Z jest kanonicznym wtozeniem. U



