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10. WYKEAD 10: MODULY WOLNE.

Definicja 10.1. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq. Lewy unitarny R-modut M nazywamy modu-
tem wolnym, gdy M = ), ./ (fi), gdzie (f;) = R, i € I. Rodzing {f; : i € I} nazywamy baza (lub
zbiorem wolnych generatoréw) modulu wolnego M.

Przyktlady:
(1) Niech F bedzie ciatem, V' przestrzenia liniowa nad F'. Wéwczas V' jest F-modutem wolnym.
(2) Niech F bedzie wolna grupa abelowa. Wowczas F' jest Z-modutem wolnym.
(3) Niech F bedzie cialem, V' przestrzenia liniowa nad cialem F', dimV < oo, niech 7 € EndV.
Wowcezas V' nie jest F[z]-modutem wolnym.

Twierdzenie 10.1. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq.

(1) Niech M bedzie lewym R-modutem wolnym z bazq {f; : i € I}. Kaidy element f € M ma
jednoznaczne przedstawienie postaci
f= Z%’fi,

iel
gdzie x; € R oraz x; = 0 dla prawie wszystkich i € I.
(2) Istnieje R-modul wolny o bazie dowolnej mocy.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup i pozostawiamy go czytelni-
kowi jako nietrudne ¢éwiczenie.

Rezultaty dotyczace rangi wolnych grup abelowych (czesé (3) Twierdzenia 3.1 oraz Twierdzenie 3.2)
nie przenosza si¢ bezposrednio na moduty wolne i wymagaja bardziej finezyjnego podejscia. Omoéwimy
teraz pokrétce te zagadnienia.

Twierdzenie 10.2. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkaq, niech M bedzie lewym R-modutem wolnym
z nieskonczong bazg {fi : i € I}. Wowczas dowolna baza M jest réwnoliczna z {f; 1 i € I}.

Dowdd. Zatézmy, ze M =", (fi), gdzie (f;) = R, ¢ € I i ustalmy dowolng baze {g; : j € J} modutu
M, to znaczy niech M =37 (g;), gdzie (g;) = R, j € J.

Pokazemy najpierw, ze baza {g; : j € J} jest nieskonczona. Przypusémy bowiem, ze {g; : j € J} jest
skonczona. Poniewaz zbiér {g; : j € J} w szczegdlnosci generuje M oraz kazdy element g;, j € J, jest
skoficzona kombinacja elementéw f;, i € I, istnieje skoniczony zbior { f1, ..., fm} C {fi : i € I} generujacy
M. Poniewaz baza {f; : i € I} jest nieskorficzona, istnieje element f € {f; : i € I}\{f1,..., fm}. Wowczas
[ =" xif;, dla pewnych z; € R, oraz f = f sa dwoma réznymi przedstawieniami f € M, co daje
sprzecznosc.

Niech P({g; : j € J}) oznacza rodzine wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru {g; : j € J}.
Zdefiniujmy odwzorowanie ® : {f; :i € I} — P({g; : j € J}) wzorem

O(f)={g1,---,9n}, jezeli f ma przedstawienie f = Za:jgj dla pewnych z; € R\ {0}.
j=1
Poniewaz {g; : j € J} jest baza, elementy ¢, ..., g, sa jednoznacznie wyznaczone i ® jest niniejszym
dobrze okreslong funkcja.
Pokazemy, ze im ® jest nieskonczony. Na odwrdt, przypusémy, ze im @ jest skonczony. Wowczas
Useima S jest skonczonym podzbiorem {g; : j € J} generujacym {f; : i € I}, a wigc M. Jak po-
przednio, poniewaz baza {g; : j € J} jest nieskonczona, istnieje element g € {g; : 7 € J} \ Uscimao S-

Wéwcezas g = ZgEUs o 5 Libis dla pewnych z; € R, oraz g = g, co daje sprzecznosc.
t €im
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Ustalmy 7' € im ®. Pokazemy, ze zbiér ®!(T) jest skoniczony. Ustalmy w tym celu element f €
O~1(T). Wowczas f € (T). Wobec tego @~ 1(T) C (T'). Poniewaz T jest skoficzony i kazdy element g € T
jest skorficzona kombinacja f;, i € I, istnieje skoniczony podzbiér S C {f; : i € I} taki, ze (T") C (S5).
Wobec tego f € (S) i f jest kombinacja elementéow zbioru S, a zatem f € S, w przeciwnym bowiem
razie otrzymujemy dwa mozliwe przedstawienia elementu f. Tym samym ®~'(T) C S i jako taki jest
skoniczony.

Niech @ YT) ={fi,..., fu} i zdefiniujmy odwzorowanie ¥z : ®1(T) — im ® x N wzorem

Ur(fe) = (T, k).

Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowanie W7 jest réznowartosciowe i ze rodzina {®~(T) : T € im ®}
tworzy partycje zbioru {f; : ¢ € I'}. Dalej, zdefiniujmy odwzorowanie W : {f; : i € I} — im ® x N wzorem

U(fr) = Vr(fr), oile fr € 27H(T).

Znowu tatwo sprawdzamy, ze ¥ jest réznowartosciowe i dobrze zdefiniowane. Wobec tego [{f; : i € I}| <
[im @ x N| i tym samym

{fizie I} < |m® x N| = [im & - Ry = [im ®| < [P({g;:j € JH| = [{g;: j € J}].

Powtarzajac rozumowanie z {f; : ¢ € I} i {g; : j € J} zamienionymi miejscami otrzymujemy réwniez
Hfiziel}| >|{g;:7€ J}|, cokonczy dowdd. O

Definicja 10.2. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq. Jezeli dowolny niezerowy element R ma element
odwrotny, to R nazywamy piersScieniem z dzieleniem (lub cialem nieprzemiennym, [ub cialem
skosnym ).

Twierdzenie 10.3. Niech R bedzie pierScieniem z dzieleniem, M lewym R-modulem wolnym z bazg
{fi i€ 1}. Wowczas dowolna baza M jest réwnoliczna z {f; : 1 € I}.

Dowdd. Zatézmy, ze M = >, (fi), gdzie (f;) = R, i € I i ustalmy dowolng baz¢ {g; : j € J} modutu
M, to znaczy niech M =3 . (g;), gdzie (g;) £ R, j € J.

Jezeli [{f; :i € I}| =00 lub [{g; : j € J}| = 00, to wobec poprzedniego twierdzenia |{f; : i € I} =
g, : j € J}|. Zatozmy wiec, ze {f;:ie I} ={f1,..., fu} oraz {g; : j € J} ={01,...,gm}. Niech g,, =
rifi+...+rpfa, dla pewnych ry, ..., r, € Ripowiedzmy, ze 1 jest niezerowym elementem o najnizszym
indeksie. Wowezas fy = 1 ' Gm =75 Tha1 frr1—- - -—Tnfn. Wobec tego zbior {gm, f1,- - s foots fosts - s fn}
generuje M. Tym samym ¢,,—1 = Smgm + t1f1 + .- + o1 feo1 + tosr foor + .- + o frn, dla pewnych
Smyt1y ooy to—1,that, - - ., t, € R. Nie wszystkie ¢; sa réwne zeru (w przeciwnym razie g,—1 — Smgm = 0
dawaltoby nietrywialne przedstawienie 0 jako kombinacji g¢i,...,¢m), niech wigc t; bedzie elementem
niezerowym o najnizszym indeksie. Wowczas z; = t;lgm,l — t;lsmgm — t;ltj+1fj+1 - = t;ltnfn.
Wobec tego zbidr {gm, gm—1} U {f1,..., fu} \ {fj, fx} generuje M. Tym samym g,,_» jest kombinacja
liniowa, g, gm—11 fi, dlai € {1,...,n}\ {J, k}. Proces dodawania kolejnych g; i eliminowania kolejnych
f1 moze by¢ kontynuowany. Pod koniec k-tego kroku otrzymujemy zbior {gm, Gm-1,- - -, Gm—k+1} Wraz ze
zbiorem n — k elementéw f;, ktorych suma mnogosciowa generuje M. Jesli n < m, to pod koniec n-tego
kroku otrzymamy, ze {gm, - - ., gm-n+1}; generuje M. Poniewaz m —n + 1 > 2, element g; bytby liniowa
kombinacja {gm, - - -, Gm_n+1}, €O jest niemozliwe. Zatem n > m. Powtarzajac rozumowanie z {f; : 1 € I}
i{g;:j € J} zamienionymi miejscami otrzymujemy n = m. (|

Definicja 10.3. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq. Jezeli dla dowolnego lewego R-modutu wolnego
M kazde dwie bazy sq tej samej mocy, to mowimy, ze R ma wtasnosé niezmiennika bazowego (lub
Ze jest pierscieniem IBP, invariant basis property ).
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Jezeli R jest pierscieniem z wlasnosScig niezmiennika bazowego, a M lewym R-modutem wolnym, to
moc dowolnej bazy modutu M nazywamy jego ranga.

Przyktad:
(4) Niech R bedzie pierscieniem z dzieleniem. Wéwczas R ma wtasno$¢ niezmiennika bazowego.

Whniosek 10.1. Niech R bedzie pierscieniem z wiasnoscig niezmiennika bazowego, niech M 1 N bedq
lewymi R-modutami wolnymi. Wowczas M = N wtedy i tylko wtedy, gdy bazy M i N sq rownej mocy.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup i pozostawiamy go czytelni-
kowi jako nietrudne ¢éwiczenie.

Lemat 10.1. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech I < R, niech M bedzie lewym R-modutem
wolnym z bazq {f; : j € J}, niech k : M — M/IM oznacza epimorfizm kanoniczny oraz

IM = {rymy + ... +r,m, i1 € [,m; € M,n € N}

Wéwezas M/IM jest lewym R/I-modulem wolnym z bazg {k(f;):j € J} oraz |{f; : 7 € J}| = |{r(f;) :
JjeJ}.

Dowdd. Bez trudu sprawdzamy, ze M/IM jest lewym R/I-modulem z mnozeniem zdefiniowanym jako
(r+0D(m+IM)=rm+IM, dlar+1¢€ R/I,m+ 1M € M/IM.

Ustalmy m + IM € M/IM. Wowczas m = rif1 + ...+ 1, f,, dla pewnych r; € R, f; € {f; : j € J}.
Stad:
mA+IM = (rifi+...+r0fn) +IM

= (m+Dfi+IM)+. ...+ (o + D)(fu +IM)
= (n+Dr(fi)+ (Tn+f) (fn)-
Wobec tego zbior {x(f;): j € J} generuje M/IM.
Zatézmy, ze (r1 + I)k(f1) + ...+ (rm + I)k(fn) = 0 dla pewnych r; € R, f; € {f; : j € J}. Wowczas:

m

0="> (ri+Dr(f;) =Zm+1 (fi+IM) =) rifi+IM,
=1

i=1 i=1
skad Y rif; € IM. Zatem > " rifi = ijl s;gj, dla pewnych s; € I, g; € M. Poniewaz kazdy g; jest

kombinacja {f; : j € J} oraz I jest ideatem, Z;‘f:l s;g; jest kombinacja elementéw zbioru {f; : j € J}
ze wspotezynnikami z [:

d
E:mfz Zsjgj chhl, dla pewnych ¢; € I,hy € {f;: j € J}.

i=1 =1

Stad m=d, r;, = ¢, f; = hi, awiecr;+1 =0w R/l dlai e {1,...,m}, czyli {s(f;) : j € J} jest
liniowo niezalezny nad R/I.
Niech f;, f; € {f; : j € J} oraz niech k(f;) = r(f;). Wowczas

(g + Dr(fi) = (Le + D)k(f;) = 0.
Gdyby f; # f;, to wowczas 1 € I, co byloby sprzecznoscig. Zatem f; = f; i k jest réznowartosciowe. [
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Twierdzenie 10.4. Niech R i S bedq pierscieniami z jedynkq, niech f : R — S bedzie epimorfizmem.
Jesli S ma wtasno$é niezmiennika bazowego, to R rowniez ma wtasno$é niezmiennika bazowego.

Dowdd. Niech I = ker f. Wéwcezas oczywiscie R/I = S. Niech M bedzie lewym R-modulem wolnym a

{fi:i€l}oraz{g; : j € J} jego bazami. Niech x : M — M /IM oznacza epimorfizm kanoniczny. Wobec

poprzedniego lematu M/IM jest R/I-modutem wolnym z bazami {x(f;) : i € I} oraz {k(g;) : j € J}.

Poniewaz R/I = S, wiec [{x(fi) : i € I} = |{r(g;) : j € J}|, skad [{fi i € I} =|{g; : j € J}| O
Przyktady:

(5) Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka. Wéwczas R ma wlasndsé niezmiennika
bazowego; faktycznie, (0) mozna rozszerzy¢ do ideatu maksymalnego I, a zatem R/ jest ciatem,
w szezegblnosei zas pierScieniem z dzieleniem oraz k : R — R/I jest surjekcja.

(6) Niech R bedzie pierscieniem lokalnym z jedynka. Wowczas R ma wlasno$¢ niezmiennika bazo-
wego; faktycznie, R ma doktadnie jeden lewy ideal maksymalny I, a zatem — nasladujgc dowdd
twierdzenia, orzekajacego, iz pierscien ilorazowy pierécienia przemiennego z jedynkag modulo ideat
maksymalny jest ciatem — stwierdzamy, ze R/I jest pierScieniem z dzieleniem oraz x : R — R/I
jest surjekcjg.

(7) Niech R bedzie pierécieniem skoniczonym. Wowczas R ma wlasnosé niezmiennika bazowego; fak-
tycznie, R™ = R™ pociaga |R™| = |R"|.

Twierdzenie 10.5 (wlasnosé uniwersalna modutéw wolnych). Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq.
Niech M bedzie lewym unitarnym R-modulem. Wéwczas M jest modutem wolnym o bazie {f; : i € I}
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego lewego unitarnego R-modutu N i jego rodziny elementéw {h; : i €
I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h: M — N taki, ze h(f;) = h;.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup i pozostawiamy go czytelni-
kowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 10.6. Niech R bedzie pierscieniem, niech K bedzie lewym R-modulem. Wowczas K jest
homomorficznym obrazem pewnego lewego R modutu M o nastepujgcej wlasnosci:
istnieje podzbior {f; : i € I} zbioru M taki, Ze dla kazdego lewego R-modulu N i jego
rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N taki, Ze
h(fi) = hi.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup i pozostawiamy go czytelni-
kowi jako nietrudne ¢éwiczenie.

Whniosek 10.2. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq. Kazdy lewy unitarny R-modul jest homomor-
ficznym obrazem pewnego R-modutu wolnego.

Okazuje sie, ze moduty wolne nie sg zamkniete na branie podmodutéw:
Przyktad:
(8) Niech F' bedzie cialem, niech J = (z,y) < Flz,y]. Wowczas F|x,y] jest F-modutem wolnym, a
J jego podmodutem, ktory nie jest wolny.
Twierdzenie 10.7. Niech R bedzie pierscieniem, niech Ms bedzie lewym R-modultem o nastepujgce)
wlasnosci:
istnieje podzbior {f; : i € I} zbioru Mjy taki, Ze dla kazdego lewego R-modulu N i jego
rodziny elementéw {h; : i € 1} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : My — N taki, Ze
h(fi) = hi.
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Wowczas cigg doktadny
0—>M1i>M2i>M3—>O

jest rozszczepialny.

Dowdd. Niech {f; : i € I} bedzie takim podzbiorem zbioru M3, ze dla kazdego lewego R-modutu N i jego
rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje doktadnie jeden homomorfizm h : My — N taki, ze h(f;) = h;.
Zauwazmy, iz { f; : i € I} jest zbiorem generatoréw Ms: gdyby istniat m € M3\ ({f; : i € I}), to woéwezas
tdyg oraz & @ My — Mz dane wzorem

f(mg) = |y Blyms € ({fiziel})
0, gdymg ¢ ({fi:i€l})

bylyby dwoma réznymi homomorfizmami modutu M; w samego siebie przeprowadzajacymi {f; : i € I}
na {f;:i€l}.

Poniewaz g jest surjekcja, dla kazdego i € I istnieje a; € M taki, ze g(a;) = f;. Wobec whasnosci
modutu Mj, istnieje homomorfizm ¢ : Mz — M, taki, ze ¢(f;) = a;. Oczywiscie go ¢(f;) = f; i poniewaz
{fi :i € I} generuje M3, wiec g o ¢ = idys,. Tym samym ciag jest rozszczepialny. O

Wniosek 10.3. Niech R bedzie pierScieniem z jedynkq, niech Ms bedzie lewym R-modutem wolnym.
Wowczas cigg doktadny lewych R-modutow unitarnych i ich homomorfizmow

0—>M1i>M2i>M3—>O
jest rozszezepialny.

Whiosek 10.4 (twierdzenie o sktadniku prostym). Niech R bedzie pierscieniem, niech K bedzie lewym
R-modutem.

(1) Niech M bedzie lewym R-modulem o nastepujgcej wlasnosci:
istnieje podzbior { f; : i € I} zbioru M taki, Ze dla kaZdego lewego R-modufu N i jego
rodziny elementow {h; : i € 1} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N
taki, ze h(fl) = h,‘,
niech h : K — M bedzie homomorfizmem surjektywnym. Wowczas istnieje podmodut M’ < K
taki, ze
M = M oraz K = M’ @ ker h.
(2) Niech L bedzie podmodutem modutu K a K/L lewym R-modulem o nastepujgcej wltasnosci:
istnieje podzbior {f + L :i € I} zbioru K/L taki, ze dla kazdego lewego R-modutu
N i jego rodziny elementow {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm
h:K/L— N taki, ze h(f! + L) = h;
Wowczas istnieje podmodut K' < K o nastepujgcej wltasnosci:
istnieje podzbior {f!' : i € I} zbioru K' taki, ze dla kaidego lewego R-modutu
N i jego rodziny elementow {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm
h: K — N taki, ze h(f!') = h;,
oraz K = K' & L.

Dowdéd. Dla dowodu pierwszej czesci wystarczy zauwazyc, ze ciag

K M=o

jest rozszczepialny. Druga cze$é wynika z pierwszej podobnie, jak analogiczny rezultat dla grup. ([l
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Whiosek 10.5 (twierdzenie o sktadniku prostym dla modutéw unitarnych). Niech R bedzie pierscieniem
z jedynkq, niech K bedzie lewym unitarnym R-modutem.
(1) Niech M bedzie lewym R-modutem wolnym, niech h : K — M bedzie homomorfizmem surjektyw-
nym. Woéwczas istnieje podmodut M' < K taki, Ze

M= M oraz K =M @ kerh.

(2) Niech L bedzie podmodutem modutu K a K/L lewym R-modulem wolnym. Wdéwczas istnieje
podmodul K' < K taki, ze

K’ jest wolny oraz K = K' @ L.

Twierdzenie 10.8. Niech R bedzie pierscieniem, niech M bedzie lewym R-modutem o nastepujgcej
wiasnosci:

istnieje podzbior {f; : 1 € I} zbioru M taki, zZe dla kaZdego lewego R-modulu N i jego

rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje dokladnie jeden homomorfizm h : M — N taki, Ze
niech K bedzie lewym R-modutem, niech h : M — K bedzie homomorfizmem. Wowczas dla kazdego
lewego R-modutu L i dla kazdego epimorfizmu g : L — K istnieje homomorfizm f : M — L taki, Ze
h=gof.
Dowdd. Rozwazmy diagram:

M

h
LYK >0

Poniewaz g jest surjekcja, wiec ciag L L5 K =0 jest doktadny. Niech {f; : ¢ € I} bedzie takim
podzbiorem zbioru M, ze dla kazdego lewego R-modutu N i jego rodziny elementow {h; : i € I} istnieje
doktadnie jeden homomorfizm h : M — N taki, ze h(f;) = h;. Tak jak w poprzednich dowodach
zauwazamy, ze {f; : i € I} jest zbiorem generatoréw M. Dla kazdego ¢ € I istnieje a; € L taki, ze
h(f;) = g(a;). Wobec wlasnosci modutu M, istnieje homomorfizm f : M — L taki, ze f(fi) = a;, i € I.
Ponadto g(f(f;)) = h(fi), i € I, wiec h=go f. d

Whiosek 10.6. Niech R bedzie pierscieniem z jedynkq, niech M bedzie lewym R-modutem wolnym, niech
K bedzie lewym unitarnym R-modutem, niech h : M — K bedzie homomorfizmem. Wowczas dla kazdego
lewego unitarnego R-modutu L 1 dla kazdego epimorfizmu g : L — K istnieje homomorfizm f: M — L
taki, ze h=go f.



