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9. WYKEAD 9: PRODUKTY I KOPRODUKTY MODULOW. ROZSZCZEPIALNE CIAGI DOKLADNE

Definicja i uwaga 9.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing (moZliwie
nieskonczong) lewych R-modutow, niech [[,.; M; bedzie produktem rodziny grup abelowych {M; : i € I}.
Jezeli a € R oraz m € [[,.; M;, to iloczyn a - m definiujemy jako funkcje a-m : I — |J..; M; dang
wzorem

i€l icl
a-m(i) = am(i).

(ILic; M, ) jest lewym R-modutem, ktéry nazywamy produktem modutéw.

Ponadto definiujemy odwzorowania m; : [[,c; My — M; wzorem

mi(m) = m(i),
dlai € I. m;, v € I, sqg dobrze okreslonymi epimorfizmami modulow, ktore nazywamy epimorfizmami
kanonicznymi.

Dowdd powyzszej uwagi pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Definicja i uwaga 9.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing (moZliwie
nieskonczong) lewych R-modutéw, niech ), ., M; bedzie koproduktem rodziny grup abelowych {M; : i €
I}. Jeielia € R oraz m € Y .., M;, to iloczyn a - m definiujemy jako funkcje a-m : I — J,c; M; dang
wzorem

el

a-m(i) = am(i).

(D ier My, -) jest lewym R-modutem, ktéry nazywamy koproduktem (lub suma) modutéw.
Ponadto definiujemy odwzorowania v; - My — Y., M; wzorem

_ o m, dy i =i,
ti(m) =m, gdzie m(j) = {OM de§ y

dla i € 1. 1;, 1 € I, sqg dobrze okreslonymi monomorfizmami modutow, ktore nazywamy monomorfi-
zmami kanonicznymi.

Dowod powyzszej uwagi pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 9.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € 1} bedzie rodzing lewych R-moduldéw,
N pewnym lewym R-modulem, niech {¢; : N — M; : i € I} bedzie rodzing homomorfizméw moduldw.
Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : N — [],o; M; taki, ze

Wio¢:¢ia

dla v € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

¢
N77>HieIMi

Ponadto jesli modut M ma powyzszq wlasnosé, to wowczas M = [, ; M;.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup i pozostawiamy go czytelni-
kowi jako nietrudne ¢wiczenie.
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Twierdzenie 9.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € 1} bedzie rodzing lewych R-modutéw,
N pewnym lewym R-modulem, niech {¢; : M; — N : i € I} bedzie rodzing homomorfizmdéw modutéw.
Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : Y .., M; — N taki, ze

¢oL = ¢,

dla v € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

¢
DierMi=—=N
[z
M;

Ponadto jesli modut M ma powyzszq wlasnosc, to wowczas M = Y. M;.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup i pozostawiamy go czytelni-
kowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Uwaga 9.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; :i € {1,...,n}} bedzie skonczong rodzing lewych
R-modulow. Wowezas [;_, M; = > " | M; i stosujemy oznaczenie My & ... & M,.

Definicja 9.1. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem. Podmodut N moduiu M nazywamy
sktadnikiem prostym, jezeli M = N & K dla pewnego podmodutu K.
Ciag doktadny

0—)M11>M2i>M3—)0
nazywamy ciggiem rozszczepialnym, gdy podmodut im f jest skliadnikiem prostym M.

Twierdzenie 9.3. Niech R bedzie pierscieniem, niech cigg

0%M1£M2$M3—>0
bedzie doktadny. Wowczas nastepujgce warunks sg rownowazne:

(1) cigg 0 — M, EN M, i>_J\/[3 — 0 jest rozszczepialny,
(2) istnieje homomorfizm f : My — My taki, Ze f o f = idy,,
(3) istnieje homomorfizm g : M3z — My taki, Ze g o G = idyy,.

Dowdd. (1) = (2): zalézmy, ze My = im f @ Ny dla pewnego podmodutu Ny. Wéwezas, poniewaz f jest
roznowartosciowy, dowolny me € My mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

my = f(mq) + ns, dla pewnych m; € My, ny € Ns.

Zdefiniujmy odwzorowanie I : My — M,y wzorem F(f(m1) +n3) = my. Bez trudu sprawdzamy, ze f jest
homomorfizmem. Ponadto f o f(mi) = f(f(m1)) = ma. B
(2) = (3): zaldzmy, ze f : My — M jest takim homomorfizmem, ze f o f = idy;,. Odwzorowanie

tdy, — fo f i My — My jest homomorfizmem. Ponadto:

(idvy, = fof)of=f—fofof=f—f=0um
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i tym samym diagram

f g

0 M, M, M, 0
lO lidl\42fof
0 0 My — My 0
tdp,

jest przemienny, a jego wiersze sa ciaggami doktadnymi. Wobec Twierdzenia 8.2 istnieje homomorfizm
g : My — M, taki, ze gog = idu, o (idy, — f o f). Zatem gogog = g—go fof = g, gdyz
ciag 0 — M, ER My 25 Mz — 0 jest dokladny i stad go f = Ops,. Skoro zas g jest epimorfizmem, to
gog=idy,.

(3) = (1): zatézmy, ze g : M3 — M, jest takim homomorfizmem, ze g o § = idy,. Wowcezas dla
msy € My mamy:

g(ma —g(g9(m2))) = g(m2) — g(ma) = O,

zatem mo — G(g(ms)) € ker g = im f. Wobec tego My = im f + img. Ustalmy ms € im f Nimg. Wtedy
me = f(my) = g(ms) dla pewnych my € M, ms € Ms. Wobec tego g(mz) = g(g(ms)) = g(f(m1)). Ale
g(g(ms)) = mg oraz g o f = Oy, wiec mg = 0. Stad my = 0, a zatem My = im f @ im7. O

Twierdzenie 9.4. Niech R bedzie pierscieniem. Cigg

0—)M11>M21>M3—)0

jest rozszezepialnym ciggiem dokladnym wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg homomorfizmy f : My — M,
oraz g : Mz — My takie, zZe

(1) ?O f - idMl?_g Og = idM.‘_w

(2) go f=0n,, fog =0,
(3) fof‘l'gog:isz'

Dowdéd. (=): zatézmy, ze 0 — M, ER M, 2 Mz — 0 jest rozszezepialnym ciagiem dokladnym. Wobec
tego go f = Onr,. Wobec Twierdzenia 9.3 istnieja f : My — My oraz g : My — M, takie, ze spelniony jest

warunek (1) twierdzenia. Z dowodu implikacji (2) = (3) Twierdzenia 9.3 wynika, ze gogog = g—go fo f,
wiec g =go(fof+7gog)iskoro g jest surjekcja, to spelniony jest warunek (3). Wobec tego:
f=Ffoidvy=Ffo(fof+Gog)=f+fogoy,
wiec fogog=0. Jednak poniewaz g jest surjekcja, wigc fog=0u,.
(«<): zalézmy, ze istnieja homomorfizmy f : My — M oraz G : My — M, takie, ze spelnione sa warunki
(1) — (3). Wobec warunku (1) f jest monomorfizmem, a g jest epimorfizmem. Poniewaz g o f = 0y,
wiec ker g D im f. Ponadto, gdy ms € ker g, to wobec warunku (3):

my = f(f(mz2)) +g(g(ms)) = f o f(ma),
wiec mo € im f 1 tym samym ker g = im f. Zatem ciag
0—>M1i>M2£>M3—>0
jest doktadny i rozszczepialny na podstawie Twierdzenia 9.3. U

Whiosek 9.1. Niech R bedzie pierscieniem, M, My, ..., M, lewymi R-modutami. Wowczas M = My, @
.. B M, wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg homomorfizmy f; : M; — M oraz g; : M — M; takie, Ze

(1) gio fi =idp,, dlai e {1,...,n},
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(2) gio f;=0u,, dlai,j € {1,...,n}, i#j,
(3) fiogi+ ...+ fno gy =idy.

Dowdd. (=): zalézmy, ze M = M; @ ... ® M,. Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowania f; : M; — M
dane wzorem
fz(mz) = my, dla m; € Mz,’L S {1, SN ,n},
oraz g; - M — M; dane wzorem
g(mi+...4mi+...4my)=my, dlam=my+...+m;+...+m, € M,i€{l,...,n},

spetniaja warunki (1) — (3).

(«): zaldézmy, ze istnieja homomorfizmy f; : M; — M oraz g; : M — M; spelniajace warunki (1) —
(3). Dla ustalonego iy € {1,...,n} rozwazmy ciag
g1+...+Gig—1+9gig+1+...+9n

0 M, o M s My ® My ® Migs1 @ ... ® M, — 0
oraz odwzorowanie f1 +...+ fi.-1+ fiox1+.. .+ o : M1 ® ... OM;y_1 ®M;y11®... DM, — M. Wobec
zalozen, gi, o fi, = idy, . Ponadto
(914 Gig-1+ Gigr1+ - Fg) o (fr +.. .+ figm1 + figr1 + -+ fo)
(my 4+ ...+ mig_1 +Migy1 + ... +my)
gio film) + ...+ gig—1 0 fio—1(Mig—1) + Gigr1 © fior1(Migr1) + -+ gn © fr(ma)
= mi+...+ M1 + Mijg41 + ... +my.

Wobec zalozenia, g;, o (fi + ...+ fio—1 + figr1+ .-+ fa) = Ops,, - Ponadto

(91 + -+ Gig—1 + Gigr1 + -+ Gn) © fiy = Ortyo.@ntiy 10Miy 1. 0M, -

Na koniec

fioogio+ (Jit o+ fiomr + fior1 T+ fa) o (91 + -+ Gig—1 + Giow1 + .- - + gn) = idy.
Wobec Twierdzenia 9.3 omawiany ciag jest rozszczepialnym ciagiem dokladnym, a wiec f;, (M;,) jest
sktadnikiem prostym M. Poniewaz g;, o fi, = id, , wige fi, jest injekcja. Tym samym My & ... & M, =
Whniosek 9.2. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem, N podmodutem modulu N, a k :
M — M/N epimorfizmem kanonicznym danym wzorem
k(m) =m+ N.
Wowczas N jest skladnikiem prostym M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm h : M/N — M
taki, ze koh = ZdM/N
Dowaod. Wobec Twierdzenia 9.3 modul N = imidy jest sktadnikiem prostym M wtedy i tylko wtedy,
gdy ciagg doktadny
0— N M5 M/N =0
jest rozszczepialny, a wiec gdy istnieje homomorfizm h : M/N — M taki, ze ko h = idyn. U



