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7. WYKEAD 7: HOMOMORFIZMY MODULOW. MODUL ILORAZOWY, TWIERDZENIE O
HOMOMORFIZMIE.

Definicja 7.1. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutams.

(1) Odwzorowanie ¢ : M — N nazywamy homomorfizmem, jesli:
° le, mo € M[gb(ml + mg) = gb(ml) + ¢(m2)],
e Va € RYm € M[p(am) = ap(m)].
Zbior wszystkich homomorfizmow modutu M w N oznaczamy Homg(M, N).
(2) Homomorfizm ¢ : M — N nazywamy monomorfizmem kategoryjnym moduléw, jesli dla
dowolnych lewego R-modutu K 1 homomorfizmow 1,1 : K — M:

Jesli ¢ o by = @ o1hy to Py = 1hs.

(3) Homomorfizm ¢ : M — N nazywamy epimorfizmem kategoryjnym moduléw, jesli dia
dowolnych lewego R-modutu K i homomorfizméow 1y,1e : N — K:

Jesli Yy o g =1y 090 to Yy = 1.

(4) Homomorfizm ¢ : M — N nazywamy izomorfizmem, jesli jest rézinowartosciowy i surjektyw-
ny. Dwa moduty M i N nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje miedzy nimi izomorfizm, co
oznaczamy przez M = N.

(5) Jesli ¢ : M — N jest homomorfizmem, to zbiér ¢~ (0n) nazywamy jadrem i oznaczamy ker ¢,
a zbior (M) obrazem i oznaczamy im ¢.

Przyklady:

(1) Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem F', ¢ : V' — W przeksztalceniem liniowym.
Wowezas ¢ jest homomorfizmem modutow.

(2) Niech A, B beda grupami abelowymi, ¢ : A — B homomorfizmem grup. Wéwczas ¢ jest homo-
morfizmem moduléw.

(3) Niech M, N beda lewymi R-modutami, ¢ : M — N niech bedzie dane wzorem ¢(m) = Oy.
Wowczas ¢ jest homomorfizmem modutéw, nazywamy go homomorfizmem zerowym.

Twierdzenie 7.1. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢ : M — N homomorfi-
zmem modutow. Wowczas:

(1) kergp < M, im¢ < N;

(2) ¢ jest homomorfizmem réznowartosciowym wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ = {0x};

(3) ¢ jest homomorfizmem surjektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy im ¢ = N;

(4) ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm ¢ : N — M taki, Ze

poY =1idy oraz Y o ¢ =idyy;
(5) @ jest homomorfizmem réznowarto$ciowym wtedy i tylko wtedy, gdy jest monomorfizmem katego-
rygnym modulow;
(6) @ jest homomorfizmem surjektywnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest epimorfizmem kategoryjnym
modutow.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 7.2. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewymi R-modutami, ¢ : M — N homomorfi-
zmem modutow, niech My < M, Ny < N. Wowczas:
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(1> ¢(M1) < N;
(2) o7Y(Ny) < M.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 7.3 (lemat o odpowiedniosci miedzy podmodutami). Niech R bedzie pierscieniem, M, N
lewymi R-modutami, m: M — N homomorfizmem surjektywnym modutow i niech K = ker w. Oznaczmy

M={M;: My <M oraz K C Mi}, N ={N;: N; < N}.
Wowczas odwzorowania
¢ M= N, ¢(M) = m(My),
VN = N p(Ny) =71 (N)1)
sq wzajemnie odwrotne.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwigzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Definicja 7.2. Niech R bedzie pierscieniem, My, ..., M,, N lewymi R-modutami. Odwzorowanie ¢ :
M x ... x M, = N nazywamy homomorfizmem n-liniowym, jesli dla kazdego i € {1,...,n}:
(1) dla my € My,...,m;;m; € M;,...,m, € M, :
G(my, .oy mi_1, My + My My, . My)
= O(Mmy, ..M, My M1y, M) + O(M, e MG, M M1, ey Ty,
(2) dlamy € My,...,m, € M, oraza € R:
G(May e My, @My, Mgy oy My) = AP(Mg, oo M1, M MG, - ey M)
Definicja i uwaga 7.1. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N < M. Oznaczmy
m+N={m+n:néec N},

M/N ={m+ N :me M}
i w zbiorze M /N okreslmy dzialania dodowania i mnoZenia zewnetrznego:
(m1+ N)+ (ma+ N) = (my +ma) + N,
a(m+ N) =am+ N.

Wowczas M /N jest lewym R-modulem, nazywamy go modutem ilorazowym M wzgledem N .

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Przyklady:

(4) Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F', niech W < V. Wéwezas przestrzen ilora-
zowa V /W jest modutem ilorazowym.

(5) Niech A bedzie grupa abelowa, niech B < A. Wowczas grupa ilorazowa A/B jest modutem
ilorazowym.

(6) Niech R bedzie pierscieniem, niech I <1 R. Woéwczas pierscienr ilorazowy R/I jest modutem
ilorazowym.
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Definicja i uwaga 7.2. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N < M. Wowczas odwzo-
rowanie k : M — M/N dane wzorem k(m) = m~+ N jest homomorfizmem surjektywnym orazker k = N.
Nazywamy go epimorfizmem kanonicznym.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whniosek 7.1. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, N C M. Wowczas N < M wtedy 1
tylko wtedy, gdy N jest jadrem pewnego homomorfizmu.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 7.4 (o homomorfizmie). Niech R bedzie pierscieniem, M, Ny, Ny lewymi R-modulami,
@1 : M — Ny homomorfizmem surjektywnym, ¢o : M — No homomorfizmem.
(1) Jesli istnieje homomorfizm 1 : Ny — Ny taki, Ze 1 o ¢y = ¢, to ker ¢y C ker ¢.
(2) Jesli ker ¢y C ker ¢o, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : Ny — No taki, Ze 1p o ¢y = ¢s.
Ponadto wowczas im 1 = im ¢y oraz ker ) = ¢y (ker ¢).
Inaczej: diagram

M
o1 2
77na77
Ni=-----= N,

jest przemienny.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whniosek 7.2. Niech R bedzie pierscieniem, M, Ny, Ny lewymi R-modutami, ¢1 : M — Ny homomorfi-
zmem surjektywnym, ¢o : M — No homomorfizmem. Niech ponadto Ker ¢p1 C ker ¢o. Wowczas istnieje
doktadnie jeden homomorfizm 1 : Ny — Ny taki, zZe 1) o ¢1 = ¢o oraz:

(1) jesli oo jest surjektywny, to 1 jest surjektywny;

(2) jesli ker ¢1 = ker g, to @ jest réznowartoSciowy;

(3) jesli oo jest surjektywny i ker ¢1 = ker ¢, to 1 jest izomorfizmem.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwigzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whiosek 7.3 (twierdzenie o homomorfizmie dla modultéw ilorazowych). Niech R bedzie pierscieniem,
M, N lewymi R-modutami, K < M, ¢ : M — N homomorfizmem.
(1) Jesli istnieje homomorfizm ¢ : M/K — N taki, ze ¢ ok = ¢ (gdzie K : M — M/N oznacza
epimorfizm kanoniczny), to K C ker ¢.
(2) Jesli K C ker ¢, to istnieje dokladnie jeden homomorfizm ¢ : M/K — N taki, Ze ) o k = ¢.
Ponadto wéowczas imy = im ¢ oraz ker ) = k(ker ¢).
Inaczej: diagram
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jest przemienny.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whniosek 7.4. Niech R bedzie pierscieniem, M, N lewym: R-modutami, K < M, ¢ : M — N homo-
morfizmem. Niech ponadto K C ker ¢. Wéowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm ¢ : M/K — N
taki, Ze ok = ¢ (gdzie Kk : M — M/N oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz

(1) jesli ¢ jest surjektywny, to v jest surjektywny;

(2) jesli K = ker ¢, to ¢ jest roZnowartosciowy;

(3) jesli ¢ jest surjektywny i K = ker ¢, to 1 jest izomorfizmem.
Twierdzenie 7.5 (I twierdzenie Noether-Dedekinda o izomorfizmie). Niech R bedzie pierscieniem, M, N
lewymi R-modutami, ¢ : M — N homomorfizmem. Wowczas

im ¢ = M/ ker ¢.
Twierdzenie 7.6 (II twierdzenie Noether-Dedekinda o izomorfizmie). Niech R bedzie pierscieniem, M
lewym R-modutem, Ny, Ny < M. Wowczas
Ni/Ni N Ny = (Ny + Ny)/Ns.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 7.7 (II twierdzenie Noether-Dedekinda o izomorfizmie). Niech R bedzie pierscieniem, M
lewym R-modutem, Ny, Ny < M, Ny C Ny. Wowczas

M /Ny = (M/Ny)/(Nz/Ny).

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwigzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 7.8 (o klasyfikacji unitarnych modutéw cyklicznych). Niech R bedzie pierscieniem z je-
dynkq, M lewym unitarnym R-modulem cyklicznym. Woéwczas M = R/I, gdzie I < R jest pewnym
1deatem lewostronnym.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.



