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5. WYKELAD 5: GENERATORY I RELACJE. KOD GENETYCZNY GRUPY. TWIERDZENIE
NIELSENA-SCHREIERA.

Gléwnym celem dzisiejszego wyktadu jest nastepujacy rezultat:
Twierdzenie 5.1 (Nielsena-Schreiera). Podgrupa grupy wolnej jest wolna.

Do zgrabnego przeprowadzenia potrzebnego w dowodzie rozumowania potrzebne bedzie nam pojecie
kodu genetycznego grupy.

Definicja i uwaga 5.1. Niech (G, -) bedzie grupg, niech X bedzie zbiorem generatoréw grupy G, niech F
bedzie grupg wolng ze zbiorem wolnych generatorow X, a N < F takg podgrupg normalng, e G = F/N,
przy czym izomorfizm ustanowiony jest odwzorowaniem n : G — F/N danym wzorem n(g) = [g]N, gdzie
symbol [g] oznacza stowo odpowiadajgce elementowi g. Wowczas jezeli dla pewnych gq,...,9, € X w
grupie G zachodzi réwnosé
g]fl-...-gznzl
to wtedy
[g1]* - ... [ga)f € N.
Elementy grupy N nazywamy relacjami grupy G (w alfabecie bedgcym zbiorem jej generatoréw), a o
grupie G = F/N méwimy, Ze jest zadana za pomoca zbioru generatoréw X i zbioru relacji N.
Niech R bedzie minimalnym zbiorem generatoréw grupy N. Pare (X, R) nazywamy kodem genetycz-
nym grupy G i piszemy
G = gr(X||IR).
Jezeli obydwa zbiory X i R sq skonczone, to mowimy, ze G jest grupa o skoniczonym opisie.
Przyktad:
(1) Kodem genetycznym grupy Zs jest gr(al|[a]®).
Podamy tu bez dowodu kilka twierdzen sygnalizujacych mozliwe problemy, jakie mozna napotkaé przy

wyznaczaniu kodow genetycznych grup:

Twierdzenie 5.2 (Neumann’a). Istniejg grupy skonczenie generowane, ktére nie sq grupami o skoriczo-
nym opisie.

Twierdzenie 5.3 (Nowikowa-Bonne’a). Nie istnieje algorytm rozstrzygajacy, czy dwa stowa grupy o

skonczonym opisie reprezentujq element 1.

Whniosek 5.1. Nie istnieje algorytm rozstrzygajecy, czy dwa stowa grupy o skonczonym opisie sq row-
nowazne.

Twierdzenie 5.4 (Nowikowa). Nie istnieje algorytm rozstrzygajgcy, czy dwie grupy o skotriczonym opisie
sq izomorficzne.

Wracamy teraz do gléwnego zadania na dzisiejszy wyktad. Dowodd twierdzenia Nielsena-Schreiera
poprzedzimy dwoma lematami.

Lemat 5.1. Niech (G, ) bedzie grupg, ¢ : G — G endomorfizmem takim, Ze po¢p = ¢. Niech K = ker ¢,
L =1im¢. Wowczas
G=KLKNL={1}

oraz K = ({go(g™") : g € G}).
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Dowdd. Pokazemy najpierw, ze G = K L. Inkluzja (D) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (C) ustalmy
g € G. Wowezas g € K lub ¢(g) € L\ {1l}. Gdy g € K, to g € KL. Gdy ¢(g9) = h, h # 1, to
P(g) = ¢(é(g)) = ¢(h), wiecc ¢(%) =1, czyli # € K, lubge Kh C KL, gdyz h € L.

Dalej, pokazemy, ze KL = {1}. Tak jak przed chwila inkluzja (D) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji
(C) ustalmy g € K N L. Wowczas g = ¢(h), h € G oraz ¢(g) = 1. Zatem 1 = ¢(g) = ¢(d(h)) = ¢(h).
Ale ¢(h) = g, wiec g = 1.

Pozostaje pokaza¢, ze K = ({gé(g™') : g € G}). Dla dowodu inkluzji (D) ustalmy g € G. Wowczas
d(go(g™h) = d(g9)p(g7) = ¢(1) = 1. Na odwrét, dla dowodu inkluzji (C) ustalmy h € K. Niech
h=ga, ¢(g) =1, a=¢(b), b€ G. Wowczas h = go(b), skad hg™' = ¢(b), zatem ¢(g7') = ¢(h)p(g™') =
$((b)) = &(b) = a. Tak wiec h = go(g~"). O
Lemat 5.2. Niech (G,-) bedzie grupg wolng ze zbiorem wolnych generatorow {g; : i € 1}, niech J C I
i niech H bedzie najmniejszq podgrupg normalng zawierajgcq zbior {g; : j € J}. Wowczas G/H jest
wolna.

Dowdd. Pokazemy, ze G/H = ({g;H : i € I\ J}). Inkluzja (D) jest oczywista. Aby pokazaé¢ inkluzje (C)
ustalmy gH € G/H. Niech g = gfll . .gfrj. Wéwezas

gH = (9, H)" ... (g;, H)"™ € ({g:H :i € I\ J}).
Ustalmy dowolna grupe K generowang przez zbiér réwnoliczny z I\ J, powiedzmy K = ({h; : i €
I'\ J}). Zdefiniujmy odwzorowanie h : G/H — K wzorem
hgit .. ginH) = iR iy, €T\
Bez trudu sprawdzamy, ze h jest jedynym takim homomorfizmem, ze h(g;) = h;, i € I'\ J. Tym samym,
wobec Twierdzenia 4.1, G/H jest wolna. U

Definicja 5.1. Niech (G, -) bedzie grupg wolng ze zbiorem wolnych generatoréw {g; : i € I}, niech g € G.
Wowczas dtugoscia stowa g nazywamy liczbe

I(g) = 0, gdyg=1,
g n, gdyg=gi ... g;" e €{—1,+1}, jest postacig zredukowang g.

Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia Nielsena-Schreiera.

Dowdd. Niech (G,-) bedzie grupa wolna ze zbiorem wolnych generatoréw {g; : ¢ € I}, niech H bedzie
podgrupg grupy G, niech Wp(H) = {Hg : g € G}, oznaczmy przez Hg € G jedynego reprezentanta
warstwy Hg € Wp(H) tak, aby {Hg € G : Hg € Wp(H)} byl ukladem reprezentantéw wszystkich
warstw Wp(H). Ponadto dla ustalonego = € {g; : i € I} oraz Hg € G zdefiniujmy element t,, € G:

tg,x - H_g$<H_g)_1
Zauwazmy, ze t,, € H: istotnie, H - Hg-x=H-gvoraz H-Hgr = H - gx, a wiec Hgr(Hg)™' € H.
Niech {y,. : x € {g; : i € I}, Hg € G} bedzie zbiorem réwnolicznym z {t,, : # € {g; : i € [}, Hg € G}
o parami réznych elementach, niech F' bedzie grupa wolna ze zbiorem wolnych generatorow {y, . : = €
{g; :i € I}, Hg € G}. Dla ustalonej warstwy Hg € Wp(H) zdefiniujmy funkcje 79 : {1} U {g : i €
Nu{gt:iel} = {yn:r€{g:i€l}, Hg € G} wzorem
ng(l) =1, ng<I) = Yg,x» ng(xil) = Ygz—1-

Pokazemy, ze f9 mozna przedtuzyé¢ do odwzorowania f9 : G — F takiego, ze

fH9(uv) = fH9(u) - fHou(v).
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Dowdd prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na diugos¢ n stowa u. Dla n = 0 teza jest oczywista.
Dla n > 1 zalézmy, ze dla wszystkich Hg € Wp(H) funkcje fH9 : G — F zostaly juz zdefiniowane
dla stéow dtugosci nie wiekszej niz n. Niech u bedzie stowem diugosci n + 1. Wowcezas u = z°w, gdzie
rxe€{g:ie€l}, eec{—1,+1} oraz l[(w) = n. Niech

JTa(u) = fo(a®) fHo (w).
Ustalmy stowo v i niech ponadto w = g;' -...-g;", gdzie iy, ... i, € I, e1,...,e, € {—1,+1}. Wowczas:
fHI(uv) = fH!l(xegiell .. .gf:v) = ng(xe)ngze(gfll .. .gf:v)
THal e € Hgzxe fl e en
= fHo(@) Ao (git) f 70 P (gsy - - ginv)

—_—

_ fHg(,eqe1) fHazog !l ¢ eo en
f (xgil)f 1(9i2-'-9¢nv)

= fPa(atgt g fOT I () = fa(u) - FH ().
Wobec Twierdzenia 4.1 istnieje dokladnie jeden homomorfizm a : F' — H taki, ze o(y,.) = tga-
Pokazemy, ze
a(f"s(u)) = Hgu(Hgu) ™",
Dowod prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na dhugosé n stowa u. Dla n = 0 teza jest oczywista. Dla
n = 1 ustalmy stowo u = x¢, gdzie v € {g; : 1 € I}, e € {—1,+1} i zauwazmy, zZe

a(ng(xe)) = a(yg,xe) = tg,ze = H_gxe(nge)_l'
Dla n > 1 zatézmy, ze dla wszystkich Hg € Wp(H) zadany wzor zachodzi dla stow dtugosci nie wiekszej
niz n. Niech u bedzie stowem dtugosci n + 1. Wowczas u = x°w, gdzie x € {g; : i € I}, e € {—1,+1}
oraz [(w) = n. Otrzymujemy:
a(fH9(zw)) a(fHo(x%) floe (w))
Hgx(Hgae) " Hgaew(Hgaew) ™
= Hgu(Hgu)™".

Pokazemy, ze istnieje homomorfizm § : H — F taki, ze a o § = idy. Zdefiniuyjmy odwzorowanie

B : H— I wzorem

Blu) = [ (w),u € H.
Poniewaz fﬁ(uv) = ﬁ[(u) : fia(v) = FI(U) : FI(U), dla u,v € H, wiec 3 jest homomorfizmem. Dalej,
poniewaz a(B(u)) = a(fH(u)) = Hu(Hu)' = lul™' =u dlau € H, wigc a0 8 = idy. o
W szczegélnoscl widzimy, ze a jest surjekcja. Tym samym {t,, : v € {¢; : i € I}, Hg € G} jest
zbiorem generatorow grupy H. W dalszym ciggu pokazemy, ze

97 ({Yg : w € {g; 1 i € I}, Hg € G}||[f* (Hg)))
jest kodem genetycznym grupy H. Istotnie, poniewaz o jest surjekcja, wigc H = F / ker . Poniewaz
{tgo:x€{g;:i€ 1}, Hg € G} generuje H i jest réwnoliczny z {y,, : © € {g; : i € I}, Hg € G}, wiec
F jest grupa wolng, ktoérej zbiér wolnych generatoréow jest zbiorem generatoréow grupy H. Zdefiniujmy
odwzorowanie ¢ : F' — F wzorem

o=Boa.
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Oczywiscie ¢ jest homomorfizmem. Zauwazmy, ze ker ¢ = ker «; istotnie, dla dowodu inkluzji (D) ustalmy

u € kera i odnotujmy, ze wowczas a(u) = 1, a wiec ¢p(u) = B(a(u)) = B(1) = 1, wiec u € ker ¢. Na

odwrét, dla dowodu inkluzji (C) ustalmy u € ker ¢ i zauwazmy, ze woéwcezas ¢(u) = f(a(u)) = 1, skad

a(B(a(u))) = a(l) = 1, ale poniewaz a o § = idy, wiec 1 = a(f(a(u))) = a(u), czyli u € ker a. Skoro

pop(u)=pPoaofoa(u)=Loidyoalu)=LpFo0alu)=d¢u), wigc ¢ o¢p = ¢. Wobec Lematu 5.1
ker oo = ker phi = ({y97w¢(y;i) : Yg.u jest generatorem F'}).

Zatem o
97 ({Yge : w € {gs 1 i € I}, Hg € GHI[Yg.00(y,2)])
jest kodem genetycznym grupy H. Ponadto
OYge) = Bla(ygw)) = Blge) = [T (tge) = fH(H_gx(ng)fl)
= [H(Hg

Hg) fH3(s(Hgz)~") = fH (Hg) 179 (x) 4o ((Hgz) )
= [H(Hg)ff9(x) {5 ((Hgz)™") = fH(Hg)yy. /"o ((Hgz) ™).

Poniewaz

U= () = i (fgn) )
= U (gw) ) f ) ()

= [fHHer((Hgx)™') fH (Hgu),

wige fHH9((Hgr)™) = (fH(Hgx))™" i stad
O(Yga) = FI(HG) Yy ([T (Hgz)) ™"

Niech N bedzie najmniejszg podgrupa normalng grupy F zawierajacg zbidr {F{(H_g) : Hg € G}, niech M
bedzie najmniejsza podgrupa normalng grupy F' zawierajacg zbior {ygvxgb(y;}g) : Yy jest generatorem F'}.

Oczywiscie FI(H_g) € N oraz F{(ng) € N. Zatem

Yga®Wg) = Ygo S (HG)ygo(f1(Hgr))™" € N,
wiec M C N. Zauwazmy, ze

o(fH(Hgz)) = HHgr(HHgr) ™' = Hge(Hgr) ™" = 1,

tak wiec F{(ng) € ker oo = ({yy:0(yy2) : Yg.a jest generatorem F}). Zatem

FH(Hgx) = (yge) f1(HG2)Ygo = OYg.0)Ygo Yo [ (He)yy,) € M
wiec N C M. Ostatecznie M = N.

Pokazemy, Ze istnieje uktad reprezentantéw B warstw Wp(H) taki, ze jesli b = g;' ... g;" € B jest
stowem zredukowanym, to g;'...g;* € B dla k € {1,...,n}. Niech, dla ustalonego Hg € Wp(H),
I(Hg) = min{l(x) : Hr = Hg}. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem [(Hg). Dla [(Hg) = 1
stosownym reprezentantem jest 1. Dla I[(Hg) > 1 zalézmy, ze wybraliSmy uklad reprezentantéw dla
wszystkich warstw dhugoéci nie wiekszej od n = I(Hg). Niech [(Hz) = n 4 1 i niech Hz = Hua®,
gdzie x € {g; : i € I}, e € {—1,+1} oraz I(u) = n. Wéwczas [(Hu) < n, istnieje wiec reprezentant b
warstwy Hu taki, ze kazdy poczatkowy segment b jest rowniez reprezentantem. Wtedy bax® jest szukanym
reprezentantem warstwy Hz = Hux® = Hbx°.
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Pokazemy, co zakonczy juz dowdd, ze {tp, : toe # l,x € {g; : @ € I},b € B} jest zbiorem
wolnych generatorow grupy H. Niech L bedzie najmniejszg podgrupa normalng grupy [ zawierajaca
zbiér {fH(b) : b € B}, niech K bedzie najmniejsza podgrupa normalna grupy F' zawierajaca zbior
{Ypp :toe =1, € {g;: 1 € I},b € B}. Wobec wczesniejszej czgéci dowodu, K C L.

Pokazemy, ze dla dowolnego b € B fH(b) jest stowem zdefiniowanym przez {yp. : to. = 1,2 € {g; :
i € 1},b € B}. Dowdd prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na dtugosé b. Dla I(b) = 0, b = 1 oraz

fH(1) = 1. Dla I(b) > 0 zalézmy, ze dla dowolnego stowa b € B o dtugosci nie wiekszej niz n = I(b),
fH(D) jest stowem zdefiniowanym przez {yp. : to. = 1,x € {g; : ¢ € I},b € B}. Niech b = uz® € B,
gdzie x € {g; : i € I}, e € {—1,+1} oraz l(u) = n. Woéwczas, zgodnie z definicja zbioru B, u jest
reprezentantem pewnej warstwy. Ponadto:
JH) = fH(ux®) = f7(u) f7 ().
Wobec zalozenia indukcyjnego Ff(u) jest stowem zdefiniowanym przez {yp, : th, = 1,2 € {g; : i €
I},b e B}. Jedlie =1, to fHu(2®) = fH%(z) = y,,. Ponadto
tuz = (Yuz) = a(J/“E‘(:c)) = Hur(Huz)™' = uz(uz)™' = 1.

Jesli e = —1, to poniewaz b = ux® i u € B, wiec u = Hbx. Mamy:

FHu(2€) = fHu(pty = fHIb (1) = fHbe(z ) =gy

Ponadto
thwo-t = Hoxx ' (Hbxx—1)™' = Hbzz '(Hb) ™' = (Hbx(Hbr) ") ™' = (uz 'au™) ' = 1.
Zatem L C K itym samym L = K. Wobec tego
H=F/kera= F/M=F/N=F/L=F/K

przy czym K jest najmniejsza podgrupa normalng zawierajaca pewien podzbiér zbioru generatoréw
grupy F'. Wobec Lematu 5.2, H jest wolna. 0

Twierdzenie 5.5 (Kurosza). Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup, niech G bedzie ich iloczynem
wolnym, niech H < G. Wowczas

H=F«][]H,
jed
gdzie F' jest grupg wolng oraz Hj jest sprzezona z pewng grupg G;, © € 1.



