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4. WYKLAD 4: GRUPY WOLNE.

Definicja 4.1. Niech (G,-) bedzie grupg, niech {g; : 1 € 1} C G bedzie rodzing elementéw grupy G takq,
ze (i), 1 € I, jest nieskoriczong grupg cykliczng. Jezeli G = [[;;(g:), to wéwczas G nazywamy grupg
wolna, a rodzing {g; : i € I} zbiorem wolnych generatoréw.

Twierdzenie 4.1 (wlasno$é¢ uniwersalna grup wolnych). Niech (G,-) bedzie grupg. Wowczas G jest
grupg wolng o zbiorze wolnych generatorow {g; : i € I} wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej grupy H i
jej rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje homomorfizm h : G — H taki, ze h(g;) = h;.

Dowéd. (=): Zatozmy, ze G = [T, (g}, [{g:)] = 00, {g; : i € I} C G. Istnieje homomorfizm h, : (g;) —
H taki, 7e h;(g;) = hs, i € I. Wobec Lematu 2.1 istnieje dokltadnie jeden homomorfizm h : G — H taki,

(<) : Zalézmy, ze dla dowolnej grupy abelowej H i jej rodziny elementéw {h; : i € I} istnieje homo-
morfizm h : G — H taki, ze h(g;) = h;. Ustalmy i € I. Niech h : G — Z bedzie takim homomorfizmem,
ze h(g;) =1, h(g;) = 0, i # j. Wobec tego |(g;)| = co. Tym samym G = [[;,(g:)- O

Whiosek 4.1. Niech (G, ) bedzie grupg wolng. Wowczas G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
sumq prostqg nieskonczonych grup cyklicznych.

Dowdd. (<): oczywiste. (=): niech A bedzie grupg abelowa generowana przez {a; : i € I}, przy czym
{gi : i € I} jest zbiorem wolnych generatoréw grupy G indeksowanym elementami tego samego zbioru
I. Wobec Twierdzenia 4.1 istnieje homomorfizm ¢ : G — A taki, ze ¢(g;) = a;, i € 1. Oczywiscie ¢ jest
surjekcja, a wiec wobec Twierdzenia 3.3 GG jest wolng grupg abelows. 0

Twierdzenie 4.2. Niech (G,-) bedzie grupg, niech G = Gy * Gy, gdzie G, Gy sq grupami wolnymi z
wolnymi zbiorami generatorow {g; : i € I}, {g} : j € J}, odpowiednio. Wéwcezas G jest grupg wolng o
wolnym zbiorze generatoréw {g; :1 € I} U{g; :j € J}.

Dowo6d wynika bezposrednio z poprzedniego wniosku.

Twierdzenie 4.3. Niech (G, -) bedzie grupg wolng ze zbiorem wolnych generatorow {g; : i € 1}. Wéwczas
G/|G, G| jest wolng grupg abelowq z bazq {g; + [G,G] : i € I}.

Dowdd. Niech A bedzie grupa abelowa generowang przez {a; : i € 1}, przy czym {g; : i € I} jest zbiorem
wolnych generatoréw grupy G indeksowanym elementami tego samego zbioru I. Wobec Twierdzenia 4.1
istnieje homomorfizm h : G — A taki, ze h(g;) = a;, i € I. Poniewaz A jest abelowa, wiec |G, G] < ker h,
a wiec wobec twierdzenia o homomorfizmie istnieje dokladnie jeden homomorfizm f : G/|G,G] — A
taki, ze f ok = h, czyli f(g; + |G, G]) = a;, © € I. Tym samym na podstawie Twierdzenia 3.3 G/[G, G]
jest wolna grupa abelowa z baza {g; + |G, G| : i € I}. O
Twierdzenie 4.4. Niech Gy, Gy bedg grupami wolnymi ze zbiorami wolnych generatoréw {g; : i € 1} i
{h; : j € J}, odpowiednio. Wowczas Gy = G wtedy i tylko wtedy, gdy |I| = |J|.

Dowdd. (=): zatdézmy, ze G; = Go. Wobec poprzedniego twierdzenia, G1/[G1,G1] 1 G2/[Ge, Go] sa
wolnymi grupami abelowymi z bazami {g; + [G1,G1] : i € I} 1 {h; + [G2,Gs] : j € J}, odpowiednio.
Ponadto G1/[G1, G1] = Go/[Ge, Go, wiec |I| = |J|.

(«<): Zalézmy, ze funkcja f : I — J ustala bijekcje pomiedzy zbiorami indeksow I i J. Wobec
Twierdzenia 4.1 istniejg homomorfizmy ¢ : G1 — G4 taki, ze ¢(g;) = hyu, @ € I, oraz v : G — G taki,
ze Y(hj) = gp-1(4), J € J. Wobec tego

¢ o tp(hy) = ¢(gp-1() = hy oraz ¢ o ¢(g:) = P(hsa) = gi,
a zatem ¢ oY = idg, oraz Y o ¢ = idg,. 0
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Definicja 4.2. Niech (G, -) bedzie grupg wolng ze zbiorem wolnych generatoréw {g; : i € 1}. Moc zbioru
I nazywamy ranga grupy G i oznaczamy rank G.

Twierdzenie 4.5. Kazda grupa jest homomorficznym obrazem pewnej grupy wolne;.

Dowdd. Pokazemy, ze dla kazdej grupy G istnieje grupa wolna F' i jej podgrupa H taka, ze G = F/H.
Niech {g; : il} bedzie zbiorem generatoréw grupy G. Wobec Twierdzenia 4.1 istnieje homomorfizm
h : F — G, ktory w tym wypadku bedzie surjekcja. Niech H = ker h. Wowczas H <1 F' i stosujac
twierdzenie o izomorfizmie otrzymujemy, ze G = F/H. U



