2. WYKLAD 2: KOPRODUKTY GRUP.

Na poprzednim wyktadzie zobaczyliSmy miedzy innymi, ze konstrukcja stabego iloczynu prostego grup
spetia pewna wtlasnos¢ uniwersalng dla grup abelowych, ale niekoniecznie spekia ja dla grup, ktére nie
sg abelowe. Podamy obecnie konstrukcje iloczynu wolnego grup i zobaczymy, ze taki iloczyn ma wtasnosé
koproduktu dla dowolnej rodziny grup, w szczegolnosci grup nieprzemiennych.

Definicja 2.1. Niech (G,-) bedzie grupg, {G; : i € 1} rodzing podgrup grupy G. Mdwimy, Ze rodzina
{G; : i € I} generuje grupe G, jezeli kazdy element a € G mozna zapisaé jako skonczony iloczyn

elementéw grup G;. Jezelia = ay-...-an, a € G, ay,...,a, € U,c; Gi, to cigg (ay, ..., a,) nazywamy
stowem w grupach G;, ktére reprezentuje element a € G. Stowo (ay, ..., a,), w ktérym zZadna z grup
G, nie zawiera jednoczesnie a; i aj1q1, j € {1,...,n — 1} oraz a; # 1, j € {1,...,n}, nazywamy

slowem zredukowanym. Przyjmujemy tez, ze zbior pusty reprezentuje stowo diugosci 0 odpowiadajgce
elementowi neutralnemu.

Definicja 2.2. Niech (G, ) bedzie grupg, {G; : i € 1} rodzing podgrup generujgcq grupe G. Zalézmy, Ze
GiNG; = {1} dlai # j. Mowimy, Ze G jest illoczynem wolnym grup {G, : i € 1}, jeZeli dla kazdego
a € G istnieje dokladnie jedno zredukowane stowo reprezentujgce a. Oznaczamy G = H:EZ G; lub, w
przypadku skoniczonym, G = Gy * ... *x G,.

Uwaga 2.1. Niech (G, ) bedzie iloczynem wolnym podgrup {G; : i € 1}, niech (aq,. .., ay) bedzie stowem
takim, ze a; # 1,1 € {1,...,n}. Wowczas dla kaidego i € {1,...,n} istnieje dokladnie jeden indeks
k; € I taki, ze a; € Gki'

Uwaga 2.2. Niech (G,-) bedzie grupg, niech {G; : i € I} bedzie rodzing podgrup generujoce G. Za-
toimy, ze G; NG = {1} dla i # j. Pokazaé, iz wowczas G = H:el G,; wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1 jest
reprezentowana przez doktadnie jedno stowo.

Dowdd. Dowdd implikacji (=) jest oczywisty, skupimy sie na dowodzie implikacji (<). Zatézmy, ze 1 jest

reprezentowane przez dokladnie jedno stowo. Ustalmy a € G i niech (ay,...,a,) oraz (by,...,b,) beda

stowami zredukowanymi reprezentujacymi a. Niech a; € Gy, i € {1,...,n}, b; € Gy, j € {1,...,m}.

Poniewaz a = ay ...a, = by ... by, wigc stowo (b1, ..., T'al, ..., a,) reprezentuje 1 i wobec tego musi

by¢ redukowalne. Zatem a; = by. Postepujgc indukcyjnie otrzymujemy kolejno as = bs,...,a, = b, i

n=m. 0
Przyktad:

(1) Rozwazmy grupe S(3). Niech

(01 2 (0012
1=\ 102)77 021)
Niech Gy = (01), G2 = (02). Wowczas rodzina {Gy, G} generuje S(3), ale S(3) # Gy * Go.

Lemat 2.1. Niech (G,-) bedzie grupq, {G; : i € I} rodzing podgrup grupy G. Jezeli G = [[;c, G, to
wowczas spetniony jest nastepujocy warunek:
(EC) VH - grupa Vh; : G; — H— homomorfizmy h : G — H- homomorfizm Vi € I [h |g,= h;] .}

Dowdd. Pokazemy jednoznaczno$é stosownego homomorfizmu. Zatézmy, ze warunek (EC) jest spetniony.
Ustalmy @ € G i niech (ay,...,a,) reprezentuje a, a; € Gy,, i € {1,...,n}. Woéwczas

h(a) = h(ay) - ... h(a,) = hg,(a1) - ...« hy, (@),

Loxtension condition
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zatem h jest wyznaczony jednoznacznie przez hg,, ..., hg,, .
Pokazemy istnienie stosownego homomorfizmu. Zdefiniujmy odwzorowanie h : G — H wzorem

h(a) = hi(a1) - ... hg,(an), gdya#1l,a=ay...an,a; € Gy,,i € {1,...,n},
ER RS gdy a = 1.

Poniewaz reprezentacja a € G przez stowo zredukowane jest jednoznaczna, h jest dobrze zdefiniowane.
Pozostaje pokazaé, ze h jest homomorfizmem.
Dla stowa w = (ay,...,a,), a; € G, i € {1,...,n}, zdefiniujmy element ¢(w) € H warunkiem

P(w) = h,(ar) - .. - T, (an),
lub ¢(w) = 1 gdy w = 0. Niech w’ bedzie stowem otrzymanym z w poprzez dokonanie redukeji. Pokazemy,

ze ¢(w) = o(u).

Zatozmy, ze a; = 1. Wowczas w' = (a1, ..., a;-1,Git1,. .., ay). Poniewaz hy, (1) = 1, wiec
d(w) = hg,(ar) - .- hi(a;) <o g, (an) = hiy (a1) - ..o - g, (an) = d(w').
Zatézmy, ze a;, a; 1 € Gy,. Wowezas w' = (aq, ..., 6011, .- ., ay,). Poniewaz hg, (a;) by, (a;41) = hy, (a;a:41)

oraz hki+1 (ai)hkz‘-H (ai-i-l) = hki+1 (aiai+1)7 WIQC

G(w) = hry(ar) - - (@) (@iga) <o By (an) = sy (an) - B (@igiga) - B, (an) = G(w).

Jezeli w = (ay,...,a,) jest jakimkolwiek stowem reprezentujacym a, to h(a) = ¢(w). Ustalmy
a,b € G. Niech w = (aq,...,a,) reprezentuje a, za§ w' = (by,...,by,) reprezentuje b. Niech (w,w’) =
(@1, .., ap,b1,. .. by). Wowczas

h(ab) = ¢((w,w')) = d(w)p(w') = h(a)h(b).
0

Definicja 2.3. Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup. Jezeli G jest takq grupg a {h; : i € I} takq rodzing
monomorfizméw h; : G; — G, i € I, ze G = [[;c; hi(G;), to G nazywamy zewnetrznym iloczynem
wolnym grup {G; :i € I}.

Twierdzenie 2.1. Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup. Wéwczas istniejqg grupa G i rodzina homo-
morfizméw {h; : i € I}, h; : G; rightarrowG, i € I, takie, ze G = [[;c; hi(G;).

Dowdd. Zastepujac ewentualnie G; przez G; x {i} mozemy zatozy¢, ze G;NG; = 0, i # j. Ciag elementéw
(a1,...,a,) zbioru U;c;G; nazywamy stowem. Jezeli a; € Gy, i € {1,...,n}, to stowo (ai,...,a,)
nazywamy zredukowanym, o ile k; # k1,4 € {1,...,n—1} luba; # 1,7 € {1,...,n}. Niech W bedzie
zbiorem wszystkich stéw zredukowanych. Niech P(W) bedzie grupa bijekcji zbioru W. Dla ustalonego
a € G; \ {1}, dla pewnego i € I, zdefiniujmy odwzorowanie 7, : W — W wzorem:

(a)7 gdy w = @,

n)a gdy kl 7é iv
1

(a,ay,...,a
(aay,...,a,), gdy k; =ioraz a3 # a™ ",
(

Ta(w) =

Az, Qp), gdy k; =i oraz a; = a™},

gdzie w = (ay,...,a,) € W, a; € Gy,, i € {1,...,n}. Ponadto przyjmujemy
m(w) =w, dlaw e W.

Poniewaz 7, zawsze przeksztalca w na stowo zredukowane, wiec 7, jest dobrze okreslone. Pokazemy, ze
jesli a,b € G; oraz ¢ = ab, to m. = m, 0 ™.
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Jezeli @ = 1 lub b = 1, teza jest oczywista. Zaldézmy, ze a # 11 b # 1. Ustalmy w € W. Jezeli
w =0, to m(w) =b: gdy c =1, to b = a~! i wtedy m,m(0) = 0, a gdy ¢ # 1, to wtedy m,m(0) =
(ab) = (¢) = w.(0). Jezeli w # 0, to niech w = (aq,...,a,), a; € Gy,. Zalézmy, ze ki # i. Wowczas
mp(w) = (byay,...,a,): gdy ¢ =1, to b = a™! i wtedy mym(w) = (ay,...,a,) oraz m. = id, a gdy ¢ # 1,
to mamy(w) = (ab,ay,...,a,) = (c,ay,...,a,) = w.(w). Zatdzmy, ze ki = i oraz a; # b~'. Wowczas
mp(w) = (bay,ag, ..., a,): gdy aba; = 1, to momy(w) = (asg,...,a,) oraz m.(w) = (ag,...,a,), gdyz
cay = aba; = 1, a gdy aba; # 1, to mymy(w)(abay, ..., a,) = (cay,...,a,) = m.(w). Zatézmy, ze ky =i
oraz a; = b~'. Wowczas mp(w) = (ag, . . ., a,) oraz

Tamp(w) = (a,ag,...,a,) = (a(bay),as, ..., a,) = (cay, ..., a,) = m.(w).

Zauwazmy, ze 7, € P(W). Istotnie, niech b = a~!. Wowczas m, jest odwzorowaniem odwrotnym do
Ta, bo:

Ty 0 Ty = T = tdyy oraz m, o T, = M1 = idyy.

Zdefiniujmy odwzorowania h; : G; — P(W') wzorami h;(a) = m,. Zauwazmy, ze h; jest monomorfizmem
dla i € I. Istotnie, mamy h;(ab) = my, = 7, 0 m, = hi(a) o hy(b), wiec h; jest homomorfizmem. Ponadto,
gdy a # 1, to (D) = (a), wiec 7, # id, a zatem ker h; = {1}.

Niech G bedzie podgrupa grupy P(W) generowana przez grupy h;(G;), i € I. Pozostaje wykazaé, ze
G = [Iic; hi(G;). Pokazemy najpierw, ze hi(G;) Nh;(G;) = {idw}, gdy i # j. Ustalmy a € G;, b € G, i
niech 7, # idy oraz m, = idy. Woéwczas m,(0) = (a) oraz m,(0) = (b), wiec 7, # .

Niech w' = (74, ..., T,,) bedzie niepustym zredukowanym stowem w grupach {h;(G;) : i € I}, niech
a; € Gy,, i € {1,...,n}. Wowczas k; # kip1,i€ {1,...,n—1} oraz a; # 1,7 € {1,...,n}. Mamy:

Tay (Taz (- - - (Ta,, (0)))) = (as, - .., an)
wiec element reprezentowany przez w’ nie jest jedynka w P(W), a zatem wobec Uwagi 2.2 otrzymujemy
teze. O

Twierdzenie 2.2. Niech {G; : i € I} bedzie rodzing grup, H pewng grupq, niech {¢; : G; — H : i € I}
bedzie rodzing homomorfizméw grup. Woéwczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm ¢ : [i., Gi = H
taki, ze

poui= i

dla i € I. Innymi stowy, nastepujgcy diagram jest przemienny:

* ¢
HieIGi__>H

A

G;
Ponadto jesli grupa G ma powyzszq wtasnosé, to wowczas G = H:EZ G;.

Dowdd. Istnienie i jednoznacznosé homomorfizmu ¢ wynika z Lematu 2.1. Pokazemy, ze jesli G i G’
sa grupami, ktére wraz z rodzinami monomorfizméw ¢; : G; — G i, : G; — G’ spehiaja wlasnos¢
uniwersalng wypowiedziana w twierdzeniu, to istnieje izomorfizm f : G — G’ taki, ze f o¢; = (), dla
1€ 1.

Istotnie, stosujac wlasnosé uniwersalng dla grupy G, otrzymujemy istnienie homomorfizmu f : G — G’
takiego, ze f o1; = (), dla ¢ € I, za$ stosujac wtasno$¢ uniwersalna do grupy G’ otrzymujemy istnienie
homomorfizmu ¢ : G' — G takiego, ze go, = 1;, dlai € I. Tym samym go fou; = 1; oraz fogou, =i,
dla i € I. Poniewaz ¢; oraz (¢, sa monomorfizmami, wiec f o g = idg oraz go f = idg 1 tym samym f
jest izomorfizmem.
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Na odwrdét, niech G bedzie grupa, ktéra wraz z rodzing monomorfizmoéow ¢; : G; — G, i € I, spelnia
wlasnosé¢ uniwersalna. Wobec Twierdzenia ?7 istnieje grupa G’ i rodzina monomorfizméw ¢, : G; — G
takie, ze G' = [[;; t;(G;). Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia istnieje izomorfizm f : G — G’
taki, ze fou =, dlai € I, a zatem G jest iloczynem wolnym rodziny grup {G; : i € I}. O



