1. ZESTAW ZADAN 4: PRODUKTY GRUP. PRODUKTY I KOPRODUKTY GRUP ABELOWYCH.

(1)

(4)

PRODUKTY I KOPRODUKTY MODULOW.

Niech {G; : i € I} bedzie rodzina (mozliwie nieskoriczona) grup, niech

[[Gi={f:1={JGi:f(i) Gy}

i€l el
bedzie produktem kartezjanskim rodziny zbiorow {G; : i € I}. Jezeli f,g € [[,.; Gi, to iloczyn
f - g definiujemy jako funkcje f-g: I — Uiel G; dang wzorem

feg(i) = f(i)g(i).
Pokaza¢, ze ([[,c; Gi,-) jest grupa, ktéra nazywamy iloczynem prostym zewnetrznym.
Ponadto definiujemy odwzorowania m; : Hie ; Gi — G wzorem
’/Ti(a> = a@)a

dla ¢ € I. Pokaza¢, ze m;, © € I, sg dobrze okreslonymi epimorfizmami grup, ktore nazywamy

epimorfizmami kanonicznymi.
Niech {G; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoficzong) grup, niech

[[Gi={r:1-|]JGi:ft)eG}
iel il

bedzie produktem kartezjanskim rodziny zbiorow {G; : i € I}. W zbiorze [][,.; G; rozpatrzmy

podzbidr

il

H“’Gi ={f¢e H Gi: f(i) = 1g, dla prawie wszystkich i € I}.
i€l iel
Hoczyn f - g, dla f,g € [[;¢; Gi definiujemy jak w grupie [],.; G;. Pokaza¢, ze ([[;c; G, ") jest
grupa, ktéora nazywamy stabym iloczynem prostym zewnetrznym. W przypadku, gdy grupy
G, i € I, sy abelowe, piszemy na ogét [ [,.; Gy, aw przypadku, gdy G;, i € I, sa abelowe i zapisane
w notacji addytywnej, piszemy na ogét > ., Gi.
Ponadto definiujemy odwzorowania ¢; : G; — H;UE ; G wzorem

i a,  gdyj=i,
mi(a) =, gdzie a(j) = o,
1Gj7 gdy J 7& 2
dla ¢ € I. Pokazaé, ze 1;, © € I, sg dobrze okreslonymi monomorfizmami grup, ktére nazywamy
monomorfizmami kanonicznymi.
Niech (G, -) bedzie grupa, niech {H; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskoniczona) podgrup
normalnych grup G. Pokazaé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
(a) G = IIic; Gi,

(b) kazdy element g € G\ {1} ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
g = hilhig e hin,
gdzie iy, ..., 1, sa réznymi elementami zbioru I oraz h;, # 1, k € {1,...,n}.
Niech (G, -) bedzie grupa, niech {H; : i € I} bedzie rodzing (mozliwie nieskonczona) podgrup
normalnych grup G. Woweczas, jezeli
(a) G = (U,e; Hi) oraz
(b) dia kaidego k € I, Ny O (Ujer, gy H: -
1



to G = Hzﬂe[ Hz
(5) Niech {G; : i € I} bedzie rodzina grup, H pewna grupa, niech {¢;, : H — G; : i € I} bedzie
rodzing homomorfizméw grup. Pokazaé, ze wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ :
H — T],¢; Gi taki, ze
™; O ¢ = ¢i7
dla i € I. Ponadto pokaza¢, ze jedli grupa G ma powyzsza wlasnosc, to wowcezas G =[], G;.
(6) Niech {G; : i € I} bedzie rodzina grup abelowych, H pewna grupa abelowa, niech {¢; : G; —
H : 1 € I} bedzie rodzing homomorfizméw grup. Pokazaé, ze wéwcezas istnieje doktadnie jeden
homomorfizm ¢ : [[,., Gi — H taki, ze

¢ oL = ¢,

dla ¢ € I. Ponadto pokazaé, ze jesli grupa abelowa G ma powyzsza wlasnosé, to wowczas G =2
Hiel Gi.

(7) Pokazaé, ze powyzsze twierdzenie jest falszywe, jesli rozwazane grupy nie sa abelowe (wskazéwka:
wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku rodziny dwéch grup nieabelowych).

(8) Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzina (mozliwie nieskorficzona) lewych
R-moduléw, niech [[,.; M; bedzie produktem rodziny grup abelowych {M; :i € I}. Jezelia € R

oraz m € [[,.; M;, to iloczyn a - m definiujemy jako funkcje a-m : I — J,c; M; dang wzorem

a-m(i) = am(i).

Pokaza¢, ze ([[,c; M, ) jest lewym R-modutem, ktéry nazywamy produktem modutéw.

Ponadto definiujemy odwzorowania 7; : Hie ; M; — M; wzorem
Wl(m) = m<2)7

dla i € I. Pokazaé, ze m;, © € I, sa dobrze okreslonymi epimorfizmami modutéw, ktére nazywamy
epimorfizmami kanonicznymi.
(9) Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : ¢ € I} bedzie rodzina (mozliwie nieskonczona) lewych
R-modutéw, niech )., M; bedzie koproduktem rodziny grup abelowych {M; : i € I}. Jezeli
a € Rorazm € ) ., M;, to iloczyn a - m definiujemy jako funkcje a-m : I — |J,c; M; dang
wzorem
a-m(i) = am(i).

Pokaza¢, ze (D,.; M;,-) jest lewym R-modutem, ktéry nazywamy koproduktem (lub sumg)
moduléw.
Ponadto definiujemy odwzorowania ¢; : M; — >

w
ie1 M; wzorem
m,  gdy j =1,

ti(m) =m, gdzie m(j) = {OM- ody j # i

dla v € I. Pokazac, ze 1;, i € I, sa dobrze okreslonymi monomorfizmami modutéw, ktore nazy-
wamy monomorfizmami kanonicznymi.

(10) Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing lewych R-modutéw, N pewnym
lewym R-modutem, niech {¢; : N — M, : i € I} bedzie rodzina homomorfizméw modutéw.
Pokazaé, ze wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : N — [[..; M; taki, ze

T 0 ¢ = ¢,

iel



dla 7 € I. Innymi stowy, nastepujacy diagram jest przemienny:

¢
N__>HieIMi

N

M;
Ponadto pokaza¢, ze jesli modul M ma powyzsza wlasnos¢, to wowezas M = [[.., M;.
(11) Niech R bedzie pierscieniem, niech {M; : i € I} bedzie rodzing lewych R-moduléw, N pewnym
lewym R-modutem, niech {¢; : M; — N : i € I} bedzie rodzina homomorfizméw modutéw.
Pokazaé, ze wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : > ., M; — N taki, ze

¢ oL = ¢,

dla 7 € I. Innymi stowy, nastepujacy diagram jest przemienny:

el

¢
Zie[ M;--=N
e
M;

Ponadto pokaza¢, ze jesli modut M ma powyzsza wlasnosé, to wowczas M = Y. M;.
Zadanie domowe: zadania 7, 10 i 11 nalezy rozwiaza¢ na nastepne zajecia.



