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5. WYKEAD 5: ROZSZCZEPIALNE CIAGI DOKELADNE.

Definicja 5.1. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem. Podmodut N modutu M nazywamy
sktadnikiem prostym, jezeli M = N & K dla pewnego podmodutu K.
Cligg doktadny

0—>M1i>Mgi>M3—>0

nazywamy ciggiem rozszczepialnym, gdy podmodut im f jest skliadnikiem prostym M.

Twierdzenie 5.1. Niech R bedzie piersScieniem, niech cigg

0—)M11>M2i>M3—)0
bedzie doktadny. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) cigg 0 — M, ER My 2 My — 0 jest rozszczepialny,

(2) istnieje homomorfizm f : My — M, taki, ze fo f = idy,,
(3) istnieje homomorfizm g : M3 — My taki, Ze g o G = idyy,.

Dowdéd. (1) = (2): zatdézmy, ze My = im f & Ny dla pewnego podmodutu N,. Wowczas, poniewaz f jest
roznowarto$ciowy, dowolny mo € My mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
mse = f(my) + ne, dla pewnych m; € My, ny € Ns.

Zdefiniujmy odwzorowanie Z : My — M,y wzorem F(f(my) +ngy) = my. Bez trudu sprawdzamy, ze f jest
homomorfizmem. Ponadto fo f(mi) = f(f(m1)) =mi. _
(2) = (3): zalézmy, ze f : My — M jest takim homomorfizmem, ze f o f = idy,. Odwzorowanie

tdy, — fo f i My — My jest homomorfizmem. Ponadto:
(idyy —fof)of=f—fofof=f—f=0um

i tym samym diagram

l 0 lidMQ —fof

0 0 M, M, 0

id Moy

jest przemienny, a jego wiersze sa ciggami doktadnymi. Wobec Twierdzenia 3.2 istnieje homomorfizm
G : My — M, taki, ze gog = idyy o (idy, — fo f). Zatem gogog = g—go fof = g, gdyz
ciag 0 — M, g My 2 My — 0 jest doktadny i stad go f = Ops,. Skoro zas ¢ jest epimorfizmem, to
gog=id,.

(3) = (1): zaltézmy, ze g : M3 — M, jest takim homomorfizmem, ze g o § = idy;,. Wowcezas dla
my € My mamy:

9(m2 —g(g(m2))) = g(ma2) — g(mz) = O,

zatem mo — G(g(ms)) € ker g = im f. Wobec tego My = im f + img. Ustalmy my € im f Nimg. Wtedy
my = f(my) = g(ms) dla pewnych my € M, ms € M;z. Wobec tego g(ms) = g(g(ms)) = g(f(mq)). Ale
9(g(ms)) = mg oraz g o f = Oy, wiec mz = 0. Stad mo = 0, a zatem My =im f G im7. O

Twierdzenie 5.2. Niech R bedzie pierscieniem. Cigg

0—)M11>M2i>M3—>0
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jest rozszezepialnym ciggiem dokladnym wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg homomorfizmy f : My — M,
oraz g : M3y — M, takie, Ze

(1) f o f = Z'dle_g Og = ’L.dM3;

(2) goi:OM;g} fOEZOMI,

(3) fof+gog=idy,

Dowdéd. (=): zatézmy, ze 0 — M, ER My 2 Ms — 0 jest rozszezepialnym ciggiem doktadnym. Wobec
tego go f = 0pz,. Wobec Twierdzenia 5.1 istnieja f: My — M, oraz g : Ms — M, takie, ze spelniony jest
warunek (1) twierdzenia. Z dowodu implikacji (2) = (3) Twierdzenia 5.1 wynika, ze gogog = g—go fo f,
wiec g =go (fo f+gog)iskoro g jest surjekcja, to spetniony jest warunek (3). Wobec tego:
f=Ffoidy,=fo(fof+Tgog)=f+fogoy,

wiec fogog=0. Jednak poniewaz g jest surjekcja, wiec f o g = Oxy,.

(«): zalézmy, ze istnieja homomorfizmy f : My — M, oraz g : My — M, takie, ze spetnione sg warunki
(1) — (3). Wobec warunku (1) f jest monomorfizmem, a g jest epimorfizmem. Poniewaz g o f = 0Oy,
wiec ker g D im f. Ponadto, gdy ms € ker g, to wobec warunku (3):

my = f(f(m2)) +g(g(m2)) = f o f(ma),

wiec mo € im f i tym samym ker g = im f. Zatem ciag

0— M LMy % My —0
jest doktadny i rozszczepialny na podstawie Twierdzenia 5.1. O
Whniosek 5.1. Niech R bedzie pierscieniem, M, My, ..., M, lewymi R-modutami. Wowczas M = My &
.. B M, wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg homomorfizmy f; - M; — M oraz g; : M — M; takie, Ze
(1) gio fi =idp,, dlai € {1,...,n},
(2) giofj - OMw dla Z7.] € {17"‘7n}7 Z%j;
(3) fiogi+ ...+ fnogn =idy.

Dowdd. (=): zalézmy, ze M = My & ... ® M,. Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowania f; : M; — M
dane wzorem
fz(mz) = My, dla m; € Mzal S {]'7 s 7”}7
oraz g; : M — M; dane wzorem
g(mi+...4mi+...4my)=m;, dlam=my+...+m;+...+m, € M,i€{l,...,n},

spetniaja warunki (1) — (3).

(«<): zalézmy, ze istnieja homomorfizmy f; : M; — M oraz g; : M — M, speliajace warunki (1) —
(3). Dla ustalonego ig € {1,...,n} rozwazmy ciag

g1+ +Gig—1+gig+1+---+9gn

0 M, o M Mi®...8 My & M1 ®...80 M, — 0
oraz odwzorowanie f1 +...+ fi,-1+ fiox1+-- -+ o : M1 ® ... &My 1 D M;y11®...® M, — M. Wobec
zaloze1, gj, o fi, = idy, . Ponadto
(14 FGig1+ Gigrr Tt gn) o (frt+ oo+ figr + figrr + oo+ f)
(my+ ... +mjg_1 +mig1 + ... +my)
= g10 film1) + ...+ Gig—1 © fig—1(Mig—1) + Gig+1 © fig+1(Mig+1) + - + gn © fr(man)
= Mmyi+...+Mjp—1+Myg41 + ... + My
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Wobec zatozenia, g;, o (fi + ...+ fio—1 + figr1+ .-+ fn) = OMiO' Ponadto

(91 + -+ Gig—1 + Gigr1 + -+ Gn) © fiy = Ortyo.@ntiy 10Mi 1. 0M, -

Na koniec
fioogio+ (fit o+ fiomr + fiorr T+ fa) o (g1 + o+ Gig—1 + Gigw1 + - - + gn) = idy.
Wobec Twierdzenia 5.1 omawiany ciag jest rozszczepialnym ciagiem dokladnym, a wiec f; (M;,) jest
sktadnikiem prostym M. Poniewaz g;, o fi, = idn, , Wiec f;, jest injekcja. Tym samym M; @ ... & M, =
(M) @ ... @ fu(M,) = M. 0
Whniosek 5.2. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem, N podmodutem modulu N, a k :
M — M/N epimorfizmem kanonicznym danym wzorem
k(m) =m+ N.
Wowczas N jest skladnikiem prostym M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm h : M/N — M
taki, ze koh = ZdM/N
Dowdd. Wobec Twierdzenia 5.1 modut N = imidy jest sktadnikiem prostym M wtedy i tylko wtedy,
gdy cigg doktadny
0— N M5 M/N =0
jest rozszczepialny, a wiec gdy istnieje homomorfizm h : M/N — M taki, ze ko h = idyn. U



