1. WYKEAD 1: POJECIE MODULU. PODMODULY. PODMODULY GENEROWANE PRZEZ ZBIOR.

Definicja 1.1. Niech R bedzie pierscieniem, M addytywng grupg przemienng. M nazywamy lewym R-
modutem, jezeli na M okreslone jest dzialanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R - : R x M — M
takie, Ze

(1) Ya € RYmy,ms € M|a(my + mg) = amy + ams),

(2) Vai,ay € RYm € M[(a1 + az)m = aym + aam),

(3) Vai,ay € RYm € M[(ajaz)m = ai(aam)].
Jezeli R jest piersScieniem z jedynkq i spetniony jest dodatkowo warunek

(4) Ym € M(1m =m),
to M nazywamy lewym unitarnym R-modulem. W analogiczny sposéb definiujemy prawy R-modut
¢ prawy unitarny R-modul.

Uwaga 1.1. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym unitarnym R-modutem. Wowczas:
(1) Yay,ay € RYm € M[(a; — ag)m = aym — agm),
(2) Ym € M(0m = 0).

Jezeli R jest pierscieniem z jedynkq, a M lewym unitarnym R-modutem, to
(3) Vm € M[(—1)m = —m)].

Dowdd. (1) Ustalmy ay,as € R, m € M. Woéwczas (a1 — ag)m + agm = (a; — az + az)m = aym.
(2) Wynika z (1) dla a; = ag = 1.
(3) Wynika z (1) dla a; =0, as = 1.
U

Uwaga 1.2. Niech R bedzie pierscieniem, M addytywng grupg przemienng. Wowczas M jest lewym
R-modutem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm pierscieni ¢ : R — EndM .

Dowdd. (=): Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : R — EndM wzorem

6(a)(m) = am.
7 tatwodcig sprawdzamy, ze wowczas ¢ jest homomorfizmem.
(«<): Zdefiniujmy dziatanie - : R x M — M wzorem

a-m = ¢(a)(m).
7 tatwodcig sprawdzamy, ze wowczas M jest lewym R-modutem. 0

Przyktady:

(1) Niech F bedzie cialem, V' przestrzenia wektorowa nad ciatem F. Wéwcezas V' jest lewym unitar-
nym F-modutem.

) Niech A bedzie addytywna grupa abelowa. Wéwcezas A jest lewym unitarnym Z-modutem.

) Niech R bedzie pierscieniem, I ideatem lewostronnym w R. Wowczas [ jest lewym R-modutem.

) Niech R bedzie pierscieniem. Wowczas R jest lewym R-modutem.

) Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad cialem F', niech 7 € EndV, niech ¢ : F|x] — EndV
bedzie dane wzorem ¢(f) = f(7). Woéwezas V jest lewym unitarnym F'[x]-modutem.
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Definicja 1.2. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem. Podzbiéor N zbioru M nazywamy

podmodutem modutu M, gdy (N,- [rxn) jest lewym R-modulem. Oznaczamy N < M.
Przyktady:



(6) Niech F bedzie cialem, V' przestrzenia wektorowa nad ciatem F, W podprzestrzenia przestrzeni
V. Wowczas W jest podmodutem V.

(7) Niech A bedzie addytywna grupa abelowa, B podgrupa grupy A. Wéwczas B jest podmodutem
A.

(8) Niech R bedzie pierécieniem, I ideatem lewostronnym w R. Wéwezas I jest podmodutem modutu
R.

(9) Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F'| niech 7 € EndV', niech W bedzie podprze-
strzenig T-niezmiennicza przestrzeni V. Wéwcezas W jest podmodutem F[x]-modutu V.

(10) Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem, I idealem lewostronnym R. Wéwczas [ M =

{aymi + ...+ aympy:a; € I,m; € M} < M.

Twierdzenie 1.1. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem, R = {N; : i € I} rodzing
podmodutow modutu M. Wowczas:

(1) MNier Ni jest podmodutem modutu M,

(2) U,er Ni jest podmodutem modutu M, o ile R jest taricuchem.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwigzku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Definicja 1.3. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modulem oraz A C G pewnym zbiorem. Naj-
mniejszy w sensie inkluzji podmodut modutu M zawierajgcy zbior A (tj. przekréj wszystkich podmodutow
modulu M zawierajgcych A) nazywamy podmodulem generowanym przez A i oznaczamy (A).

Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (A) = M nazywamy zbiorem generatoréw modulu M. Jesli
A=Aay,...,a,} to oznaczamy

(ay,...,a,) = (A).

Méwimy, Ze modul jest skonczenie generowany (odpowiednio, cykliczny ), gdy istnieje skoriczony
(odpowiednio, jednoelementowy) zbidr jego generatorow.

Twierdzenie 1.2 (o postaci elementéw podmodutu generowanego przez zbior). Niech R bedzie pier-
scieniem, M lewym R-modulem oraz A C G pewnym zbiorem. Wowczas

(A) ={ria1 + ... +rpa, + k1bi + ... + kpby :n,m € Nr; € Rya;,b; € A k; € Z}.
Jezeli R jest pierScieniem z jedynkq, a M unitarnym R-modutem, to wowczas:
(A) ={ra1 +...+rpa,:neN,r; € R,a; € A}.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-

wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Przyktady:

(11) Niech F' bedzie ciatem, V' przestrzenia wektorowa nad cialem F. Kazda podprzestrzen jednowy-
miarowa jest podmodutem cyklicznym. Kazda podprzestrzen skonczeniewymiarowa jest podmo-
dutem skoniczenie generowanym.

(12) Niech A bedzie addytywna grupa abelowa. Kazda podgrupa cykliczna jest podmodutem cyklicz-
nym.

(13) Niech R bedzie pierécieniem. Kazdy ideat glowny jest podmodutem cyklicznym.

(14) Niech V bedzie skonczeniewymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem F'| niech 7 € EndV.
Wowcezas F[z]-modul V jest skoniczenie generowany.

Definicja 1.4. Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, Ny, No < M. Podmodut (N1 U Ny)
nazywamy suma algebraiczng N; ¢ Ny ¢ oznaczamy Ny + Ns.
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Twierdzenie 1.3 (o postaci elementéw sumy algebraicznej podmoduléw). Niech R bedzie pierscieniem,
M lewym R-modutem, Ny, Ny < M. Wowczas:

N1+N2:{n1+n22n1 € Ni,ny € NQ}

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 1.4 (Dedekinda). Niech R bedzie pierscieniem, M lewym R-modutem, K,L,N < M i
niech K O L. Wowczas
KN(L+N)=L+KnNN.

Dowdd. Inkluzja (D) jest oczywista, skupmy sie na dowodzie inkluzji (C). Ustalmy x € K N (L + N).
Poniewaz w szczegélnosci x € L+ N, wiec z =y + z dlapewnychy € L, 2 € N. Stad 2z =z —y € K,
skoroz € Korazy € L C K. Zatem z € KN N itymsamym z € L+ KN N. U



