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6. Wyk≥ad 6: Dowody normalne. Normalizacja. D≥ugie dowody normalne.

6.1. Dowody normalne. Zauwaøyliúmy, øe dowody zawierajπce ”objazd”, a wiÍc regu≥Í wprowadzania,
która bezpoúrednio poprzedza odpowiadajπcπ jej regu≥Í eliminacji, moøe byÊ zamieniony na inny dowód
po zastosowaniu lokalnej redukcji. Okazuje siÍ, øe dla kaødego dowodu osπdu Atrue istnieje ciπg lokal-
nych redukcji, który prowadzi do innego dowodu Atrue nie zawierajπcego takich ”objazdów” (mowa o
twierdzeniu normalizacyjnym). Dowód otrzymany w rezultacie zastosowania takiej procedury nazywamy
dowodem normalnym. Dowód normalny jest zatem moøliwie najbardziej bezpoúrednim dowodem, ja-
ko øe kaøde zastosowanie ”objazdu” moøe byÊ interpretowane jako przyk≥ad rozumowania, które nie jest
bezpoúrednie. Ponadto dowód taki jest w pewnym sensie (niezaleønym od wielkoúci jego syntaktycznej
reprezentacji) minimalny, nie redukuje siÍ bowiem do innego dowodu.
Jako øe dowód normalny nie zawiera ”objazdu”, moøna go zapisaÊ w nastÍpujπcej postaci, gdzie
zapisywane od góry do do≥u regu≥y eliminacji spotykajπ siÍ w úrodku z zapisywanymi od do≥u do góry
regu≥ami wprowadzania:

A1true
x1

. . . A
n

true
xn

# # #
regu≥y eliminacji
# #

#
"

" "
regu≥y wprowadzania

" " "
Ctrue

Tym samym struktura dowodu normalnego odpowiada naszej intuicji budowania dowodu poprzez kolej-
ne zastosowania regu≥ wprowadzania od do≥u do góry, dodania nowych hipotez, a nastÍpnie kolejnego
zastosowania regu≥ eliminacji od góry do do≥u, startujπc od hipotez. Oto przyk≥ad dowodu normalnego
osπdu (A ^ B) ! (B ^ A)true:

A ^ Btrue
x

^ERBtrue
A ^Btrue

x

^ELAtrue ^I
B ^ Atrue ! Ix

(A ^ B) ! (B ^ A)true
Dla kontrastu nastÍpujπcy dowód (A^B) ! (B ^A)true nie jest normalny, zawiera bowiem ”objazdy”:

A ^ Btrue
x

^ELAtrue
A ^ Btrue

x

^ERBtrue ^I (”objazd”)
A ^Btrue ^ERBtrue

A ^ Btrue
x

^ELAtrue
A ^Btrue

x

^ERBtrue ^I (”objazd”)
A ^ Btrue ^ERAtrue ^I

B ^ Atrue ! Ix
(A ^ B) ! (B ^ A)true

Dowody normalne sπ trudnym do przecenienia narzÍdziem w studiowaniu logiki z uwagi na ich w≥asno-
úci niesprzecznoúci i zupe≥noúci: osπd Atrue zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowód normalny
Atrue. W≥asnoúÊ niesprzecznoúci jest tu spe≥niona trywialnie, jako øe dowód normalny jest tylko dowo-
dem w pewnej szczególnej postaci. W≥asnoúÊ zupe≥noúci (orzekajπza, iø kaødy dowód ma odpowiadajπcy
mu dowód normalny) pociπga za sobπ dwie waøne konsekwencje. Po pierwsze, aby udowodniÊ Atrue,
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wystarczy znaleüÊ dowód normalny. Dowodzπc Atrue bezpiecznie jest, na przyk≥ad, pominπÊ dowody
nastÍpujπcej postaci, które nie mogπ byÊ dowodami normalnymi:

...
B ! Atrue

...
Btrue

! E
Atrue

Innymi s≥owy, wystarczy, øe skupimy siÍ na moøliwie najbardziej bezpoúrednim dowodzie zamiast na
dowodzie mniej bezpoúrednim, który, na przyk≥ad tak jak powyøszy dowód, wprowadza dodatkowe zdanie
B. Po drugie, chcπc odrzuciÊ osπd Atrue, wystarczy spróbowaÊ zbudowaÊ jego dowód normalny (próbujπc
na zmianÍ stosowaÊ od do≥u do góry regu≥y wprowadzania i od góry do do≥u regu≥y eliminacji) i pokazaÊ,
øe proces konstrukcji zacina siÍ lub nie moøe siÍ zakoÒczyÊ.

Zadanie 11. PodaÊ nieformalne uzasadnienie dlaczego osπd ¬¬A ! Atrue nie jest dowodliwy.

Chcπc sformalizowaÊ to, co powyøej, wprowadzamy dwa nowe rodzaje osπdów: osπdy neutralne A #
oraz osπdy normalne A ". Osπd neutralny A # zostaje udowodniony za pomocπ dowodu neutralnego
osπdu Atrue, który jest albo hipotezπ, albo regu≥π eliminacji zastosowanπ do innego dowodu neutralne-
go, podczas gdy osπd normalny A " zostaje udowodniony za pomocπ dowodu normalnego osπdu Atrue,
który jest albo innym osπdem neutralnym, albo regu≥π wprowadzenia zastosowanπ do innego dowodu
normalnego. Tym samym kierunek strza≥ki w kaødym z osπdów zgadza siÍ z kierunkiem, w jakim po-
winien byÊ konstruowany dowód. W szczególnoúci bÍdziemy wykorzystywaÊ istniejπcy osπd neutralny
A # celem wydedukowania innego osπdu poprzez zadecydowanie, którπ regu≥Í eliminacji moøna zasto-
sowaÊ; tym samym konstrukcja dowodu z osπdu neutralnego zawsze odbywa siÍ od góry do do≥u (#).
Dla osπdu normalnego A " którego dowód jeszcze nie jest kompletny, bÍdziemy decydowaÊ, którπ regu≥Í
wprowadzania musimy zastosowaÊ celem jego wydedukowania; tym samym konstrukcja dowodu z osπdu
normalnego zawsze odbywa siÍ od do≥u do góry ("). Gdy osπd neutralny A # ”spotka siÍ” z osπdem
normalnym A " w úrodku, konstrukcja dowodu jest zakoÒczona.
Regu≥y wnioskowania dla osπdów neutralnych i normalnych sπ nastÍpujπce:

A #x
...

B "
A ! B

! Ix"
A ! B # A "

B #
! E#

A " B "
A ^B "

^ I"
A ^ B #
A #

^ E
L#

A ^B #
B #

^ E
R#

A "
A _ B "

_ I
L"

B "
A _ B "

_ I
R"

A _B #
A #x
...

C "

B #y
...

C "
C "

_ Ex,y

"

> "
>I"

? #
C "

?E"
A #
A "

#"

A #x
...

? "
¬A "

¬Ix"
¬A # A "

? #
¬E#

Regu≥a #", zwana regu≥π przymuszania, orzeka, iø kaødy dowód neutralny jest normalny, zaú typowa
konstrukcja dowodu normalnego koÒczy siÍ zastosowaniem regu≥y #". Wszystkie pozosta≥e regu≥y sπ
zaprojektowane zgodnie z naszπ intuicjπ dotyczπcπ budowy moøliwie najbardziej bezpoúrednich dowodów
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i tym samym najwygodniej jest je czytaÊ zgodnie ze zwrotem strza≥ki w kaødym z osπdów. Na przyk≥ad,
za≥óømy, øe chcielibyúmy zbudowaÊ (") nowy dowód A ! Btrue:

...
A ! B "

Chcπc zbudowaÊ moøliwie najprostszy dowód A ! Btrue, zaczynamy od postawienia hipotezy Atrue,
która nastÍpnie bÍdzie wykorzystywana (#) w dedukcji kolejnego osπdu:

A #
...

A ! B "
W dalszym ciπgu bÍdziemy próbowali zbudowaÊ (") dowód Btrue, a wiÍc dok≥adnie to, co wyraøa regu≥a
! I":

A #
...

B "
A ! B "

Jako kolejny przyk≥ad przypuúÊmy, øe chcielibyúmy wykorzystaÊ (#) istniejπcy dowód osπdu A !
Btrue :

A ! B #
...

Chcπc wykorzystaÊ go w moøliwie najbardziej bezpoúredni sposób, potrzebny nam bÍdzie dowód Atrue,
którego na tym etapie nie mamy do dyspozycji. Wobec tego najpierw budujemy (") nowy dowód Atrue:

A ! B # A "
...

Dowód Atrue umoøliwia nam teraz wywnioskowanie Btrue. Jako øe mamy teraz do dyspozycji dowód
Btrue gotowy do uøycia przy dedukowaniu innego osπdu, klasyfikujemy go jako osπd neutralny, co jest
dok≥adnie tym, co wyraøa regu≥a ! E#:

A ! B # A !
B #

Zadanie 12. Przeanalizuj wszystkie pozosta≥e regu≥y w podobny sposób. Zauwaø, øe regu≥a _E" wypro-
wadza osπd normalny C " poprzez zastosowanie regu≥y eliminacji, tym samym przeczπc naszej intuicji
dotyczπcej osπdów normalnych, zgodnie z którπ osπd normalny powinien byÊ albo osπdem neutralnym,
albo regu≥π wprowadzania zastosowanπ do innego osπdu normalnego. Istota dowodu C " jest jakkolwiek do
odczytania nie w zastosowaniu regu≥y _E", ale w dwóch przes≥ankach pozwalajπcych wydedukowaÊ C ".
Tym samym regu≥a _E" w dalszym ciπgu przystaje do naszej intuicji dotyczπcej osπdów normalnych.
Regu≥y >I" oraz ?E" otrzymujemy jako zerowe przypadki regu≥ ^I" oraz _E", odpowiednio.

Podane powyøej regu≥y sπ zaprojektowane w taki sposób, aby dowód neutralnego lub normalnego
osπdu nie zawiera≥ øadnych ”objazdów”. Zauwaømy po pierwsze, øe øaden dowód osπdu neutralnego
nie koÒczy siÍ zastosowaniem regu≥y wprowadzania (porównaj regu≥y ! E#, ^EL#, ^ER#). NastÍpnie
zauwaømy, øe g≥ównπ przes≥ankπ w kaødej z regu≥ eliminacji jest osπd neutralny (na przyk≥ad A ! B #
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w regule ! E#), o którym z kolei pokazaliúmy, øe nie koÒczy siÍ regu≥π wprowadzania i tym samym nie
moøe prowadziÊ do moøliwego ”objazdu”.
Jako przyk≥πd pokaøemy, øe podany wczeúniej dowód osπdu (A ^ B) ! (B ^ A)true jest istotnie
dowodem normalnym, przepisujπc go w tym celu z zastosowaniem osπdów neutralnych i normalnych;
oznaczymy kaødy z osπdów w dowodzie przez " lub przez # i sprawdzimy, øe nie powoduje to konfliktów
w oznaczeniach:

A ^ B #x ^E
R#

B # #"
B "

A ^B #x ^E
L#

A # #"
A " ^I"

B ^ A " ! Ix"(A ^B) ! (B ^ A) "
Zauwaømy, øe nie da siÍ oznaczyÊ ”objazdu” za pomocπ strza≥ek # lub ":

A " B "
A ^ B "? #? ^ I"

A #
^ E

L#

A #x
...

B "
A ! B "? #? ! Ix"A "

B #
! E#

A "
A _ B "? #? _ I

L"

A #x
...

C "

B #y
...

C "
C "

_ Ex,y

"

Jako kolejny przyk≥ad pokaøemy, øe nie istnieje dowód A _ ¬A ", gdzie A jest dowolnym zdaniem:

tu siÍ zatniemy
A "

A _ ¬A "
_ I

L"

A #x

tu siÍ zatniemy
...

tu siÍ zatniemy
? "
¬A " ! Ix"

A _ ¬A "
_ I

R"

W szczególnoúci A_¬Atrue nie jest dowodliwy w logice konstruktywistycznej, aczkolwiek jest to tauto-
logia w logice klasycznej.
Regu≥y wnioskowania dla osπdów neutralnych i normalnych z uøyciem osπdów hipotetycznych �# ` A "
oraz �# ` A #, gdzie �# = {A #: A 2 �} jest zbiorem osπdów neutralnych i gdzie regu≥a wymiany jest
wbudowana, sπ nastÍpujπce:

�#, A #` A #
Hyp#

�#, A #` B "
�# ` A ! B

! I"
�# ` A ! B # �# ` A "

�# ` B #
! E#

�# ` A " �# ` B "
�# ` A ^ B "

^ I"
�# ` A ^ B #
�# ` A #

^ E
L#

�# ` A ^ B #
�# ` B #

^ E
R#

�# ` A "
�# ` A _ B "

_ I
L"

�# ` B "
�# ` A _ B "

_ I
R"

�# ` A _ B # �#, A #` C " �#, B #` C "
�# ` C "

_ E"

�# ` > "
>I"

�# ` ? #
�# ` C "

?E"
�# ` A #
�# ` A "

#"
�#, A #` ? "
�# ` ¬A "

¬I"
�# ` ¬A # �# ` A "

�# ` ? #
¬E#
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Zasady os≥abiania i úciπgania formu≥ujemy tak, jak siÍ tego moøna spodziewaÊ. Jako øe system bazuje
na osπdach hipotetycznych, spe≥nia teø zasadÍ podstawiania.
Twierdzenie 9 (w≥asnoúci strukturalne).

(1) (Os≥abianie). Jeøeli �# ` C #, to wówczas �#, A #` C #.
Jeøeli �# ` C ", to wówczas �#, A #` C ".

(2) (åciπganie). Jeøeli �#, A #, A #` C #, to wówczas �#, A #` C #.
Jeøeli �#, A #, A #` C ", to wówczas �#, A #` C ".

Twierdzenie 10. (Podstawianie.) Jeøeli �# ` A # oraz �#, A #` C #, to wówczas �# ` C #.
Jeøeli �# ` A # oraz �#, A #` C ", to wówczas �# ` C ".

Dowody prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem struktury dowodów �#, A #` C # oraz �#, A #` C ".

6.2. Normalizacja. Zasady niesprzecznoúci i zupe≥noúci dla dowodów normalnych z uøyciem osπdów
normalnych wyglπdajπ nastÍpujπco:
Twierdzenie 11.

(1) (NiesprzecznoúÊ). Jeøeli A " jest dowodliwe, to wówczas Atrue jest dowodliwe.
(2) (Zupe≥noúÊ). Jeøeli Atrue jest dowodliwe, to wówczas A " jest dowodliwe.

Dowód niesprzecznoúci jest prosty, jako øe kaøda regu≥a wnioskowania dla osπdów neutralnych i nor-
malnych daje siÍ przerobiÊ na odpowiadajπcπ jej regu≥Í wnioskowania poprzez zastπpienie osπdów neu-
tralnych i normalnych osπdami o prawdzie (na przyk≥ad A " i A # zamienia siÍ na Atrue). W po≥πczeniu
z tym, øe dowód osπdu neutralnego bπdü normalnego nie zawiera ”objazdów”, pociπga to, øe A " wyraøa
szczególnπ strategiÍ dowodu Atrue, a mianowicie strategiÍ, która nie pozwala na stosowanie objazdów.
Jeúli chodzi o w≥asnoúÊ zupe≥noúci, udowodnimy za chwilÍ twierdzenie normalizacyjne; w dowodzie po-
miniemy przypadek alternatywy _ oraz fa≥szu ?.

Twierdzenie 12 (twierdzenie normalizacyjne). Dla kaødego dowodu Atrue istnieje ciπg lokalnych reduk-
cji prowadzπcy do dowodu A ". Innymi s≥owy, dowód Atrue otrzymany po zastosowaniu ciπgu lokalnych
redukcji moøe byÊ etykietowany strza≥kami # i " zgodnie z regu≥ami wnioskowania dla osπdów neutralnych
i normalnych.

Inny rezultat, zwany silnym twierdzeniem normalizacyjnym, orzeka, iø kaødy ciπg lokalnych redukcji,
niezaleønie od ich kolejnoúci, prÍdzej czy póüniej daje dowód normalny:

Twierdzenie 13 (silne twierdzenie normalizacyjne). Kaødy ciπg lokalnych redukcji rozpoczynajπcy siÍ
od dowodu Atrue koÒczy siÍ na dowodzie A ". Innymi s≥owy, nie istnieje nieskoÒczony ciπg lokalnych
redukcji zaczynajπcy siÍ od dowolnego dowodu Atrue.

Okazuje siÍ, øe jeúli wzbogacimy nasz system logiczny o alternatywÍ _ oraz fa≥sz ? (a wiÍc jeúli bÍdzie-
my rozwaøaÊ pe≥ny system logiki zdaÒ), twierdzenie normalizacyjne nie bÍdzie prawdziwe. Innymi s≥owy,
dowód, do którego nie daje siÍ juø zastosowaÊ lokalnej redukcji, niekoniecznie jest dowodem normalnym
(rezultat odwrotny, orzekajπcy, iø dowód normalny nie zawiera ”objazdów”, dalej jest prawdziwy). Na
przyk≥ad, nastÍpujπcy dowód (A _ A) ! true nie jest normalny, albowiem oznaczajπc kaødy z jego osπ-
dów przez strza≥ki # bπdü " nie bÍdzie dzia≥a≥o dla wniosku z regu≥y _Ex,y; tu i w dalszej czÍúci wyk≥adu

bÍdziemy skracali zapis
A #
A " #" do #":
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A _ Atrue
z

Atrue
x

Atrue
x

^I
A ^ Atrue

Atrue
y

Atrue
y

^I
A ^ Atrue _Ex,y

A ^ Atrue ^E
LAtrue ! Iz

(A _ A) ! Atrue

A _ A #z
A #"x A #"x ^I"

A ^ A "
A #"y A #"y ^I"

A ^ A " _Ex,y

"A ^ A "? #? ^E
L#

A #" ! Iz"(A _ A) ! A "
Dowód powyøszy wszelako nie zawiera ”objazdów”: w øadnym miejscu regu≥a wprowadzania nie poprze-
dza bezpoúrednio regu≥y eliminacji. Odnotujmy tu, øe regu≥a ^I (s≥uøπca do wywnioskowania A^Atrue)
bezpoúrednio poprzedza regu≥Í eliminacji, która, wszelako, nie odpowiada regule wprowadzania (a wiÍc
nie jest to ^E

L

ani ^E
R

).
Powyøszy przyk≥ad sugeruje, øe chcπc zredukowaÊ dowolny dowód do dowodu normalnego, potrzebna
bÍdzie nam dodatkowa strategia do modyfikowania dowodów zawierajπcych alternatywÍ _ oraz fa≥sz ?.
Okazuje siÍ, øe bÍdπ nam potrzebne konwersje przemienne )

C

:

D
A _ Btrue

Atrue
x

...
Ctrue

Btrue
y

...
Ctrue

Ctrue
C 0true

R

_Ex,y =)
C

D
A _ Btrue

Atrue
x

...
Ctrue
C 0true

R

Btrue
y

...
Ctrue
C 0true

R

C 0true
_Ex,y

Zak≥adamy tutaj, øe R jest regu≥π eliminacji, jako øe nie ma sensu stosowaÊ konwersji przemiennej w
przypadku, gdy R jest regu≥π wprowadzania. Odnotujmy tu, øe konwersja przemienna pozwala nam
efektywnie ignorowaÊ regu≥Í eliminacji _E wystÍpujπcπ pomiÍdzy regu≥π stosowanπ do udowodnienia
Ctrue w drugiej lub trzeciej przes≥ance oraz regu≥π R stosowanπ do udowodnienia C 0true na podstawie
Ctrue we wniosku. W pewnym sensie jedyna rola, jakπ odgrywa tu wniosek regu≥y _E to zaznaczenie,
øe obydea typy hipotez Atruex oraz Btruey prowadzπ do tego samego wniosku Ctrue zamiast do dwóch
róønych wniosków, powiedzmy C1true oraz C2true. Innymi s≥owy, Ctrue we wniosku nie wp≥ywa na
dowód, poniewaø mamy dwie przes≥anki, z którychCtrue wyp≥ywa. Tym samym regu≥a _E moøe zostaÊ
zignorowana w kaødym z przypadków, w których rozwaøamy dedukowanie innego osπdu z Ctrue. Jeøeli
przyjmiemy nastÍpujπcπ regu≥Í eliminacji dla spójnika _ z dodatkowym za≥oøeniem, øe obydwie hipotezy
Atrue

x oraz Btrue
y prowadzπ do tego samego wniosku, nie bÍdziemy potrzebowaÊ regu≥y konwersji

przemiennej:
A _Btrue

Atrue
x

...
Ctrue

Btrue
y

...
Ctrue

_ Ex,y

Stosujπc teraz konwersjÍ przemiennπ do dowodu (A_A) ! Atrue podanego powyøej daje w rezultacie
nowy dowód tego samego osπdu, do którego moøna zastosowaÊ lokalnπ redukcjÍ:
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. . . =)
C A _ Atrue

z

Atrue
x

Atrue
x

^I
A ^ Atrue ^E

LAtrue

Atrue
y

Atrue
y

^I
A ^ Atrue ^E

LAtrue _Ex,y

Atrue ! Iz
(A _ A) ! Atrue

Po usuniÍciu dwóch ”objazdów” w tak zmodyfikowanym dowodzie, otrzymujemy dowód normalny ety-
kietowany strza≥kami " oraz #:

A _ A #z A #"x A #"y _Ex,y

"A " ! Iz"(A _ A) ! A "
Zadanie 13. Zdefiniuj przemiennπ konwersjÍ dla spójnika ?. Wskazówka: skorzystaj z tego, øe ? jest
”zerowym” przypadkiem spójnika _.

6.3. D≥ugie dowody normalne. Jakkolwiek twierdzenie normalizacyjne gwarantuje istnienie dowodów
A " dla kaødego dowodu Atrue, nie odnosi siÍ do jednoznacznoúci dowodu Atrue. Istotnie, dowód A "

wcale nie jest wyznaczony jednoznacznie. Aby zobaczyÊ dlaczego, zauwaømy, iø regu≥a
A #
A " #" nie wnosi

øadnych ograniczeÒ na zdanie A. Tym samym, jeøeli mamy do dyspozycji dowód A #, w którym A nie jest
formu≥π atomowπ (a wiÍc na przyk≥ad w którymA = A1 ! A2, moøemy albo odwo≥aÊ siÍ do regu≥y #" aby
bezpoúrednio wydedukowaÊ A ", albo zastosowaÊ regu≥Í eliminacji dla A #, aby póüniej zbudowaÊ dowód
A " przez zastosowanie regu≥y wprowadzania. Na przyk≥ad, moøemy udowodniÊ (A ! B) ! (A ! B) "
stosujπc regu≥Í #" do A ! B #:

A ! B #x #"
A ! B " ! Ix"(A ! B) ! (A ! B) "

Alternatywnie moøemy udowodniÊ ten sam osπd (A ! B) ! (A ! B) " najpierw rozk≥adajπc A ! B #
dopóki regu≥a #" nie bÍdzie mia≥a zastosowania do B # dla formu≥y atomowej B:

A ! B #x
A #y #"
A " ! E#

B # #"
B " ! Iy"A ! B " ! Ix"(A ! B) ! (A ! B) "

Jeøeli bÍdziemy wymagali, aby zdanie A w regule #" by≥o formu≥π atomowπ, to stosowane od góry do
do≥u regu≥y eliminacji spotkajπ siÍ ze stosowanymi od do≥u do góry regu≥ami wprowadzania tylko poprzez
formu≥y atomowe. Tym samym kaødy normalny dowód stosuje regu≥y eliminacji dopóki pozostanπ tylko
osπdy neutralne A # dla formu≥ atomowych A, kiedy zaczyna stosowaÊ regu≥y wprowadzania tylko
dla osπdów normalnych A " dla formu≥ atomowych. Tego typu dowody normalne nazywamy d≥ugimi
dowodami normalnymi. Na przyk≥ad drugi z przytoczonych powyøej dowodów (A ! B) ! (A !
B) " jest d≥ugim dowodem normalnym, zaú pierwszy nie jest.
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Rozwaømy teraz system dla osπdów neutralnych i normalnych, w którym regu≥a przymuszania "# jest
atomowa:

A #
A "

#" (A atomowa)

Jeøeli bÍdziemy potrafili pokazaÊ, øe oryginalna regu≥a #" (bez øadnych obostrzeÒ dla zdania A) jest
wyprowadzalna, to bÍdziemy wiedzieli, øe wszystkie regu≥y eliminacji sπ wystarczajπco silne w takim
sensie, øe nawet gdy wszystkie zdania zostanπ roz≥oøone na formu≥y atomowe po zastosowaniu regu≥
eliminacji, to nie zostanie utracona øadna informacja (wygodnie jest w tym przypadku myúleÊ o A " oraz
A # jako o sposobach wyraøenia pewnej strategii dowodzenia Atrue). Jako w≥asnoúÊ wszystkich regu≥
eliminacji razem wziÍtych, takπ w≥asnoúÊ nazwiemy globalnπ zupe≥noúciπ (przypomnijmy, øe regu≥a
lokalnej zupe≥noúci orzeka≥a, iø analogiczna w≥asnoúÊ zachodzi≥a dla konkretnej regu≥y eliminacji).
Zdefiniowany przez nas system dla osπdów neutralnych i normalnych spe≥nia w≥asnoúÊ globalnej zu-
pe≥noúci. Moøemy pokazaÊ indukcyjnie, øe oryginalna regu≥a #" bez øadnych obostrzeÒ dla zdania A jest
wyprowadzalna.

Twierdzenie 14. Regu≥a
A #
A " jest wyprowadzalna.

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem budowy zdania A. Jeøeli jest to formu≥a atomowa,
stosujemy nowπ regu≥Í #" (z obostrzeniem dla zdania A). Pokaøemy, dla przyk≥adu, przypadek A =
A1 ! A2:

A1 ! A2 #
A1 #

x

za≥oøenie indukcyjne wobec A1A1 " ! E#
A2 # za≥oøenie indukcyjne wobec A2A2 " ! Ix"A1 ! A2 "

⇤
Zadanie 14. DokoÒczyÊ dowód powyøszego twierdzenia.


