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6. WYKLAD 6: DOWODY NORMALNE. NORMALIZACJA. DELUGIE DOWODY NORMALNE.

6.1. Dowody normalne. Zauwazylismy, ze dowody zawierajace "objazd”, a wiec regule wprowadzania,
ktora bezposrednio poprzedza odpowiadajaca jej regute eliminacji, moze by¢ zamieniony na inny dowod
po zastosowaniu lokalnej redukcji. Okazuje sie, ze dla kazdego dowodu osadu Atrue istnieje ciag lokal-
nych redukeji, ktéry prowadzi do innego dowodu Atrue nie zawierajacego takich ”objazdow” (mowa o
twierdzeniu normalizacyjnym). Dow6d otrzymany w rezultacie zastosowania takiej procedury nazywamy
dowodem normalnym. Dow6d normalny jest zatem mozliwie najbardziej bezposrednim dowodem, ja-
ko ze kazde zastosowanie "objazdu” moze by¢ interpretowane jako przyktad rozumowania, ktore nie jest
bezposrednie. Ponadto dowdd taki jest w pewnym sensie (niezaleznym od wielkosci jego syntaktycznej
reprezentacji) minimalny, nie redukuje sie bowiem do innego dowodu.

Jako ze dow6d normalny nie zawiera “objazdu”, mozna go zapisa¢ w nastepujacej postaci, gdzie
zapisywane od géry do dotu reguty eliminacji spotykaja si¢ w sSrodku z zapisywanymi od dotu do gory
regutami wprowadzania:

A true o A true"
3 \J \J
reguty eliminacji
\J \J
{

/l\

T T
reguty wprowadzania
T T T
Ctrue

Tym samym struktura dowodu normalnego odpowiada naszej intuicji budowania dowodu poprzez kolej-
ne zastosowania regut wprowadzania od dotu do goéry, dodania nowych hipotez, a nastepnie kolejnego
zastosowania regut eliminacji od géry do dotu, startujac od hipotez. Oto przyktad dowodu normalnego
osadu (A A B) — (B A A)true:

AN Btrue.

A A Btrue.
Btrue NEL

NEr Atrue Al
B A Atrue r
(AAB) = (B A A)true

Dla kontrastu nastepujacy dowéd (AA B) — (B A A)true nie jest normalny, zawiera bowiem ”objazdy”:

A A Blrue AEL A A Blrue AEg A A Blrue AEL A A Blrue AER
Atrue Btrue Al ("objazd”) Atrue Btrue Al (Pobjazd”)
A N Birue AE A N Birue AE
Birue R Atrue Al R
B N Atrue .

(AAB) = (BN A)true -

Dowody normalne sg trudnym do przecenienia narzedziem w studiowaniu logiki z uwagi na ich wtasno-
Sci niesprzecznosci i1 zupetnoéci: osad Atrue zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowdéd normalny
Atrue. Whasno$¢ niesprzecznosci jest tu spetniona trywialnie, jako ze dowdéd normalny jest tylko dowo-
dem w pewnej szczegblnej postaci. Whasno$é zupetosci (orzekajaza, iz kazdy dowdéd ma odpowiadajacy
mu dowéd normalny) pocigga za soba dwie wazne konsekwencje. Po pierwsze, aby udowodnié¢ Atrue,
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wystarczy znalez¢ dowod normalny. Dowodzac Atrue bezpiecznie jest, na przyktad, pomina¢ dowody
nastepujacej postaci, ktore nie moga by¢ dowodami normalnymi:

B — Atrue Btrue

Atrue
Innymi stowy, wystarczy, ze skupimy sie¢ na mozliwie najbardziej bezposrednim dowodzie zamiast na
dowodzie mniej bezposrednim, ktory, na przyktad tak jak powyzszy dowdd, wprowadza dodatkowe zdanie
B. Po drugie, chcac odrzucié osad Atrue, wystarczy sprobowaé zbudowaé jego dowdéd normalny (prébujac
na zmiane stosowa¢ od dotu do gory regulty wprowadzania i od géry do dotu reguly eliminacji) i pokazac,
ze proces konstrukeji zacina sie lub nie moze sie zakonczy¢.

—E

Zadanie 11. Podac¢ nieformalne uzasadnienie dlaczego osqgd =—A — Atrue nie jest dowodliwy.

Chcac sformalizowac to, co powyzej, wprowadzamy dwa nowe rodzaje osadéw: osady neutralne A |
oraz osady normalne A 1. Osad neutralny A | zostaje udowodniony za pomoca dowodu neutralnego
osadu Atrue, ktory jest albo hipotezg, albo regulg eliminacji zastosowana do innego dowodu neutralne-
go, podczas gdy osad normalny A 1 zostaje udowodniony za pomocg dowodu normalnego osadu Atrue,
ktory jest albo innym osadem neutralnym, albo reguta wprowadzenia zastosowang do innego dowodu
normalnego. Tym samym kierunek strzatki w kazdym z osadéw zgadza sie z kierunkiem, w jakim po-
winien by¢ konstruowany dowdd. W szczegdlnosci bedziemy wykorzystywaé istniejacy osad neutralny
A | celem wydedukowania innego osadu poprzez zadecydowanie, ktérg regute eliminacji mozna zasto-
sowa¢; tym samym konstrukcja dowodu z osadu neutralnego zawsze odbywa sie od géry do dotu ().
Dla osadu normalnego A 1 ktérego dowdd jeszcze nie jest kompletny, bedziemy decydowac, ktora regute
wprowadzania musimy zastosowa¢ celem jego wydedukowania; tym samym konstrukcja dowodu z osadu
normalnego zawsze odbywa sie od dotu do géry (7). Gdy osad neutralny A | ”spotka sie” z osadem
normalnym A 1 w srodku, konstrukcja dowodu jest zakonczona.

Reguty wnioskowania dla osadow neutralnych i normalnych sa nastepujace:

ml‘
Bt . AoBLAT At BT ANBL ANBY
A=B 1 Bl O AnBt T Al e Bl i
AT BY
AVBL
At B CroCr i,
aver VM Aver C1 vE
Al
I Al 11 -AL At
ettt et e

Reguta |1, zwana regula przymuszania, orzeka, iz kazdy dowod neutralny jest normalny, zas typowa
konstrukcja dowodu normalnego konczy sie zastosowaniem reguty |1. Wszystkie pozostate reguty sg
zaprojektowane zgodnie z naszg intuicjg dotyczacg budowy mozliwie najbardziej bezposrednich dowodow
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i tym samym najwygodniej jest je czyta¢ zgodnie ze zwrotem strzatki w kazdym z osadéw. Na przyktad,
zatézmy, ze chcieliby$my zbudowaé (1) nowy dowéd A — Btrue:

A—B?
Chcac zbudowaé¢ mozliwie najprostszy dowod A — Btrue, zaczynamy od postawienia hipotezy Atrue,
ktéra nastepnie bedzie wykorzystywana ({) w dedukcji kolejnego osadu:

Al
A= B1

W dalszym ciagu bedziemy probowali zbudowaé (1) dowdd Btrue, a wiec dokladnie to, co wyraza reguta
— |y
Al
BT
A—B7
Jako kolejny przyklad przypu$émy, ze chcieliby$my wykorzystaé ({) istniejacy dowdd osadu A —

Btrue :
A— B

Chcac wykorzysta¢ go w mozliwie najbardziej bezposredni sposéb, potrzebny nam bedzie dowod Atrue,
ktérego na tym etapie nie mamy do dyspozycji. Wobec tego najpierw budujemy (1) nowy dowdd Atrue:

A=>Bl At

Dowdd Atrue umozliwia nam teraz wywnioskowanie Btrue. Jako ze mamy teraz do dyspozycji dowdd
Btrue gotowy do uzycia przy dedukowaniu innego osadu, klasyfikujemy go jako osad neutralny, co jest
doktadnie tym, co wyraza reguta — E;:

A—-B| A—
B

Zadanie 12. Przeanalizuj wszystkie pozostale requty w podobny sposéb. Zavwaz, zZe requta VEy wypro-
wadza osgd normalny C' T poprzez zastosowanie regquly eliminacyi, tym samym przeczgc naszej intuicyi
dotyczqcej osqgdow normalnych, zgodnie z ktorg osqd normalny powinien byc¢ albo osgdem neutralnym,
albo requtq wprowadzania zastosowang do innego osgdu normalnego. Istota dowodu C' T jest jakkolwiek do
odczytania nie w zastosowaniu requty VE4+, ale w dwéch przestankach pozwalajgcych wydedukowac C 1.
Tym samym requta VE+ w dalszym ciggu przystaje do naszej intuicyi dotyczqcej osqgdéw normalnych.
Reguty Tly oraz LEy otrzymujemy jako zerowe przypadki requt Aly oraz VE4, odpowiednio.

Podane powyzej reguly sa zaprojektowane w taki sposéb, aby dowdd neutralnego lub normalnego
osadu nie zawieral zadnych ”objazdow”. Zauwazmy po pierwsze, ze zaden dowdd osadu neutralnego
nie koriczy si¢ zastosowaniem reguly wprowadzania (poréwnaj reguty — E;, AEp|, AEg;). Nastepnie
zauwazmy, ze gtéwna przestanka w kazdej z regul eliminacji jest osad neutralny (na przyktad A — B |
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w regule — E|), o ktérym z kolei pokazaliSmy, ze nie konczy si¢ reguta wprowadzania i tym samym nie
moze prowadzi¢ do mozliwego ”"objazdu”.

Jako przyktad pokazemy, ze podany wczesniej dowdd osadu (A A B) — (B A A)true jest istotnie
dowodem normalnym, przepisujac go w tym celu z zastosowaniem osadéw neutralnych i normalnych;
oznaczymy kazdy z osadow w dowodzie przez 1 lub przez | i sprawdzimy, ze nie powoduje to konfliktéw
W oznaczeniach:

ANB” NER, ANB]’ AL,
BL oy ALy
B 1 AT
BAAT o

N
(AAB)— (BANA) T !

Zauwazmy, ze nie da sie oznaczy¢ "objazdu” za pomocy strzatek | lub 1:

Al"
: A" BY
At Bt B1 ot
_— - x AV B 1?7 : :
argr it = Erar At T ct Cct
N EL¢ — E¢ V ET’y
Al Bl (@)
Jako kolejny przyktad pokazemy, ze nie istnieje dowdéd A V =A 1, gdzie A jest dowolnym zdaniem:
Al
tu sie zatniemy
tu sie zatniemy
tu sie zatniemy L1 T
A1 v At "yl
AV AT M AV AT i

W szczegblnoséci A V —Atrue nie jest dowodliwy w logice konstruktywistycznej, aczkolwiek jest to tauto-
logia w logice klasycznej.

Regutly wnioskowania dla osadéw neutralnych i normalnych z uzyciem osadéw hipotetycznych I') = A 1
oraz ') F A |, gdzie I') = {A |: A € T'} jest zbiorem osadéw neutralnych i gdzie reguta wymiany jest
wbudowana, sg nastepujace:

T,Al-B? IFA-BL T, FAYT
——————Hyp, T ~E
T kAt T, FB? T FAAB] T FAAB]
/\IT —/\EL¢ —/\Em
T, FAAB? T FAJ T, FBl
T kAT T, kBt T'FAVB] T, Al-Ct T,,BlFC?
—\/lLT S — IRT VET
T, FAVB7] I, FAVB1{ T, -C1
rre_L r-A r,AlFL rer-Al I''FHA
' iLE ! \ It MI ' LT TﬁEi

— T g Al =
L ETt 7 T,rCt T T, FAY I F-At T k1]
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Zasady ostabiania i Sciggania formulujemy tak, jak sie tego mozna spodziewaé. Jako ze system bazuje
na osadach hipotetycznych, spetia tez zasade podstawiania.
Twierdzenie 9 (wlasnosci strukturalne).

(1) (Ostabianie). JezeliI' = C' |, to wowczas ', A JF C |.
Jezeli I') = C' 1, to wéowezas I' |, A JF C 1.

(2) (Scigganie). Jezeli I',AlLAl-FCU, to wowezas '), A [ C |.
JezeliI'|, A |, Al C1T, to wowczas ', A [F C 1.

Twierdzenie 10. (Podstawianie.) Jezeli 'y = A | orazT'|, A - C |, to wowczas T'| = C |.
Jezelil'| = A | oraz '), A |- C 1, to wéwczas I'| = C 1.

Dowody prowadzimy przez indukcje wzgledem struktury dowodéw I'j, A |- C | oraz I'), A [F C 1.

6.2. Normalizacja. Zasady niesprzecznosci i zupelosci dla dowodéw normalnych z uzyciem osadéw
normalnych wygladaja nastepujaco:
Twierdzenie 11.

(1) (Niesprzeczno$é). Jezeli A1 jest dowodliwe, to wowczas Atrue jest dowodliwe.
(2) (Zupelnosé). Jezeli Atrue jest dowodliwe, to wowczas AT jest dowodliwe.

Dowdd niesprzecznosci jest prosty, jako ze kazda reguta wnioskowania dla osadéw neutralnych i nor-
malnych daje sie przerobi¢ na odpowiadajaca jej regute wnioskowania poprzez zastapienie osadéw neu-
tralnych i normalnych osadami o prawdzie (na przyktad A 71 A | zamienia si¢ na Atrue). W potaczeniu
z tym, ze dowod osadu neutralnego badZ normalnego nie zawiera ”objazddéw”, pociaga to, ze A 1 wyraza
szczegllng strategie dowodu Atrue, a mianowicie strategie, ktéra nie pozwala na stosowanie objazdow.
Jesli chodzi o wlasno$¢ zupetnosci, udowodnimy za chwile twierdzenie normalizacyjne; w dowodzie po-
miniemy przypadek alternatywy V oraz fatszu L.

Twierdzenie 12 (twierdzenie normalizacyjne). Dla kazdego dowodu Atrue istnieje cigg lokalnych reduk-
cji prowadzgey do dowodu A 1. Innymi stowy, dowod Atrue otrzymany po zastosowaniu ciggu lokalnych
redukcji moze byc etykietowany strzatkami | T zgodnie z regutami wnioskowania dla osqgdow neutralnych
1 normalnych.

Inny rezultat, zwany silnym twierdzeniem normalizacyjnym, orzeka, iz kazdy ciag lokalnych redukcji,
niezaleznie od ich kolejnosci, predzej czy pdzniej daje dowdd normalny:

Twierdzenie 13 (silne twierdzenie normalizacyjne). KaZdy cigg lokalnych redukcji rozpoczynajgcy sie
od dowodu Atrue koticzy sie na dowodzie A T. Innymi stowy, nie istnieje nieskonczony cigg lokalnych
redukcyi zaczynajgcy sie od dowolnego dowodu Atrue.

Okazuje sig, ze jesli wzbogacimy nasz system logiczny o alternatywe V oraz falsz | (a wiec jesli bedzie-
my rozwazaé pelny system logiki zdan), twierdzenie normalizacyjne nie bedzie prawdziwe. Innymi stowy,
dowdd, do ktérego nie daje sie juz zastosowaé lokalnej redukcji, niekoniecznie jest dowodem normalnym
(rezultat odwrotny, orzekajacy, iz dow6éd normalny nie zawiera ”objazdéw”, dalej jest prawdziwy). Na
przyktad, nastepujacy dowdd (A V A) — true nie jest normalny, albowiem oznaczajac kazdy z jego osa-
dow przez strzatki | badz T nie bedzie dziatato dla wniosku z reguty VE™Y; tu i w dalszej czesci wyktadu

AL 4 do i

bedziemy skracali zapis AT
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3 Atrue’ Atrue’ Al Atrue’ Atrue’ Al
AV Atrue AN Atrue AN Atrue VE®
AN Atrue AE
Atrue L B
(AV A) — Atrue
Al Al AL A AR Al
AVAYL ANAT T AAATvFﬂT
ANAA? |7 T
A NEL;
— 1z

(AvA) — At T

Dowod powyzszy wszelako nie zawiera ”objazdow”: w zadnym miejscu reguta wprowadzania nie poprze-
dza bezposrednio reguty eliminacji. Odnotujmy tu, ze reguta Al (stuzaca do wywnioskowania A A Atrue)
bezposrednio poprzedza regute eliminacji, ktora, wszelako, nie odpowiada regule wprowadzania (a wiec
nie jest to AEp ani AER).

Powyzszy przyktad sugeruje, ze chcac zredukowaé dowolny dowdd do dowodu normalnego, potrzebna
bedzie nam dodatkowa strategia do modyfikowania dowodéw zawierajacych alternatywe V oraz fatsz L.
Okazuje sie, ze beda nam potrzebne konwersje przemienne = ¢:

Atrue” Birue’
. At Biad D : :
AV Birue : : AV Blrue CtrueR C'true
Ctrue Ctrue VES . C'true C'true
Ctrue ¢ C'true
C'true

Zakladamy tutaj, ze R jest regula eliminacji, jako ze nie ma sensu stosowa¢ konwersji przemiennej w
przypadku, gdy R jest regula wprowadzania. Odnotujmy tu, ze konwersja przemienna pozwala nam
efektywnie ignorowaé¢ regute eliminacji VE wystepujaca pomiedzy reguta stosowang do udowodnienia
C'true w drugiej lub trzeciej przestance oraz reguta R stosowang do udowodnienia C'true na podstawie
C'true we wniosku. W pewnym sensie jedyna rola, jaka odgrywa tu wniosek reguty VE to zaznaczenie,
ze obydea typy hipotez Atrue oraz Btrue’ prowadzg do tego samego wniosku C'true zamiast do dwéch
roznych wnioskow, powiedzmy Citrue oraz Cytrue. Innymi stowy, C'true we wniosku nie wptywa na
dowdd, poniewaz mamy dwie przestanki, z ktorychC'true wyptywa. Tym samym reguta VE moze zostaé
zignorowana w kazdym z przypadkow, w ktérych rozwazamy dedukowanie innego osadu z C'true. Jezeli
przyjmiemy nastepujaca regute eliminacji dla sp6jnika V z dodatkowym zalozeniem, ze obydwie hipotezy
Atrue” oraz Birue’ prowadza do tego samego wniosku, nie bedziemy potrzebowaé reguly konwersii
przemienne;j:

AV Btrue N
— — VE™Y
Atrue Btrue
Ctrue Ctrue

Stosujac teraz konwersje przemienng do dowodu (AV A) — Atrue podanego powyzej daje w rezultacie
nowy dowdd tego samego osadu, do ktérego mozna zastosowadé lokalng redukcje:
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Atrue Atrue Al Atrue’ Atrue’ Al
i AN Atrue AE A N Atrue AE
=cC AV Atrue Atrue L Atrue e
VE®Y
Atrue 2

(AV A) — Atrue

Po usunieciu dwoch ”objazdow” w tak zmodyfikowanym dowodzie, otrzymujemy dowdd normalny ety-
kietowany strzatkami 1 oraz |:

AVAD Al Al VEE?
At — 12
(AvA) At T

Zadanie 13. Zdefiniuj przemienng konwersje dla spojnika L. Wskazowka: skorzystaj z tego, ze L jest
"zerowym” przypadkiem spojnika V.

6.3. Dlugie dowody normalne. Jakkolwiek twierdzenie normalizacyjne gwarantuje istnienie dowodow
A 1 dla kazdego dowodu Atrue, nie odnosi sie do jednoznacznosci dowodu Atrue. Istotnie, dowéd A 1
A
wcale nie jest wyznaczony jednoznacznie. Aby zobaczy¢ dlaczego, zauwazmy, iz reguta 1t * 3T nie wnosi
zadnych ograniczen na zdanie A. Tym samym, jezeli mamy do dyspozycji dowoéd A |, w ktorym A nie jest
formuta atomowa (a wiec na przyktad w ktorym A = A; — Ay, mozemy albo odwotaé sie do reguty |1 aby
bezposrednio wydedukowaé¢ A 1, albo zastosowaé regute eliminacji dla A |, aby pdzZniej zbudowaé dowdd
A 7 przez zastosowanie reguty wprowadzania. Na przyktad, mozemy udowodni¢ (A — B) — (A — B) 1
stosujac regute |1+ do A — B |:

A= Bl
A—B1 a1 N
(A5B)—» (A= B)t |

Alternatywnie mozemy udowodnié ten sam osad (A — B) — (A — B) T najpierw rozkladajac A — B |
dopoki reguta |1 nie bedzie miata zastosowania do B | dla formuty atomowej B:

ap
A= BT A7
e
Bt
A— B1 T N
(A-B)—»(A—-B)t '

Jezeli bedziemy wymagali, aby zdanie A w regule |1 bylo formutg atomows, to stosowane od goéry do
dotu reguty eliminacji spotkaja sie ze stosowanymi od dotu do gory regutami wprowadzania tylko poprzez
formuty atomowe. Tym samym kazdy normalny dowod stosuje reguty eliminacji dopoki pozostang tylko
osady neutralne A | dla formut atomowych A, kiedy zaczyna stosowaé reguly wprowadzania tylko
dla osadéw normalnych A 1 dla formul atomowych. Tego typu dowody normalne nazywamy dlugimi
dowodami normalnymi. Na przyklad drugi z przytoczonych powyzej dowodéw (A — B) — (A —
B) 1 jest dlugim dowodem normalnym, za$ pierwszy nie jest.

)

—>E¢
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Rozwazmy teraz system dla osadéw neutralnych i normalnych, w ktérym reguta przymuszania 1] jest
atomowa:
Al A at )
AT 1T (A atomowa
Jezeli bedziemy potrafili pokazaé, ze oryginalna reguta |1 (bez zadnych obostrzen dla zdania A) jest
wyprowadzalna, to bedziemy wiedzieli, ze wszystkie reguty eliminacji sa wystarczajaco silne w takim
sensie, ze nawet gdy wszystkie zdania zostang roztozone na formuty atomowe po zastosowaniu regut
eliminacji, to nie zostanie utracona zadna informacja (wygodnie jest w tym przypadku mysle¢ o A 1 oraz
A | jako o sposobach wyrazenia pewnej strategii dowodzenia Atrue). Jako wlasnosé wszystkich regut
eliminacji razem wrzietych, taka wlasnosé nazwiemy globalng zupelno$ciag (przypomnijmy, ze reguta
lokalnej zupetosci orzekata, iz analogiczna wlasnosé zachodzita dla konkretnej reguty eliminacji).
Zdefiniowany przez nas system dla osagdéw neutralnych i normalnych spelnia wtasnosé globalnej zu-
petosci. Mozemy pokaza¢ indukcyjnie, ze oryginalna reguta |1 bez zadnych obostrzen dla zdania A jest
wyprowadzalna.

A
Twierdzenie 14. Regula ﬁ jest wyprowadzalna.
Dowaéd. Dowdd prowadzimy przez indukeje wzgledem budowy zdania A. Jezeli jest to formuta atomowa,

stosujemy nowa regute [T (z obostrzeniem dla zdania A). Pokazemy, dla przyktadu, przypadek A =
Al — AQZ

Al
Ay — As ] At
Ax
Ay
Al — Ag T

zalozenie indukcyjne wobec A;
— E 1

zatozenie indukcyjne wobec A,

— If

Zadanie 14. Dokonczycé dowdd powyzszego twierdzenia.



