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5. WYKEAD 5: LOGICZNA ROWNOWAZNOSC. OSADY HIPOTETYCZNE. LOKALNA NIESPRZECZNOSC I
ZUPELNOSC.

5.1. Logiczna réwnowaznosé. Powiemy, ze zdanie A jest logicznie rownowazne zdaniu B, co ozna-
czamy przez A = B, jezeli Atrue pocigga Btrue i na odwrét. Innymi stowy logiczna réwnowaznosé jest
konwencja notacyjna nastepujacej postaci:

A=B = (A— B)A (B — A)true

Jezeli A i B sg logicznie réwnowazne, to kazdorazowe pojawienie sie zdania A w innym zdaniu moze
zosta¢ podmienione na B i vice versa. Tym samym logiczna réwnowaznos¢ pozwala nam na uproszczenie
dowodéw zawierajacych zdania logicznie réwnowazne mniej skomplikowanym zdaniom. Na przyktad
dowod

——=A — (=—=B — —(AV B))true

staje sie prostszy (czy wrecz oczywisty ), jezeli zamienimy ———A — (=——B — —(AVDB)) na (-AA—-B) —
—(AV B) wykorzystujac logiczne réwnowaznosci -———A =-Aoraz A - (B - C)=(AANB) —» C.

Ponizej podajemy liste wybranych logicznych réwnowaznosci w rachunku zdan, ktorg podzieliliémy na
trzy grupy:

5.1.1. Przemiennosc i idempotencja. Koniunkcja i alternatywa sg przemienne i idempotentne. Implikacja
A — A jest logicznie bezwartosciowa i redukuje sie do T:

(Cl) ANB=BAA
(C2) AVB=BV A
(C3) A B#B— A
(I1) ANA=A
(I12) AVA=A
(I3 A A=T

5.1.2. Prawda i falsz. Kazda z ponizszych rownowaznosci odnosi sie do zdan postaci ToA, LpA, A — T
lub L — A, gdzie ¢ oznacza jeden ze spojnikow A,V lub —:

(M1) TAA=A
(M2) TVA=T
(M3) T-A=A
(M4) LANA=1L
(M5) LVA=A
(M6) L - A=T
M7) A—=-T=T

5.1.3. Zwigzki pomiedzy spojnikami. Kazda z ponizszych réwnowaznosci odnosi sie do zdan postaci
Ap(B¢pC) lub (ApB) — C, gdzie ¢ oznacza jeden ze spojnikéow A,V lub —-:
(L1) AN(BAC)=AN(BAC) (tacznosé A)

(L2) AN(BVC)=(AAB)V(AAC) (rozdzielnosé A wzgledem V)
(L3) AN (B — C) =7 (brak zwiazku)

(L4) Av(BvC)= AV (BVC) (tacznosé V)

(L5) AV(BAC)=(AV B)A(AVC) (rozdzielnosé¢ V wzgledem A)
(L6) AV (B — C) =7 (brak zwigzku)

(L7) A= (BAC)=(A— B) A (A — C) (rozdzielno¢ — wzgledem A)
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(L8) A — (B — C) =7 (brak zwiazku)
(L9) A-(B—-C)=(AANB)—=C
(L10) (AVB) - C=(A—-C)V(B—C)
(L11) (A — B) — C =7 (brak zwigzku)

Zadanie 9. Udowodnic¢ réwnowaznosci (L2), (L4), (L7), (L9) oraz (L10).

5.2. Osady hipotetyczne. Podane przez nas wczedniej reguty wnioskowania definiujace system natu-
ralnej dedukcji dla rachunku zdan nie nadaja si¢ zbytnio do pisania dowodow hipotetycznych. Dzieje
sie tak poniewaz zadna z podanych regut nie dostarcza wygodnej metody do $ledzenia zasiegu kazdej z
hipotez, co zasadniczo uniemozliwia ustrzezenie sie przed utratg kontroli nad zasiegiem obowiazywania
hipotez. Na przyktad nastepujacy dowdd hipotetyczny zawiera bledne uzycie hipotezy Atrue poza jej
zasiegiem obowiazywania:

Atrue N .
A — Atrue Atrue (bledne uzycie) N

(A — A) A Atrue

Za kazdym razem, gdy wprowadzamy nowa hipoteze, mozemy wyobrazi¢ sobie, ze rysujemy kontur
oznaczajacy zasieg jej obowiazywania, tak jak ponizej:

Atrue” | Atrae’ | | Btrue’ |
: AV Btrue : :
Btrue Ctrue Ctrue
A= Btrue I Ctrue VE

W powyzszych przykladach zakres obowigzywania hipotezy Atrue jest ograniczony konturem ozna-
czonym przez x. Zauwazmy, ze jeden kontur moze znajdowaé sie wewnatrz innego konturu, tak jak w
ponizszym przykladzie:

Atrue.

Btrue

A A Btrue
I

B — (AN B)true—>

A — (B — (AN B))true

x

x

Hipoteza Atrue moze byé uzyta wewnatrz wewnetrznego konturu oznaczonego przez y, dzieki czemu
potrafimy udowodni¢ A A Btrue z wykorzystaniem reguly AI, ale hipoteza Birue’ nie moze byé¢ uzyta
poza wewnetrznym konturem.

Osady hipotetyczne dostarczaja wygodnego sposobu na $ledzenie zasiegu kazdej z hipotez w do-
wodzie hipotetycznym. Hipotetyczny osad Jy, ..., J, = J odzwierciedla hipotetyczny dowdd osadu J na
podstawie ciggu hipotez Ji, ..., J,:

Jo. T,
Ji,.... L FJ& : reguty wnioskowania
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Tym samym mozemy odczytywaé Ji,...,J, = J jako "jesli zachodza osady Ji,...,J,, to zachodzi
osad J”. Gdy zachodzi osad hipotetyczny Ji,...,J, = J moéwimy, ze J jest konsekwencja Ji,...,J,.
Tym samym F nazywana jest relacja konsekwencji. O osadach Jy,...,J, bedziemy mysleli jak o
przestankach, zas o osadzie J jak o wniosku. Zbior przestanek czesto bedziemy zapisywali krotko jako
I, skracajac tym samym zapis osadu hipotetycznego do I' - J.

Rozwijajac dalej system naturalnej dedukcji dla rachunku zdan bedziemy uzywami hipotetycznych
osadow postaci Ajtrue, ..., A, true b Atrue, gdzie zaréwno przestanki jak i wniosek sg zawsze osgda-
mi o prawdzie. Zanim podamy reguty wnioskowania dla tak rozumianego rachunku zdan, przesledzmy
najpierw wybrane wtasnosci osadow hipotetycznych odnoszacych sie do przestanek i wnioskow dowolne;j
postaci.

Podana definicja osagdu hipotetycznego w trywialny sposob zapewnia prawdziwos¢ nastepujacych
dwoch zasad zwrotnosci oraz reguly podstawiania:

o (zwrotnos¢) I', JJ IV = J

e (regula podstawiania) jezeli I' = J oraz I', J F J', to woéwczas I' - J'.
Zasada zwrotnosci orzeka, ze mozemy wykorzystaé hipoteze J, aby wywnioskowaé J. Regula podstawia-
nia powiada z kolei, iz jedli potrafimy udowodni¢ osad J na podstawie pewnego ciggu hipotez, to mozemy
uzy¢ J jako nowej hipotezy za kazdym razem, gdy wykorzystujemy ten sam zbiér hipotez. Innymi stowy,
mozemy wykorzysta¢ J jako lemat w dowodzie osgdu I' - J'.

Aby zilustrowaé dziatanie reguly podstawiania, zatézmy I' = J oraz I', J - J', co oznacza istnienie
dwoch dowoddw hipotetycznych D i £ jak ponizej:

r r ... J
'-Je @ »D rJj-J < : &
J J'

Symbol T oznacza tu, jak nietrudno sie domy#li¢, {J : J € I'}. Teraz mozemy odnalezé kazde wystapienie
hipotezy J w dowodzie £ i podstawic za nig D, otrzymujac tym samym nastepujacy dowod hipotetyczny:

D

=
o T H

J
Jako ze ta sama hipoteza (na przykltad jedna z hipotez wystepujacych w I' moze byé uzyta dowolna
liczbe razy, powyzszy osad hipotetyczny sankcjonuje osad hipotetyczny I' = J', czyli to, co przez regute
podstawiania otrzymujemy z osadéw I' = J oraz I', J = J'.

W naszej definicji osadu hipotetycznego pojawiaja sie¢ dwa istotne zalozenia: po pierwsze, kolejnosé
pojawiania si¢ hipotez nie ma znaczenia i po drugie, dana hipoteza moze by¢ uzyta zero lub wiecej razy
w dowodzie hipotetycznym. Te zatozenia formalnie zapisujemy jako wtasnosci strukturalne osadow
hipotetycznych:

e (wymiana) jezeli T, J;, Jio1, IV F J, to woéwezas T, Jipq, J;, IV E J

e (ostabienie) jezeli I', IV I J, to wowczas I', J', T F J dla dowolnego osadu J’

e (Sciaganie) jezeli T, J;, JJIV = J, to wowezas T, J;, TV = J
Zasada wymiany orzeka, ze mozemy zignorowaé kolejnos¢ wystepowania przestanek w osadzie hipote-
tycznym. Zasada ostabienia powiada, iz moze doda¢ nowa przestanke, a nastepnie jej nie uzy¢, tym
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samym ”ostabiajac” to, co dowodzimy. Na koniec zasada $ciggania méwi, ze mozemy ”Sciaggnac” dwie
kopie tej samej przestanki do jednego egzemplarza. Odnotujmy tu, iz wobec zasady ostabiania, hipoteza
moze by¢ uzyta zero razy, zas wobec zasady Sciggania — moze by¢ uzyta wigcej niz jeden raz.

Oto kilka dalszych uwag wartych odnotowania:

e Osady hipotetyczne sa w zasadzie tylko wygodnym, a nie nowym, sposobem reprezentowania
dowodéw hipotetycznych. Innymi stowy relacja - jest tylko narzedziem syntaktycznym stuzg-
cym prezentowaniu hipotez i wnioskow osadu hipotetycznego i jednoczesnemu ukrywaniu ich
wewnetrznej struktury i tym samym nie wprowadzajacym nowego pojecia semantycznego.

e Ogodlnie dopuszczamy mozliwos¢ skorzystania z wiecej niz jednego dowodu hipotetycznego celem
dowodu osadu hipotetycznego, jako ze osady hipotetyczne odnoszg si¢ wytacznie do hipotez i
wnioskow.

e Osad hipotetyczny sam w sobie jest przyktadem osadu jako takiego i tym samym moze by¢ uzyty
jako przestanka badz jako wniosek w innym osadzie hipotetycznym, jakkolwiek nie bedziemy
uzywacé w ten sposob osadow hipotetycznych w dalszym toku tego wyktadu. W istocie Jy, ..., J, F
J mozna rozwazaé jako skrot pewnego scentrowanego osadu Jy F (Jo F ... J, F J)...), gdzie
kazda z przestanek J; lub wniosek J moze by¢ innym osadem hipotetycznym.

e Jakkolwiek dos¢ blisko zwiazane, hipotetyczny osad Ji,...,J, = J i reguta Jl—JJ"R to nie to
samo i nie mozna ich poréwnywac¢ celem odnalezienia potencjalnej réwnowaznosci. Powod jest
prosty: hipotetyczny osad to, jak sama nazwa wskazuje, osad, za§ R to reguta wnioskowania.
Istnienie dowodu Jy, ..., J, = J oznacza tylko, ze R jest reguta wyprowadzalng. Na odwrot, jesli
dostepna jest reguta wnioskowania R, to zawsze potrafimy uzasadni¢ Ji,...,J, - J za pomoca
nastepujacego dowodu hipotetycznego:

Odnotujmy wszakze, iz powyzszy dowdd hipotetyczny moze nie by¢ jedynym sposobem udowod-
Jo T
nienia Jy,...,J, F J, jezeli tylko potrafimy wskaza¢ inny dowdd hipotetyczny : bez
J
uzycia reguty R.

e Osad hipotetyczy F J bez przestanek nie jest réwnowazny swojemu wnioskowi J. O ile osad
informuje nas, ze J zachodzi bezwarunkowo, o tyle wniosek J sam funkcjonuje w oderwaniu od
tego, czy zaltozylismy jakiekolwiek hipotezy i w szczegdlno$ci sam moze by¢ hipotezag w osadzie
hipotetycznym. Na przyktad, wobec zalozenia J b+ J' mozemy pokazaé, ze F J implikuje - J’
stosujgc regute podstawiania. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, poniewaz dowdd F J’
wcale nie musi by¢ rozszerzeniem dowodu F J.

e Wazna konsekwencja wtasnosci strukturalnych jest to, ze dwa osady hipotetyczne w kazdej z
regul, a mianowicie I' = J z czesci 7jesli” reguly oraz IV F J z czesci "to woéwcezas”, reprezentuja
dowody hipotetyczne nie tylko tej samej wielkosci (mierzonej liczba zastosowan regul wniosko-
wania), ale rowniez o doktadnie takiej samej strukturze. W rezultacie za kazdym razem, gdy
stosujemy indukcje strukturalna (lub indukcje regut) do I' = J, mozemy zamiast tego zastosowac
indukcje strukturalnag do IV F J.

System naturalnej dedukcji dla rachunku zdan zapisany z uzyciem osadéw hipotetycznych bedzie
wygladal nastepujaco:
Atrue e T
* TF Atrue P
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I, Atrue = Btrue
I' A — Btrue

. I' A — Btrue FI—Atrue_}E
I' = Btrue

. '+ Atrue I' - Btrue Al
' AA Btrue

I' = A A Btrue
¢ ' Atrue NEL

' A A Bitrue
¢ I' = Birue NEr

'+ Atrue
'+ AV Btrue

I' = Birue |
'+ AV Btrue

'+ AV Btrue I', Atrue = C'true I', Btrue = C'true
VE
I' = Ctrue

VI

® T'F Ttrue Tl

I' = Ltrue
* I' = Ctrue LE
I, Atrue = Ltrue

' =Atrue

o L —Alrue [+ Atrue “E
' Ltrue
Reguta Hyp odzwierciedla zwrotno$é¢ osadow hipotetycznych. Wszystkie pozostate reguty sa uzasadnio-
ne ich odpowiednikami w zbudowanym przez nas wcze$niej systemie naturalnej dedukcji. Jako przyktad
rozwazmy regute — I. Przestanka I', Atrue - Btrue pocigga istnienie hipotetycznego dowodu wyprowa-

dzajacego Btrue z hipotez I' oraz Atrue:

r ... Atrue
I, Atrue - Btrue < :
Btrue

Stosujemy teraz wczesniej zdefiniowana regute — I do wniosku Btrue wzgledem hipotezy Atrue. Innymi
stowy, zastosowanie reguty — I wyznacza Atrue jako odpowiadajaca jej hipoteze:

r ... Atrue

Btrue
A — Btrue

Zauwazmy, iz hipotezy w dowodzie zawieraja w szczegdlnoéci hipotezy T, ale nie zawierajg hipotezy
Atrue”, ktora zostaje zwolniona w momencie zastosowania reguty — I. Innymi stowy, mamy tu dowdd
hipotetyczny osadu hipotetycznego I' - A — B:

— |*
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L ... Atrue

I' A — Btrue < :
Btrue
A — Btrue
Tym samym mozemy udowodni¢ I' = A — Btrue o ile dysponujemy dowodem I', Atrue = Btrue, co
uzasadnia poprawno$¢ reguty — 1.

Uzycie osadéw hipotetycznych eliminuje konieczno$é etykietowania hipotez. Jako przyktad rozwazmy
ponizszy dowod osadu hipotetycznego - A — (B — (A A B))true:

— I®

Atrue, Btrue & Atrue Hyp Atrue, Btrue = Btrue Hyp
Atrue, Btrue = A A\ Btrue M
Atrue = B — (A A B)true -
A= (B— (ANDB))true
Odnotujmy tu dwie obserwacje, jakie nalezy poczyni¢ omawiajac zmodyfikowany przed chwilg system
naturalnej dedukcji. Po pierwsze, kazdy 1i$¢ w drzewie dedukcyjnym dla I' - C'true (gdzie I' - C'true jest

korzeniem) powstaje przez zastosowanie regulty Hyp lub reguty T1. W szczegdlnodci, jezeli reguta TI nie
jest uzyta (co czesto ma miejsce), drzewo dedukcyjne ma nastepujaca postac:

— H — H
't = Ajtrue P I, - A,true P

' Ctrue

Po drugie, zbiér przestanek zawsze rozszerza si¢ do reguty wnioskowania, gdy poruszamy si¢ od wniosku
do jego przestanek (a zatem od dotu do géry dowodu). Innymi stowy, reguta % spelnia warunek
' C I". W szczegdlnosci powyzsze drzewko dedukeyjne dla I' - Ctrue spelnia warunki I' C I'y, ..., [’ C
L.

Zasady ostabiania i $ciggania mozemy teraz wystowi¢ w nastepujacy sposob:
Twierdzenie 7 (wlasnosci strukturalne).

(1) (Ostabianie). Jezeli I' = C'true, to wowczas I', Atrue F Ctrue.
(2) (Scigganie). Jezeli I, Atrue, Atrue = Ctrue, to wéwczas I', Atrue = Ctrue.

Dowaod. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem struktury dowodéw I' = C'true oraz I'; Atrue, Atrue -
C'true. Dla zasady ostabiania, dowod I', Atrue = C'true ma dokltadnie taka sama strukture jak dowod
I' = C'true. Tym samym jezeli mozemy zastosowac indukcje strukturalng do I' = C'true, tym bardziej
mozemy ja zastosowaé do I'; Atrue = C'true. Podobne rozumowanie stosujemy dla $ciggania. U

Dowodliwo$¢ zasady podstawiania potwierdza, iz nasz system logiczny odpowiada definicji osadu hi-
potetycznego. Innymi stowy, gdyby zasada podstawiania byta niemozliwa do udowodnienia, oznaczatoby
to, iz jedna z podanych przez nas regut wnioskowania nie zostata zaprojektowana zgodnie z zasadami
obowigzujacymi miedzy osadami hipotetycznymi i dowodami hipotetycznymi.

Twierdzenie 8. (Podstawianie.) Jezeli I' = Atrue oraz I, Atrue = Ctrue, to wowczas I' = Ctrue.

Zadanie 10. Do ktorego z osqgdow nalezy zastosowaé indukcje strukturalng w dowodzie powyzszego twier-
dzenia, do I' F Atrue czy do I', Atrue - C'true? Dlaczego?
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Zanim przystapimy do dowodu powyzszego twierdzenia, warto sprobowaé przewidzie¢ jak dowdd be-
dzie przebiegat. Na przyktad pomocne bedzie ustalenie do ktorego z osadéw I' = Atrue oraz I', Atrue
C'true nalezy zastosowaé indukcje strukturalng. Dla uproszczenia zalézmy, ze reguta Tl nie jest uzyta
w dowodzie T', Atrue & Ctrue (dowéd T' = Atrue moze z kolei uzywaé reguly TI). Wowczas drzewo
dedukeyjne dla dowodu I'; Atrue = C'true bedzie miato nastepujaca postac:

Hyp

Hyp

I'y, Atrue = Cytrue I, Atrue b C,true

I, Atrue = C'true

gdzie kazdy z lisci Hyp spetnia warunek I' C I';, ¢ € {1,...,n}. Rozwazmy teraz i-ty

I';, Atrue = Cjtrue
lis¢. Jezeli Citrue € T';, to przestanka Atrue w I';, Atrue = Cjtrue nie odgrywa roli w dowodzie i 1i§¢
mozna bezpiecznie zastapi¢ lidciem T F Cirue Hyp. Jesli C; = A, to wowczas ostabiamy I' = Atrue =

I' F Citrue aby uzyskac¢ I'; = Ctrue, ktére nastepnie jest podstawiane za I';, Atrue = C;true. W rezultacie
zaden z lisci nie bedzie zawieral Atrue jako przestanki, a wiec stosujac opisane powyzej zmiany dla catego
drzewa az do korzenia, przeksztalcimy drzewo dedukcyjne w nowe drzewo dla I' = C'true. Tym samym
bedziemy analizowaé strukture dowodu I', Atrue F C'true aby zlokalizowaé wszystkie jego liscie. Innymi
stowy, bedziemy stosowaé indukcje strukturalng dla I'; Atrue = C'true.

Dowaéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem struktury dowodu I'; Atrue F C'true. Musimy roz-
wazy¢ trzy przypadki: Hyp, — | oraz — E.

Ctrue e T’
Przypadek I, Atrue - C'true Hyp:
I' = Ctrue wobec reguty Hyp dla C'true € T'.
Przypadek Hyp gdzie A = C:

I', Atrue = Ctrue

I' = Ctrue wobec zalozenia I' = Atrue.
I, Atrue, Citrue F Cotrue

Przypadek T Atruck Oy — Chtrue — | gdzie C' = C; — Cs:
I, Citrue = Atrue wobec oslabienia I' = Atrue
I', Citrue = Cytrue wobec zatozenia indukcyjnego dla I', Atrue, Cytrue = Cstrue z I', Citrue = Atrue
I'=Cy — Cytrue wobec reguty — | z I', Cy true = Cstrue.
P dek I, Atrue = C" — Ctrue, T, Atrue = C'true E.
raypade I, Atrue - C'true —E
I'-C" — Ctrue wobec zalozenia indukcyjnego dla I', Atrue = C" — C'true z I' = Atrue
I'E C'true wobec zalozenia indukcyjnego dla I', Atrue = C'true z I' = Atrue
'+ Ctrue wobec reguly — Ez ' C" — Ctrue oraz I' - C'true. O

Tym samym majac dany dowoéd D osadu I' = Atrue oraz dowdd £ osadu I', Atrue = C'true, mozemy
zawsze zapisa¢ dowod, oznaczany przez [D/Atruel€, osadu I' = C'true przez podstawienie D w £.

5.3. Lokalna niesprzecznos¢ i zupetnosé. Wszystkie podane wezesniej regulty wnioskowania wydaja
sie mie¢ sens intuicyjnie, ale ich poprawnos¢ musi by¢ jeszcze formalnie zweryfikowana. Na przyktad,
chcieliby$my spodziewaé sie¢, aby reguta eliminacji dla A pozwalata wywnioskowaé Atrue z A A\ Btrue,
a z drugiej strony, zby reguta ta nie pozwalala na wywnioskowanie C'true z A A Btrue, jezeli C' nie jest
w zaden sposéb powigzane z A oraz B. Wobec tego musimy zadecydowaé o wyborze pewnych zasad
okreslajacych w jaki sposob nalezy budowaé¢ system naturalnej dedukceji oraz jakie reguly wnioskowania
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nalezy przyjmowac, a jakie odrzucaé¢. Zasady, ktore przyjmiemy, bedg gwarantowaly, iz nasz system
bedzie spetniatl dwie wtasnosci: logiczng niesprzecznosé oraz zupelnosé.

Reguta wprowadzania kompresuje wiedze¢ zawarta w jej przestankach w postaci osadu o prawdzie jako
wniosku, podczas gdy reguta eliminacji odczytuje wiedze skompresowana w osadzie o prawdzie w jej
przestance celem wydedukowania nowego osadu we wniosku. Zasada lokalnej niesprzecznosci orzeka, iz
wiedza uzyskana z osadu po zastosowaniu reguly eliminacji jest tylko czescig wiedzy skompresowanej w
danym osadzie. Tym samym, jezeli zasada lokalnej niesprzecznoéci nie bedzie spetniona, reguta eliminacji
bedzie zbyt silna w takim sensie, ze bedzie w stanie generowa¢ wiedz¢ niekoniecznie uzasadniona przez
dany osad; wobec tego lokalna niesprzeczno$¢ zapewnia, iz reguta eliminacji nie jest zbyt silna. Zasada
lokalnej zupetnosci orzeka, iz wiedza otrzymana z danego osadu przez regute eliminacji zawiera przynaj-
mniej te wiedze, jaka jest skompresowana w obrebie danego osadu. Tym samym, jezeli zasada lokalne;j
spojnosci nie bedzie spetniona, reguta eliminacji bedzie zbyt staba w takim sensie, ze bedzie niezdolna
odczytaé¢ cata wiedze skompresowang w obrebie danego osadu; wobec tego zasada lokalnej spdjnosci
zapewnia, iz reguta eliminacji jest wystarczajaco silna. Jezeli dana reguta eliminacji spetnia obydwie
zasady, to pozwala uzyskaé¢ doktadnie te wiedze, jaka zostata skompresowana w osadzie w przestance.

Zasade lokalnej niesprzecznosci weryfikujemy pokazujac w jaki sposdb mozna zredukowaé¢ dowod, w
ktorym reguta wprowadzania pojawia sie bezposrednio przed odpowiadajaca jej reguty eliminacji. Jako
przyktad rozwazmy nastepujacy przyktad, w ktorym reguta wprowadzania Al pojawia sie bezposrednio
przed odpowiadajaca jej reguta eliminacji AE:

D E
Atrue Btrue

A A Btrue
Atrue

Reguta AE| nie jest zbyt silna, albowiem to, co dzigki niej potrafimy wydedukowaé we wniosku, a zatem
Atrue, jest jednym z dwoch osadéw uzytych do wydedukowania A A Btrue. Tym samym caly dowdd
redukuje sie do prostszego dowodu D:
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Gdyby reguta AE_ byta zbyt silna (gdyby dato sie z niej jako$ wywnioskowaé na przyktad A — Btrue),
powyzszego dowodu nie daloby sie zredukowac.

Jako kolejny przyktad, rozwazmy nastepujacy dowodd, w ktérym reguta wprowadzania — | bezposred-
nio poprzedza regute eliminacji — E:

Atrue.
Btrue | D
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Reguta — E nie jest zbyt silna, albowiem caty powyzszy dowdd daje sie zredukowaé do krétszego dowodu
tego samego osagdu Btrue podstawiajac D w miejsce hipotezy Afrue w przestance reguly — 1%




39

Atrue.
D )
Atrue :
) —p Btrue
: A — Btrue — D
Btrue Atrue
Btrue —E

W systemie naturalnej dedukcji opartym na osadach hipotetycznych, reguta podstawiania uzasadnia
I' - Btrue za kazdym razem, gdy mamy do dyspozycji dowody I' = Atrue oraz I'; A = Btrue:
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Przypadek V jest podobny do przypadku — i réwniez stosuje zasade podstawiania:
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natomiast w systemie dedukcji opartym na osgdach hipotetycznych:
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O redukcjach <p bedziemy moéwili jako o redukcjach lokalnych. Odnotujmy tu, Ze nie istnieja lokalne
redukcje dla T oraz L, jako ze T nie ma reguty eliminacji, a L nie ma reguty wprowadzania.

Zasade lokalnej zupelosci sprawdzamy pokazujac w jaki sposéb mozna rozszerzy¢ dowod danego
osagdu do nowego dowodu, w ktorym reguta wprowadzania bezposrednio poprzedza jedna lub wiecej
odpowiadajacych regutl eliminacji. Jako przyktad, rozwazmy dowdd D osadu AN Btrue. Reguty eliminacji
AEL oraz AEg nie sg zbyt stabe, albowiem sposéb, w jaki dedukuja swoje wnioski, a mianowicie Atrue
oraz Btrue, jest wystarczajacy do odtworzenia innego dowodu osadu A A Btrue:
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Gdyby reguly eliminacji byty zbyt stabe (na przyktad gdyby nie pozwalaly na udowodnienie Atrue),
dowodu nie daloby sie rozszerzyc¢.

Jako kolejny przyktad rozwazmy dowoéd D osadu A — Btrue. Mozemy odtworzy¢ inny dowod tego
samego osadu po zastosowaniu reguty eliminacji — E do D, co z kolei implikuje, ze reguta — E nie jest
zbyt staba:
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Rozszerzajac dowod D zastosowaliSmy nowsg etykiete x, ktéra nie byta wezesniej wykorzystana w dowo-
dzie D, jako ze dowolna niezwolniona hipoteza Birue o tej samej etykiecie w D zostaje zwolniona przez
regute — I*, co skutkuje niepoprawnym dowodem, o ile A # B. Dla systemu naturalnej dedukcji opar-
tego na osadach hipotetycznych ostabiamy dowéd D osgdu I' = A — Btrue celem otrzymania dowodu
osadu ', Atrue - A — Btrue przy odtwarzaniu nowego dowodu osagdu I' = A — Btrue:
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I't A — Blrue d I, Atrue = Btrue | —E
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Przypadek V wyglada nastepujaco:
Atrue Btrue’
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a w systemie naturalnej dedukcji opartym o osady hipotetyczne:
. D I, Atrue = Atrue Hy\ljl I', Btrue = Btrue Hy\|/3|
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O rozszerzeniach <g bedziemy méwili jako o rozszerzeniach lokalnych.

Jakkolwiek nie ma lokalnych redukcji dla T oraz L, istniejg lokalne rozszerzenia dla T i L. Przy-
pomnijmy, ze T i L sa "zerowymi” przypadkami koniunkcji i alternatywy, odpowiednio. Tym samym
dowod D osadu T true rozszerza sie¢ do nowego dowodu osadu T true, ktory uzywa zero regut eliminacji
i tym samym ignoruje D:

Tl <= p
T true P Ttrue

Podobnie dowdd L true rozszerza sie do nowego dowodu L true, ktéry uzywa zero regut wprowadzania:
D
1 true D
L true F Ltrue

Jako ze kazdy ze spéjnikow spetnia zasade lokalnej niesprzecznosci i spojnosci, powiemy, ze system
naturalnej dedukcji dla logiki zdan jest lokalnie niesprzeczny i spojny. Za kazdym razem, gdy rozszerzamy
nasz system o nowy spojnik, kwantyfikator itp. musimy kazdorazowo sprawdzi¢, ze nowy system dalej
jest lokalnie niesprzeczny i spojny, szukajac odpowiadajacych lokalnych redukcji i rozszerzen.



