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5. Wyk≥ad 5: Logiczna równowaønoúÊ. Osπdy hipotetyczne. Lokalna niesprzecznoúÊ i
zupe≥noúÊ.

5.1. Logiczna równowaønoúÊ. Powiemy, øe zdanie A jest logicznie równowaøne zdaniu B, co ozna-
czamy przez A ⌘ B, jeøeli Atrue pociπga Btrue i na odwrót. Innymi s≥owy logiczna równowaønoúÊ jest
konwencjπ notacyjnπ nastÍpujπcej postaci:

A ⌘ B = (A ! B) ^ (B ! A)true

Jeøeli A i B sπ logicznie równowaøne, to kaødorazowe pojawienie siÍ zdania A w innym zdaniu moøe
zostaÊ podmienione na B i vice versa. Tym samym logiczna równowaønoúÊ pozwala nam na uproszczenie
dowodów zawierajπcych zdania logicznie równowaøne mniej skomplikowanym zdaniom. Na przyk≥ad
dowód

¬¬¬A ! (¬¬¬B ! ¬(A _B))true
staje siÍ prostszy (czy wrÍcz oczywisty), jeøeli zamienimy ¬¬¬A ! (¬¬¬B ! ¬(A_B)) na (¬A^¬B) !
¬(A _ B) wykorzystujπc logiczne równowaønoúci ¬¬¬A ⌘ ¬A oraz A ! (B ! C) ⌘ (A ^B) ! C.
Poniøej podajemy listÍ wybranych logicznych równowaønoúci w rachunku zdaÒ, którπ podzieliliúmy na
trzy grupy:

5.1.1. PrzemiennoúÊ i idempotencja. Koniunkcja i alternatywa sπ przemienne i idempotentne. Implikacja
A ! A jest logicznie bezwartoúciowa i redukuje siÍ do >:
(C1) A ^ B ⌘ B ^ A
(C2) A _ B ⌘ B _ A
(C3) A ! B 6⌘ B ! A
(I1) A ^ A ⌘ A
(I2) A _ A ⌘ A
(I3) A ! A ⌘ >

5.1.2. Prawda i fa≥sz. Kaøda z poniøszych równowaønoúci odnosi siÍ do zdaÒ postaci >�A, ?�A, A ! >
lub ? ! A, gdzie � oznacza jeden ze spójników ^,_ lub !:
(M1) > ^ A ⌘ A
(M2) > _ A ⌘ >
(M3) > ! A ⌘ A
(M4) ? ^ A ⌘ ?
(M5) ? _ A ⌘ A
(M6) ? ! A ⌘ >
(M7) A ! > ⌘ >
(M8) A ! ? ⌘ ¬A

5.1.3. Zwiπzki pomiÍdzy spójnikami. Kaøda z poniøszych równowaønoúci odnosi siÍ do zdaÒ postaci
A�(B�C) lub (A�B) ! C, gdzie � oznacza jeden ze spójników ^,_ lub !:
(L1) A ^ (B ^ C) ⌘ A ^ (B ^ C) (≥πcznoúÊ ^)
(L2) A ^ (B _ C) ⌘ (A ^ B) _ (A ^ C) (rozdzielnoúÊ ^ wzglÍdem _)
(L3) A ^ (B ! C) ⌘? (brak zwiπzku)
(L4) A _ (B _ C) ⌘ A _ (B _ C) (≥πcznoúÊ _)
(L5) A _ (B ^ C) ⌘ (A _ B) ^ (A _ C) (rozdzielnoúÊ _ wzglÍdem ^)
(L6) A _ (B ! C) ⌘? (brak zwiπzku)
(L7) A ! (B ^ C) ⌘ (A ! B) ^ (A ! C) (rozdzielnoúÊ ! wzglÍdem ^)
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(L8) A ! (B ! C) ⌘? (brak zwiπzku)
(L9) A ! (B ! C) ⌘ (A ^ B) ! C
(L10) (A _ B) ! C ⌘ (A ! C) _ (B ! C)
(L11) (A ! B) ! C ⌘? (brak zwiπzku)

Zadanie 9. UdowodniÊ równowaønoúci (L2), (L4), (L7), (L9) oraz (L10).

5.2. Osπdy hipotetyczne. Podane przez nas wczeúniej regu≥y wnioskowania definiujπce system natu-
ralnej dedukcji dla rachunku zdaÒ nie nadajπ siÍ zbytnio do pisania dowodów hipotetycznych. Dzieje
siÍ tak poniewaø øadna z podanych regu≥ nie dostarcza wygodnej metody do úledzenia zasiÍgu kaødej z
hipotez, co zasadniczo uniemoøliwia ustrzeøenie siÍ przed utratπ kontroli nad zasiÍgiem obowiπzywania
hipotez. Na przyk≥ad nastÍpujπcy dowód hipotetyczny zawiera b≥Ídne uøycie hipotezy Atruex poza jej
zasiÍgiem obowiπzywania:

Atrue
x

! Ix
A ! Atrue Atrue

x (b≥Ídne uøycie)
^I

(A ! A) ^ Atrue
Za kaødym razem, gdy wprowadzamy nowπ hipotezÍ, moøemy wyobraziÊ sobie, øe rysujemy kontur
oznaczajπcy zasiÍg jej obowiπzywania, tak jak poniøej:

Atrue
x

...
Btrue

x

! Ix
A ! Btrue

A _ Btrue
Atrue

x

...
Ctrue

x

Btrue
y

...
Ctrue

y

_Ex,y

Ctrue

W powyøszych przyk≥adach zakres obowiπzywania hipotezy Atrue
x jest ograniczony konturem ozna-

czonym przez x. Zauwaømy, øe jeden kontur moøe znajdowaÊ siÍ wewnπtrz innego konturu, tak jak w
poniøszym przyk≥adzie:

Atrue
x

Btrue
y

A ^Btrue
^ I

y

B ! (A ^B)true
! Ix

x

! Ix
A ! (B ! (A ^ B))true

Hipoteza Atruex moøe byÊ uøyta wewnπtrz wewnÍtrznego konturu oznaczonego przez y, dziÍki czemu
potrafimy udowodniÊ A ^ Btrue z wykorzystaniem regu≥y ^I, ale hipoteza Btruey nie moøe byÊ uøyta
poza wewnÍtrznym konturem.
Osπdy hipotetyczne dostarczajπ wygodnego sposobu na úledzenie zasiÍgu kaødej z hipotez w do-
wodzie hipotetycznym. Hipotetyczny osπd J1, . . . , Jn ` J odzwierciedla hipotetyczny dowód osπdu J na
podstawie ciπgu hipotez J1, . . . , Jn:

J1, . . . , Jn ` J ,
J1 . . . J

n

...
J

9
>=

>;
regu≥y wnioskowania
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Tym samym moøemy odczytywaÊ J1, . . . , Jn ` J jako ”jeúli zachodzπ osπdy J1, . . . , Jn, to zachodzi
osπd J”. Gdy zachodzi osπd hipotetyczny J1, . . . , Jn ` J mówimy, øe J jest konsekwencjπ J1, . . . , Jn.
Tym samym ` nazywana jest relacjπ konsekwencji. O osπdach J1, . . . , Jn bÍdziemy myúleli jak o
przes≥ankach, zaú o osπdzie J jak o wniosku. Zbiór przes≥anek czÍsto bÍdziemy zapisywali krótko jako
�, skracajπc tym samym zapis osπdu hipotetycznego do � ` J .
Rozwijajπc dalej system naturalnej dedukcji dla rachunku zdaÒ bÍdziemy uøywami hipotetycznych
osπdów postaci A1true, . . . , An

true ` Atrue, gdzie zarówno przes≥anki jak i wniosek sπ zawsze osπda-
mi o prawdzie. Zanim podamy regu≥y wnioskowania dla tak rozumianego rachunku zdaÒ, przeúledümy
najpierw wybrane w≥asnoúci osπdów hipotetycznych odnoszπcych siÍ do przes≥anek i wniosków dowolnej
postaci.
Podana definicja osπdu hipotetycznego w trywialny sposób zapewnia prawdziwoúÊ nastÍpujπcych
dwóch zasad zwrotnoúci oraz regu≥y podstawiania:

• (zwrotnoúÊ) �, J,�0 ` J
• (regu≥a podstawiania) jeøeli � ` J oraz �, J ` J 0, to wówczas � ` J 0.

Zasada zwrotnoúci orzeka, øe moøemy wykorzystaÊ hipotezÍ J , aby wywnioskowaÊ J . Regu≥a podstawia-
nia powiada z kolei, iø jeúli potrafimy udowodniÊ osπd J na podstawie pewnego ciπgu hipotez, to moøemy
uøyÊ J jako nowej hipotezy za kaødym razem, gdy wykorzystujemy ten sam zbiór hipotez. Innymi s≥owy,
moøemy wykorzystaÊ J jako lemat w dowodzie osπdu � ` J 0.
Aby zilustrowaÊ dzia≥anie regu≥y podstawiania, za≥óømy � ` J oraz �, J ` J 0, co oznacza istnienie
dwóch dowodów hipotetycznych D i E jak poniøej:

� ` J ,
�
...
J

9
>=

>;
D �, J ` J 0 ,

� . . . J
...
J 0

9
>=

>;
E

Symbol � oznacza tu, jak nietrudno siÍ domyúliÊ, {J : J 2 �}. Teraz moøemy odnaleüÊ kaøde wystπpienie
hipotezy J w dowodzie E i podstawiÊ za niπD, otrzymujπc tym samym nastÍpujπcy dowód hipotetyczny:

�
`

� . . . J

9
=

;D

...
J 0

Jako øe ta sama hipoteza (na przyk≥ad jedna z hipotez wystÍpujπcych w � moøe byÊ uøyta dowolnπ
liczbÍ razy, powyøszy osπd hipotetyczny sankcjonuje osπd hipotetyczny � ` J 0, czyli to, co przez regu≥e
podstawiania otrzymujemy z osπdów � ` J oraz �, J ` J 0.
W naszej definicji osπdu hipotetycznego pojawiajπ siÍ dwa istotne za≥oøenia: po pierwsze, kolejnoúÊ
pojawiania siÍ hipotez nie ma znaczenia i po drugie, dana hipoteza moøe byÊ uøyta zero lub wiÍcej razy
w dowodzie hipotetycznym. Te za≥oøenia formalnie zapisujemy jako w≥asnoúci strukturalne osπdów
hipotetycznych:

• (wymiana) jeøeli �, J
i

, J
i+1,�0 ` J , to wówczas �, J

i+1, Ji,�0 ` J
• (os≥abienie) jeøeli �,�0 ` J , to wówczas �, J 0,�0 ` J dla dowolnego osπdu J 0

• (úciπganie) jeøeli �, J
i

, J
i

�0 ` J , to wówczas �, J
i

,�0 ` J

Zasada wymiany orzeka, øe moøemy zignorowaÊ kolejnoúÊ wystÍpowania przes≥anek w osπdzie hipote-
tycznym. Zasada os≥abienia powiada, iø moøe dodaÊ nowπ przes≥ankÍ, a nastÍpnie jej nie uøyÊ, tym
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samym ”os≥abiajπc” to, co dowodzimy. Na koniec zasada úciπgania mówi, øe moøemy ”úciπgnπÊ” dwie
kopie tej samej przes≥anki do jednego egzemplarza. Odnotujmy tu, iø wobec zasady os≥abiania, hipoteza
moøe byÊ uøyta zero razy, zaú wobec zasady úciπgania – moøe byÊ uøyta wiÍcej niø jeden raz.
Oto kilka dalszych uwag wartych odnotowania:

• Osπdy hipotetyczne sπ w zasadzie tylko wygodnym, a nie nowym, sposobem reprezentowania
dowodów hipotetycznych. Innymi s≥owy relacja ` jest tylko narzÍdziem syntaktycznym s≥uøπ-
cym prezentowaniu hipotez i wniosków osπdu hipotetycznego i jednoczesnemu ukrywaniu ich
wewnÍtrznej struktury i tym samym nie wprowadzajπcym nowego pojÍcia semantycznego.

• Ogólnie dopuszczamy moøliwoúÊ skorzystania z wiÍcej niø jednego dowodu hipotetycznego celem
dowodu osπdu hipotetycznego, jako øe osπdy hipotetyczne odnoszπ siÍ wy≥πcznie do hipotez i
wniosków.

• Osπd hipotetyczny sam w sobie jest przyk≥adem osπdu jako takiego i tym samym moøe byÊ uøyty
jako przes≥anka bπdü jako wniosek w innym osπdzie hipotetycznym, jakkolwiek nie bÍdziemy
uøywaÊ w ten sposób osπdów hipotetycznych w dalszym toku tego wyk≥adu. W istocie J1, . . . , Jn `
J moøna rozwaøaÊ jako skrót pewnego scentrowanego osπdu J1 ` (J2 ` . . . , J

n

` J) . . .), gdzie
kaøda z przes≥anek J

i

lub wniosek J moøe byÊ innym osπdem hipotetycznym.
• Jakkolwiek doúÊ blisko zwiπzane, hipotetyczny osπd J1, . . . , Jn ` J i regu≥a J1,...,Jn

J

R to nie to
samo i nie moøna ich porównywaÊ celem odnalezienia potencjalnej równowaønoúci. Powód jest
prosty: hipotetyczny osπd to, jak sama nazwa wskazuje, osπd, zaú R to regu≥a wnioskowania.
Istnienie dowodu J1, . . . , Jn ` J oznacza tylko, øe R jest regu≥π wyprowadzalnπ. Na odwrót, jeúli
dostÍpna jest regu≥a wnioskowania R, to zawsze potrafimy uzasadniÊ J1, . . . , Jn ` J za pomocπ
nastÍpujπcego dowodu hipotetycznego:

J1 . . . Jn
R

J
Odnotujmy wszakøe, iø powyøszy dowód hipotetyczny moøe nie byÊ jedynym sposobem udowod-

nienia J1, . . . , Jn ` J , jeøeli tylko potrafimy wskazaÊ inny dowód hipotetyczny
J1 . . . J

n

...
J

bez

uøycia regu≥y R.
• Osπd hipotetyczy ` J bez przes≥anek nie jest równowaøny swojemu wnioskowi J . O ile osπd
informuje nas, øe J zachodzi bezwarunkowo, o tyle wniosek J sam funkcjonuje w oderwaniu od
tego, czy za≥oøyliúmy jakiekolwiek hipotezy i w szczególnoúci sam moøe byÊ hipotezπ w osπdzie
hipotetycznym. Na przyk≥ad, wobec za≥oøenia J ` J 0 moøemy pokazaÊ, øe ` J implikuje ` J 0

stosujπc regu≥Í podstawiania. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, poniewaø dowód ` J 0

wcale nie musi byÊ rozszerzeniem dowodu ` J .
• Waønπ konsekwencjπ w≥asnoúci strukturalnych jest to, øe dwa osπdy hipotetyczne w kaødej z
regu≥, a mianowicie � ` J z czÍúci ”jeúli” regu≥y oraz �0 ` J z czÍúci ”to wówczas”, reprezentujπ
dowody hipotetyczne nie tylko tej samej wielkoúci (mierzonej liczbπ zastosowaÒ regu≥ wniosko-
wania), ale równieø o dok≥adnie takiej samej strukturze. W rezultacie za kaødym razem, gdy
stosujemy indukcjÍ strukturalnπ (lub indukcjÍ regu≥) do � ` J , moøemy zamiast tego zastosowaÊ
indukcjÍ strukturalnπ do �0 ` J .

System naturalnej dedukcji dla rachunku zdaÒ zapisany z uøyciem osπdów hipotetycznych bÍdzie
wyglπda≥ nastÍpujπco:

• Atrue 2 � Hyp
� ` Atrue
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• �, Atrue ` Btrue
! I� ` A ! Btrue

• � ` A ! Btrue � ` Atrue ! E� ` Btrue

• � ` Atrue � ` Btrue ^I� ` A ^ Btrue

• � ` A ^Btrue ^EL� ` Atrue

• � ` A ^Btrue ^ER� ` Btrue

• � ` Atrue _IL� ` A _ Btrue

• � ` Btrue _IR� ` A _Btrue

• � ` A _ Btrue �, Atrue ` Ctrue �, Btrue ` Ctrue
_E� ` Ctrue

• >I� ` >true

• � ` ?true ?E� ` Ctrue

• �, Atrue ` ?true
¬I� ` ¬Atrue

• � ` ¬Atrue � ` Atrue ¬E� ` ?true
Regu≥a Hyp odzwierciedla zwrotnoúÊ osπdów hipotetycznych. Wszystkie pozosta≥e regu≥y sπ uzasadnio-
ne ich odpowiednikami w zbudowanym przez nas wczeúniej systemie naturalnej dedukcji. Jako przyk≥ad
rozwaømy regu≥Í ! I. Przes≥anka �, Atrue ` Btrue pociπga istnienie hipotetycznego dowodu wyprowa-
dzajπcego Btrue z hipotez � oraz Atrue:

�, Atrue ` Btrue,
� . . . Atrue

...
Btrue

Stosujemy teraz wczeúniej zdefiniowanπ regu≥Í ! I do wniosku Btrue wzglÍdem hipotezy Atrue. Innymi
s≥owy, zastosowanie regu≥y ! I wyznacza Atrue jako odpowiadajπcπ jej hipotezÍ:

� . . . Atrue
x

...
Btrue

! Ix
A ! Btrue

Zauwaømy, iø hipotezy w dowodzie zawierajπ w szczególnoúci hipotezy �, ale nie zawierajπ hipotezy
Atrue

x, która zostaje zwolniona w momencie zastosowania regu≥y ! I. Innymi s≥owy, mamy tu dowód
hipotetyczny osπdu hipotetycznego � ` A ! B:
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� ` A ! Btrue()

� . . . Atrue
x

...
Btrue

! Ix
A ! Btrue

Tym samym moøemy udowodniÊ � ` A ! Btrue o ile dysponujemy dowodem �, Atrue ` Btrue, co
uzasadnia poprawnoúÊ regu≥y ! I.
Uøycie osπdów hipotetycznych eliminuje koniecznoúÊ etykietowania hipotez. Jako przyk≥ad rozwaømy
poniøszy dowód osπdu hipotetycznego ` A ! (B ! (A ^B))true:

Hyp
Atrue, Btrue ` Atrue

Hyp
Atrue, Btrue ` Btrue

^I
Atrue, Btrue ` A ^Btrue

! I
Atrue ` B ! (A ^ B)true

! I` A ! (B ! (A ^B))true
Odnotujmy tu dwie obserwacje, jakie naleøy poczyniÊ omawiajπc zmodyfikowany przed chwilπ system
naturalnej dedukcji. Po pierwsze, kaødy liúÊ w drzewie dedukcyjnym dla � ` Ctrue (gdzie � ` Ctrue jest
korzeniem) powstaje przez zastosowanie regu≥y Hyp lub regu≥y >I. W szczególnoúci, jeøeli regu≥a >I nie
jest uøyta (co czÍsto ma miejsce), drzewo dedukcyjne ma nastÍpujπcπ postaÊ:

�1 ` A1true
Hyp . . .

�
n

` A
n

true
Hyp

...
� ` Ctrue

Po drugie, zbiór przes≥anek zawsze rozszerza siÍ do regu≥y wnioskowania, gdy poruszamy siÍ od wniosku
do jego przes≥anek (a zatem od do≥u do góry dowodu). Innymi s≥owy, regu≥a �0`Atrue...

�`Ctrue spe≥nia warunek
� ⇢ �0. W szczególnoúci powyøsze drzewko dedukcyjne dla � ` Ctrue spe≥nia warunki � ⇢ �1, . . . ,� ⇢
�
n

.
Zasady os≥abiania i úciπgania moøemy teraz wys≥owiÊ w nastÍpujπcy sposób:
Twierdzenie 7 (w≥asnoúci strukturalne).

(1) (Os≥abianie). Jeøeli � ` Ctrue, to wówczas �, Atrue ` Ctrue.
(2) (åciπganie). Jeøeli �, Atrue, Atrue ` Ctrue, to wówczas �, Atrue ` Ctrue.

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem struktury dowodów � ` Ctrue oraz �, Atrue, Atrue `
Ctrue. Dla zasady os≥abiania, dowód �, Atrue ` Ctrue ma dok≥adnie takπ samπ strukturÍ jak dowód
� ` Ctrue. Tym samym jeøeli moøemy zastosowaÊ indukcjÍ strukturalnπ do � ` Ctrue, tym bardziej
moøemy jπ zastosowaÊ do �, Atrue ` Ctrue. Podobne rozumowanie stosujemy dla úciπgania. ⇤
DowodliwoúÊ zasady podstawiania potwierdza, iø nasz system logiczny odpowiada definicji osπdu hi-
potetycznego. Innymi s≥owy, gdyby zasada podstawiania by≥a niemoøliwa do udowodnienia, oznacza≥oby
to, iø jedna z podanych przez nas regu≥ wnioskowania nie zosta≥a zaprojektowana zgodnie z zasadami
obowiπzujπcymi miÍdzy osπdami hipotetycznymi i dowodami hipotetycznymi.

Twierdzenie 8. (Podstawianie.) Jeøeli � ` Atrue oraz �, Atrue ` Ctrue, to wówczas � ` Ctrue.

Zadanie 10. Do którego z osπdów naleøy zastosowaÊ indukcjÍ strukturalnπ w dowodzie powyøszego twier-
dzenia, do � ` Atrue czy do �, Atrue ` Ctrue? Dlaczego?
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Zanim przystπpimy do dowodu powyøszego twierdzenia, warto spróbowaÊ przewidzieÊ jak dowód bÍ-
dzie przebiega≥. Na przyk≥ad pomocne bÍdzie ustalenie do którego z osπdów � ` Atrue oraz �, Atrue `
Ctrue naleøy zastosowaÊ indukcjÍ strukturalnπ. Dla uproszczenia za≥óømy, øe regu≥a >I nie jest uøyta
w dowodzie �, Atrue ` Ctrue (dowód � ` Atrue moøe z kolei uøywaÊ regu≥y >I). Wówczas drzewo
dedukcyjne dla dowodu �, Atrue ` Ctrue bÍdzie mia≥o nastÍpujπcπ postaÊ:

�1, Atrue ` C1true
Hyp . . .

�
n

, Atrue ` C
n

true
Hyp

...
�, Atrue ` Ctrue

gdzie kaødy z liúci
�
i

, Atrue ` C
i

true
Hyp spe≥nia warunek � ⇢ �

i

, i 2 {1, . . . , n}. Rozwaømy teraz i-ty

liúÊ. Jeøeli C
i

true 2 �
i

, to przes≥anka Atrue w �
i

, Atrue ` C
i

true nie odgrywa roli w dowodzie i liúÊ
moøna bezpiecznie zastπpiÊ liúciem

�
i

` C
i

true
Hyp. Jeúli C

i

= A, to wówczas os≥abiamy � ` Atrue =

� ` C
i

true aby uzyskaÊ �
i

` C
i

true, które nastÍpnie jest podstawiane za �
i

, Atrue ` C
i

true. W rezultacie
øaden z liúci nie bÍdzie zawiera≥ Atrue jako przes≥anki, a wiÍc stosujπc opisane powyøej zmiany dla ca≥ego
drzewa aø do korzenia, przekszta≥cimy drzewo dedukcyjne w nowe drzewo dla � ` Ctrue. Tym samym
bÍdziemy analizowaÊ strukturÍ dowodu �, Atrue ` Ctrue aby zlokalizowaÊ wszystkie jego liúcie. Innymi
s≥owy, bÍdziemy stosowaÊ indukcjÍ strukturalnπ dla �, Atrue ` Ctrue.

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem struktury dowodu �, Atrue ` Ctrue. Musimy roz-
waøyÊ trzy przypadki: Hyp, ! I oraz ! E.

Przypadek
Ctrue 2 �

�, Atrue ` Ctrue
Hyp:

� ` Ctrue wobec regu≥y Hyp dla Ctrue 2 �.
Przypadek

�, Atrue ` Ctrue
Hyp gdzie A = C:

� ` Ctrue wobec za≥oøenia � ` Atrue.

Przypadek
�, Atrue, C1true ` C2true
�, Atrue ` C1 ! C2true

! I gdzie C = C1 ! C2:

�, C1true ` Atrue wobec os≥abienia � ` Atrue
�, C1true ` C2true wobec za≥oøenia indukcyjnego dla �, Atrue, C1true ` C2true z �, C1true ` Atrue
� ` C1 ! C2true wobec regu≥y ! I z �, C1true ` C2true.

Przypadek
�, Atrue ` C 0 ! Ctrue, �, Atrue ` C 0true

�, Atrue ` Ctrue
! E:

� ` C 0 ! Ctrue wobec za≥oøenia indukcyjnego dla �, Atrue ` C 0 ! Ctrue z � ` Atrue
� ` C 0true wobec za≥oøenia indukcyjnego dla �, Atrue ` C 0true z � ` Atrue
� ` Ctrue wobec regu≥y ! E z � ` C 0 ! Ctrue oraz � ` C 0true. ⇤
Tym samym majac dany dowód D osπdu � ` Atrue oraz dowód E osπdu �, Atrue ` Ctrue, moøemy
zawsze zapisaÊ dowód, oznaczany przez [D/Atrue]E , osπdu � ` Ctrue przez podstawienie D w E .

5.3. Lokalna niesprzecznoúÊ i zupe≥noúÊ. Wszystkie podane wczeúniej regu≥y wnioskowania wydajπ
siÍ mieÊ sens intuicyjnie, ale ich poprawnoúÊ musi byÊ jeszcze formalnie zweryfikowana. Na przyk≥ad,
chcielibyúmy spodziewaÊ siÍ, aby regu≥a eliminacji dla ^ pozwala≥a wywnioskowaÊ Atrue z A ^ Btrue,
a z drugiej strony, zby regu≥a ta nie pozwala≥a na wywnioskowanie Ctrue z A ^ Btrue, jeøeli C nie jest
w øaden sposób powiπzane z A oraz B. Wobec tego musimy zadecydowaÊ o wyborze pewnych zasad
okreúlajπcych w jaki sposób naleøy budowaÊ system naturalnej dedukcji oraz jakie regu≥y wnioskowania
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naleøy przyjmowaÊ, a jakie odrzucaÊ. Zasady, które przyjmiemy, bÍdπ gwarantowa≥y, iø nasz system
bÍdzie spe≥nia≥ dwie w≥asnoúci: logicznπ niesprzecznoúÊ oraz zupe≥noúÊ.
Regu≥a wprowadzania kompresuje wiedzÍ zawartπ w jej przes≥ankach w postaci osπdu o prawdzie jako
wniosku, podczas gdy regu≥a eliminacji odczytuje wiedzÍ skompresowanπ w osπdzie o prawdzie w jej
przes≥ance celem wydedukowania nowego osπdu we wniosku. Zasada lokalnej niesprzecznoúci orzeka, iø
wiedza uzyskana z osπdu po zastosowaniu regu≥y eliminacji jest tylko czÍsciπ wiedzy skompresowanej w
danym osπdzie. Tym samym, jeøeli zasada lokalnej niesprzecznoúci nie bÍdzie spe≥niona, regu≥a eliminacji
bÍdzie zbyt silna w takim sensie, øe bÍdzie w stanie generowaÊ wiedzÍ niekoniecznie uzasadnionπ przez
dany osπd; wobec tego lokalna niesprzecznoúÊ zapewnia, iø regu≥a eliminacji nie jest zbyt silna. Zasada
lokalnej zupe≥noúci orzeka, iø wiedza otrzymana z danego osπdu przez regu≥Í eliminacji zawiera przynaj-
mniej tÍ wiedzÍ, jaka jest skompresowana w obrÍbie danego osπdu. Tym samym, jeøeli zasada lokalnej
spójnoúci nie bÍdzie spe≥niona, regu≥a eliminacji bÍdzie zbyt s≥aba w takim sensie, øe bÍdzie niezdolna
odczytaÊ ca≥π wiedzÍ skompresowanπ w obrÍbie danego osπdu; wobec tego zasada lokalnej spójnoúci
zapewnia, iø regu≥a eliminacji jest wystarczajπco silna. Jeøeli dana regu≥a eliminacji spe≥nia obydwie
zasady, to pozwala uzyskaÊ dok≥adnie tÍ wiedzÍ, jaka zosta≥a skompresowana w osπdzie w przes≥ance.
ZasadÍ lokalnej niesprzecznoúci weryfikujemy pokazujπc w jaki sposób moøna zredukowaÊ dowód, w
którym regu≥a wprowadzania pojawia siÍ bezpoúrednio przed odpowiadajπcπ jej regu≥π eliminacji. Jako
przyk≥ad rozwaømy nastÍpujπcy przyk≥ad, w którym regu≥a wprowadzania ^I pojawia siÍ bezpoúrednio
przed odpowiadajπcπ jej regu≥π eliminacji ^EL:

D
Atrue

E
Btrue

^I
A ^ Btrue ^ELAtrue

Regu≥a ^EL nie jest zbyt silna, albowiem to, co dziÍki niej potrafimy wydedukowaÊ we wniosku, a zatem
Atrue, jest jednym z dwóch osπdów uøytych do wydedukowania A ^ Btrue. Tym samym ca≥y dowód
redukuje siÍ do prostszego dowodu D:

D
Atrue (=

R

D
Atrue

E
Btrue

^I
A ^Btrue ^ELAtrue

Gdyby regu≥a ^EL by≥a zbyt silna (gdyby da≥o siÍ z niej jakoú wywnioskowaÊ na przyk≥ad A ! Btrue),
powyøszego dowodu nie da≥oby siÍ zredukowaÊ.
Jako kolejny przyk≥ad, rozwaømy nastÍpujπcy dowód, w którym regu≥a wprowadzania! I bezpoúred-
nio poprzedza regu≥Í eliminacji ! E:

Atrue
x

...
Btrue

! Ix
A ! Btrue

D
Atrue

! E
Btrue

Regu≥a! E nie jest zbyt silna, albowiem ca≥y powyøszy dowód daje siÍ zredukowaÊ do krótszego dowodu
tego samego osπdu Btrue podstawiajπc D w miejsce hipotezy Atruex w przes≥ance regu≥y ! Ix:
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D
Atrue
...

Btrue

(=
R

Atrue
x

...
Btrue

! Ix
A ! Btrue

D
Atrue

! E
Btrue

W systemie naturalnej dedukcji opartym na osπdach hipotetycznych, regu≥a podstawiania uzasadnia
� ` Btrue za kaødym razem, gdy mamy do dyspozycji dowody � ` Atrue oraz �, A ` Btrue:

[E/Atrue]D
� ` Btrue (=

R

D
�, Atrue ` Btrue

! I� ` A ! Btrue
E

� ` Atrue
! E� ` Btrue

Przypadek _ jest podobny do przypadku ! i równieø stosuje zasadÍ podstawiania:

D
Atrue
...

Ctrue

(=
R

D
Atrue

_ILA _Btrue
Atrue

x

...
Ctrue

Btrue
y

...
Ctrue

_Ex,y

Ctrue
natomiast w systemie dedukcji opartym na osπdach hipotetycznych:

[D/Atrue]E
L

� ` Ctrue (=
R

D
� ` Atrue

_IL� ` A _ Btrue
E
L

�, A ` Ctrue
E
R

�, B ` Ctrue
_E� ` Ctrue

O redukcjach(
R

bÍdziemy mówili jako o redukcjach lokalnych. Odnotujmy tu, øe nie istniejπ lokalne
redukcje dla > oraz ?, jako øe > nie ma regu≥y eliminacji, a ? nie ma regu≥y wprowadzania.
ZasadÍ lokalnej zupe≥noúci sprawdzamy pokazujπc w jaki sposób moøna rozszerzyÊ dowód danego
osπdu do nowego dowodu, w którym regu≥a wprowadzania bezpoúrednio poprzedza jednπ lub wiÍcej
odpowiadajπcych regu≥ eliminacji. Jako przyk≥ad, rozwaømy dowód D osπdu A^Btrue. Regu≥y eliminacji
^EL oraz ^ER nie sπ zbyt s≥abe, albowiem sposób, w jaki dedukujπ swoje wnioski, a mianowicie Atrue
oraz Btrue, jest wystarczajπcy do odtworzenia innego dowodu osπdu A ^Btrue:

D
A ^ Btrue (=

E

D
A ^Btrue

^ELAtrue

D
A ^ Btrue

^ERBtrue ^I
A ^Btrue

Gdyby regu≥y eliminacji by≥y zbyt s≥abe (na przyk≥ad gdyby nie pozwala≥y na udowodnienie Atrue),
dowodu nie da≥oby siÍ rozszerzyÊ.
Jako kolejny przyk≥ad rozwaømy dowód D osπdu A ! Btrue. Moøemy odtworzyÊ inny dowód tego
samego osπdu po zastosowaniu regu≥y eliminacji ! E do D, co z kolei implikuje, øe regu≥a ! E nie jest
zbyt s≥aba:
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D
A ! Btrue (=

E

D
A ! Btrue Atrue

x

! E
Btrue ! Ix

A ! Btrue
Rozszerzajπc dowód D zastosowaliúmy nowπ etykietÍ x, która nie by≥a wczeúniej wykorzystana w dowo-
dzie D, jako øe dowolna niezwolniona hipoteza Btruex o tej samej etykiecie w D zostaje zwolniona przez
regu≥Í ! Ix, co skutkuje niepoprawnym dowodem, o ile A 6= B. Dla systemu naturalnej dedukcji opar-
tego na osπdach hipotetycznych os≥abiamy dowód D osπdu � ` A ! Btrue celem otrzymania dowodu
osπdu �, Atrue ` A ! Btrue przy odtwarzaniu nowego dowodu osπdu � ` A ! Btrue:

D
� ` A ! Btrue (=

E

D
�, Atrue ` A ! Btrue

Hyp
�, Atrue ` Atrue

! E�, Atrue ` Btrue
! I� ` A ! Btrue

Przypadek _ wyglπda nastÍpujπco:

D
A _ Btrue (=

E

D
A _ Btrue

Atrue
x

_ILA _Btrue
Btrue

y

_IRA _Btrue
_Ex,y

A _Btrue
a w systemie naturalnej dedukcji opartym o osπdy hipotetyczne:

D
� ` A _Btrue (=

E

D
� ` A _ Btrue

Hyp
�, Atrue ` Atrue _IL�, Atrue ` A _Btrue

Hyp
�, Btrue ` Btrue _IR�, Btrue ` A _ Btrue

_E� ` A _ Btrue
O rozszerzeniach (

E

bÍdziemy mówili jako o rozszerzeniach lokalnych.
Jakkolwiek nie ma lokalnych redukcji dla > oraz ?, istniejπ lokalne rozszerzenia dla > i ?. Przy-
pomnijmy, øe > i ? sπ ”zerowymi” przypadkami koniunkcji i alternatywy, odpowiednio. Tym samym
dowód D osπdu >true rozszerza siÍ do nowego dowodu osπdu >true, który uøywa zero regu≥ eliminacji
i tym samym ignoruje D:

>true
>I (=

E

D
>true

Podobnie dowód ?true rozszerza siÍ do nowego dowodu ?true, który uøywa zero regu≥ wprowadzania:
D

?true
?true

?E (=
E

D
?true

Jako øe kaødy ze spójników spe≥nia zasadÍ lokalnej niesprzecznoúci i spójnoúci, powiemy, øe system
naturalnej dedukcji dla logiki zdaÒ jest lokalnie niesprzeczny i spójny. Za kaødym razem, gdy rozszerzamy
nasz system o nowy spójnik, kwantyfikator itp. musimy kaødorazowo sprawdziÊ, øe nowy system dalej
jest lokalnie niesprzeczny i spójny, szukajπc odpowiadajπcych lokalnych redukcji i rozszerzeÒ.


