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4. Wyk≥ad 4: Logika zdaÒ. Zdania i osπdy, system naturalnej dedukcji dla logiki
zdaÒ.

Zajmiemy siÍ obecnie zbudowaniem logiki zdaÒ, czyli systemu logicznego bez kwantyfikatorów. Zro-
bimy to w stylu osπdowym w duchu Pfenninga i Daviesa, którzy z kolei zaadaptowali metodologiÍ
Martin-Löfa w rozróønianiu miÍdzy osπdami i zdaniami. Klasyczne podejúcie do logiki zdaÒ opiera≥o siÍ
wy≥πcznia na badaniu zdaÒ.

4.1. Zdania i osπdy. W osπdowym sformu≥owaniu logiki, zdaniem nazywamy obiekt, którego praw-
dziwoúÊ moøna zweryfikowaÊ stosujπc regu≥y wnioskowania, podczas gdy osπdem nazywamy obiekt
konstruowalny bπdü nie drogπ dowodu. Przyk≥adami zdaÒ mogπ byÊ ”1+1 jest równe 0” lub ”1+1 =
2”, obydwa rozwaøane jako zdania w arytmetyce liczb ca≥kowitych, zaú przyk≥adami osπdów ”’1+1 jest
równe 0’ jest prawdπ”, dla którego nie istnieje dowód, lub ”’1+1 jest równe 2’ jest prawdπ”, dla którego
istnieje dowód.
Aby lepiej zrozumieÊ tÍ róønicÍ, rozwaømy wyraøenie “ksiÍøyÊ jest zrobiony z sera”. Takie wyraøenie
nie jest obiektem do weryfikacji, ani nie jest zdaniem, jako øe nie ma sposobu sprawdzenia jego praw-
dziwoúci – wyraøenie to stanie siÍ zdaniem jedynie wtedy, jeøeli podamy je w kontekúcie pewnych regu≥
wnioskowania. Oto przyk≥ad takiej regu≥y, zapisanej w nieco przesadnie pedantyczny sposób:

“ksiÍøyc jest bladozielony i ma dziury” jest prawdπ
“ksiÍøyc jest zrobiony z sera” jest prawdπ

KsieycSer

Teraz moøemy spróbowaÊ przeprowadziÊ dowód zdania na przyk≥ad robiπc zdjÍcie ksiÍøyca. Zauwaømy,
øe nadal nie wiemy, czy zdanie jest prawdziwe, czy nie, ale majπc danπ powyøszπ regu≥Í wnioskowania
przynajmniej jesteúmy w stanie stwierdziÊ jak moøna je zweryfikowaÊ. Jeøeli na naszym zdjÍciu ksiÍøyca
zobaczymy bladozielony obiekt z dziurami, to wówczas na podstawie naszej regu≥y wnioskowania stwier-
dzamy prawdziwoúÊ osπdu “ksiÍøyc jest zrobiony z sera”. Tym samym prawdziwoúÊ osπdu “ksiÍøyc jest
zrobiony z sera” jest udowodniona dziÍki zdjÍciu ksiÍøyca i regule wnioskowania. Na tym przyk≥adzie
widzimy, øe zdanie jest obiektem podlegajπcym weryfikacji, które moøe byÊ prawdziwe bπdü nie, podczas
gdy osπd jest fragmentem wiedzy, który znamy lub nie, w zaleønoúci od istnienia dowodu.
Jest waøne, øe pojÍcie osπdu jest bardziej priorytetowe niø pojÍcie zdania. Mówiπc prosto, pojÍcie
osπdu nie zaleøy od pojÍcia zdania i musimy wprowadziÊ nowe rodzaje osπdów nie uøywajπc konkretnych
zdaÒ. Z drugiej strony, zdania sπ zawsze moøliwe do wyjaúnienia przy uøyciu istniejπcych osπdów, które
zawierajπ przynajmniej osπdy prawdziwe, jako øe zdaniom muszπ towarzyszyÊ regu≥y wnioskowania
s≥uøπce okreúlaniu, czy sπ prawdziwe.
Rozwijajπc formalny system logiki zdaÒ bÍdziemy uøywaÊ dwóch osπdów: A prop oraz A true:

A prop , A jest zdaniem
A true , A jest prawdziwe

A prop zostaje udowodnione dziÍki obecnoúci regu≥y wnioskowania pozwalajπcej wywieúÊ A true. Zde-
finiujemy indukcyjnie zbiór zdaÒ uøywajπc spójników binarnych (to znaczy implikacji !, koniunkcji
^ i alternatywy _) oraz unarnego (to znaczy negacji ¬). Regu≥y wnioskowania zostanπ zapisane w ten
sposób, aby definicja jednego spójnika nie wykorzystywa≥a definicji innych spójników. Powiemy, øe otrzy-
many w ten sposób system dedukcyjny jest ortogonalny w takim sensie, iø wszelkie spójniki mogπ byÊ
wprowadzone niezaleønie od pozosta≥ych.
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Zadanie 6. Za≥óømy, øe ¬A jest zdaniem oznaczajπcym logicznπ negacjÍ zdania A oraz A false jest
osπdem oznaczajπcym “A nie moøe byÊ prawdziwe. Co jest z≥ego w regule ¬A trueA false¬E majπcej wyjaúniaÊ

pojÍcie fa≥szywych osπdów? A co z regu≥π A false¬A true¬I?

Zadanie 7. Dlaczego regu≥a ¬A _ B true
A ! B false ! I jest z≥a, poza tym, øe wyglπda doúÊ dziwnie?

4.2. System naturalnej dedukcji dla logiki zdaÒ. Naturalna dedukcja jest zasadπ budowania syste-
mów logicznych których g≥ównymi pojÍciami sπ regu≥y wnioskowania wprowadzania oraz eliminacji.
Regu≥a wprowadzania wyjaúnia w jaki sposób moøna wydedukowaÊ prawdziwy osπd wykorzystujπcy kon-
kretny spójnik, przy uøyciu prawdziwych osπdów jako przes≥anek. Innymi s≥owy, regu≥a ta wyjaúnia, jak
“wprowadziÊ” spójnik w procesie dedukcji. Na przyk≥ad, regu≥a wprowadzania dla spójnika koniunkcji
wyglπda≥aby tak:

. . .

A ^ Btrue
^ I

PojÍciem dualnym do regu≥y wprowadzania jest regu≥a eliminacji, która wyjaúnia w jaki sposób moøna
wykorzystaÊ prawdziwy osπd wykorzystujπcy konkretny spójnik celem wywnioskowania innego osπdu.
Innymi s≥owy, regu≥a ta wyjaúnia, jak “wyeliminowaÊ” spójnik w procesie dedukcji. Na przyk≥ad, regu≥a
eliminacji dla spójnika koniunkcji wyglπda≥aby tak:

A ^Btrue
. . .

^ E

Regu≥a wprowadzania na ogó≥ pokrywa siÍ z intuicyjnym wyobraøeniem o dzia≥aniu danego spójnika i
dlatego jest relatywnie prosta do zaprojektowania. Dla kontrastu, regu≥a eliminacji ekstrahuje informacjÍ
reprezentowanπ przez osπd i jej zaprojektowanie wymaga szczególnej uwagi celem unikniÍcia sytuacji, w
której dany system móg≥by byÊ sprzeczny. Na przyk≥ad, üle zaprojektowana regu≥a eliminacji moøe byÊ na
tyle silna, øe bÍdzie ekstrahowa≥a nieprawdziwe informacje, których nie bÍdzie siÍ da≥o udowodniÊ przez
odpowiadajπcπ regu≥Í wprowadzania. Z drugiej strony, üle zaprojektowana regu≥a eliminacji moøe byÊ
zbyt s≥aba, aby wydedukowaÊ cokolwiek interesujπcego. Zauwaømy, øe regu≥a wprowadzania jest w pew-
nym sensie waøniejsza od regu≥y eliminacji, jako øe bez regu≥y wprowadzania nie ma sensu projektowaÊ
odpowiedniej regu≥y eliminacji. Innymi s≥owy, regu≥a eliminacji nie moøe byÊ rozpatrywana w oderwa-
niu od odpowiadajπcej jej regu≥y wprowadzania, podczas gdy zaprojektowanie regu≥y wprowadzania nie
musi pociπgaÊ projektowania odpowiedniej regu≥y eliminacji.
Poniøej rozwiniemy system naturalnej dedukcji dla logiki zdaÒ, rozpoczynajπc od spójnika koniunkcji.

4.2.1. Koniunkcja. Zanim zajmiemy siÍ regu≥ami wnioskowania dla koniunkcji, musimy rozpoznaÊ w jaki
sposób moøna poprawnie budowaÊ zdania z wykorzystaniem tego spójnika. Tym samym potrzebujemy
regu≥y formowania aby wyraziÊ, øe A ^B jest zdaniam, gdy zarówno A jak i B sπ zdaniami:

Aprop Bprop
A ^Bprop

^ F

Aby jakoú uzasadniÊ regu≥Í ^F potrzebujemy regu≥y wnioskowania dla dowodzenia prawdziwoúci A^B
przy za≥oøeniu istnienia regu≥ wnioskowania dla dowodzenia prawdziwoúci A oraz B. Jako øe A ^B ma
w zamyúle byÊ prawdziwe wtedy, gdy zarówno A jak i B sπ prawdziwe, uøyjemy nastÍpujπcej regu≥y
wprowadzania definiujπcej A ^ B jako zdanie:

Atrue Btrue
A ^ Btrue

^ I
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Regu≥a ^I mówi, øe jeúli zarówno A jak i B sπ prawdziwe, to równieø A ^ B jest prawdziwe. Zgadza
siÍ to z naturalnπ interpretacjπ regu≥y wnioskowania: jeúli zachodzπ przes≥anki, zachodzi teø wniosek.
Teraz moøemy uøyÊ regu≥y ^I do skonstruowania dowodu A ^ B przy danych dowodach D

A

osπdu A

true oraz D
B

osπdu B true; napiszemy D
A

Atrue dla oznaczenia, øe DA

jest dowodem A true zawierajπcym

przynajmniej jednπ regu≥Í wnioskowania, której wnioskiem jest A true:

D
A

Atrue
D

B

Btrue
A ^ Btrue

^ I

Zaprojektowanie regu≥y eliminacji dla koniunkcji zaczyna siÍ od rozwaøenia A ^ B jako przes≥anki.
Jako øe A^B true wyraøa fakt, øe zarówno A jak i B sπ prawdziwe, z A^B true moøemy wywnioskowaÊ
zarówno A true jak i B true, tak jak widaÊ z konstrukcji nastÍpujπcych dwóch regu≥ eliminacji dla
koniunkcji:

A ^ Btrue
Atrue

^ E
L

A ^ Btrue
Btrue

^ E
R

4.2.2. Implikacja. Spójnik implikacji wymaga wprowadzenia pojÍcia hipotetycznego dowodu, a wiÍc
dowodu zawierajπcego hipotezy. Zaczynamy od regu≥y formowania:

Aprop Bprop
A ! Bprop

! F

Intuicja zwiπzana ze spójnikiem implikacji podpowiada nam, øe A ! B true zachodzi gdykolwiek A
true implikuje B true, lub øe hipoteza A true prowadzi do dowodu B true. HipotezÍ A true bÍdziemy
zapisywali jako Atrue i tym samym otrzymujemy nastÍpujπcπ regu≥Í wprowadzania:

Atrue
x

...
Btrue

A ! Btrue
! Ix

Moøemy bezpoúrednio wydedukowaÊ A true przy uøyciu hipotezy Atruex gdziekolwiek bÍdzie to konieczne
w dowodzie B true.
Przes≥anka regu≥y ! Ix jest przyk≥adem dowodu hipotetycznego albowiem zawiera hipotezÍ, a wiÍc
osπd, o którym zak≥adamy, øe jest prawdziwy. Powiemy, øe regu≥a! I uwnÍtrznia dowód hipotetyczny
w swoim za≥oøeniu jako zdanie A ! B w takim sensie, øe prawdziwoúÊ A ! B w zwarty sposób
odzwierciedla wiedzÍ reprezentowanπ przez dowód hipotetyczny.
Odnotujmy tu trzy fakty zwiπzane z regu≥π ! Ix. Po pierwsze, zarówno hipotezÍ Atrue jak i nazwÍ
regu≥y ! I oznaczamy tπ samπ etykietπ x. Tym samym etykieta w hipotezie oznacza z której regu≥y
wnioskowania wywodzi siÍ dana hipoteza. Nie jest konieczne oznaczaÊ wszystkie hipotezy róønymi ety-
kietami, o ile nie ma konfliktu oznaczeÒ pomiÍdzy dwiema hipotezami o tej samej etykiecie. Na przyk≥ad,
nastÍpujπce rozumowanie jest czytelne w zapisie, pomimo tego, øe dwie hipotezy zosta≥y oznaczone takπ
samπ etykietπ x:

Atrue
x

...
Btrue

A!Btrue ! Ix

A0true
x

...
B0true

A

0!B

0true ! Ix

(A ! B) ^ (A0 ! B0)true
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Po drugie, hipoteza Atruex jest w uøyciu tylko jako przes≥anka regu≥y ! Ix. Innymi s≥owy, jej za-
kres jest ograniczony do przes≥anek regu≥y ! Ix. Po tym, gdy regu≥a ! Ix zosta≥a wykorzystana do
wydedukowania A ! B true, hipoteza Atruex nie moøe byÊ dalej uøywana jako poprawna hipoteza. Na
przyk≥ad, poniøszy dowód nie moøe wykorzystaÊ hipotezy Atruex w dowodzie D

A

osπdu A true, który
leøy poza zasiÍgiem Atrue

x:

D
A

Atrue

Atrue
x

...
Btrue

A!Btrue ! Ix

A ^ (A ! B)true
^ I

Powiemy, øe hipoteza jest zwolniona, jeøeli odpowiadajπca jej regu≥a wnioskowania zosta≥a zastosowana
i wychodzimy z zakresu jej obowiπzywania.
Zauwaømy, øe jakkolwiek przes≥anka regu≥y ! Ix jest dowodem hipotetycznym, to ca≥y dowód nie
jest hipotetyczny. Dok≥adniej, dowód D poniøej jest hipotetyczny, ale dowód E juø nie:

E

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

D

8
><

>:

Atrue
x

...
Btrue

A ! Btrue
! Ix

Powodem, dla którego dowód E nie jest hipotetyczny jest fakt, øe hipoteza Atruex zosta≥a zwolniona kiedy
zastosowana zosta≥a regu≥a ! Ix i tym samym nie jest juø widoczna z zewnπtrz. Innymi s≥owy moøemy
w dowolny sposób uøywaÊ hipotez nie zmieniajπc dowodu w dowód hipotetyczny pod warunkiem, øe
przed zakoÒczeniem rozumowania kaødπ z nich zwolnimy.
Po trzecie, hipoteza Atruex moøe byÊ uøyta nie tylko jeden raz, ale tyle razy, ile bÍdzie to konieczne.
Z drugiej strony nikt nie zmusza nas do stosowania danej hipotezy, równie dobrze moøemy jπ zignoro-
waÊ w toku rozumowania. Oto przyk≥ady dowodów, w których hipoteza Atruex zosta≥a, odpowiednio,
zignorowana, uøyta raz i uøyta dwa razy:

Btrue
y

Atrue
x

A!Btrue
B!(A!B)true ! Iy

! Ix
Atrue

x

A ! Atrue
! Ix

Atrue
x

Atrue
x

A^Atrue
A!(A^A)true ! Ix

^ I

Tak samo jak w przypadku regu≥ eliminacji dla koniunkcji, konstrukcjÍ regu≥y eliminacji dla implikacji
rozpoczynamy od przes≥anki A ! B true. Jako øe A ! B true wyraøa to, øe A true pociπga B true,
jedynym sposobem, w jaki moøna to spoøytkowaÊ jest uøycie dowodu A true do wywnioskowania B true.
Tym samym regu≥a eliminacji dla implikacji bÍdzie wykorzystywa≥a zarówno A ! B true jak i A true
jako przes≥anki:

A ! Btrue Atrue
Btrue

! E.

NastÍpujπcy prosty przyk≥ad dowodzi (A ! B) ! (A ! B) przy uøyciu regu≥y ! E:
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A ! Btrue
x

Atrue
y

! E
B true ! Iy

A ! Btrue ! Ix
(A ! B) ! (A ! B)true

Zauwaømy, øe moøemy teø udowodniÊ (A ! B) ! (A ! B)true bezpoúrednio z wykorzystaniem
hipotezy A ! Btrue

x.
Podajmy jeszcze dwa przyk≥ady z uøyciem zarówno koninkcji jak i implikacji. Poniøsze dowody poka-
zujπ, øe A ! (B ! C) oraz (A^B) ! C) sπ logicznie równowaøne, jako øe kaøde z nich pociπga drugie;
istotnie mamy:

A ! (B ! C)
x

true
A ^Btrue

y

^E
LAtrue

! E
B ! Ctrue

A ^Btrue
y

^E
RBtrue ! E

Ctrue ! Iy
(A ^ B) ! Ctrue

! Ix
(A ! (B ! C)) ! ((A ^B) ! C)true

oraz

(A ^B) ! Ctrue
x

Atrue
y

Btrue
z

^I
A ^Btrue

! E
Ctrue ! Iz

B ! Ctrue ! Iy
A ! (B ! C)true

! Ix
((A ^B) ! C) ! (A ! (B ! C))true

4.2.3. Alternatywa. Tak jak w przypadku koniunkcji i implikacji, spójnik alternatywy jest binarny, a
wiÍc w szczególnoúci regu≥a formowania bÍdzie wyglπda≥a nastÍpujπco:

Aprop Bprop
A _Bprop

_ F

W zamierzeniu A _ B ma byÊ prawdziwe wtedy, gdy A jest prawdziwe, albo B jest prawdziwe, ale
niekoniecznie bÍdziemy wiedzieli, która z powyøszych dwóch alternatyw zachodzi. Tym samym regu≥a
wprowadzania dla spójnika _ wnioskuje A _ Btrue z dowodu Atrue lub Btrue:

Atrue
A _ Btrue

_ I
L

Btrue
A _ Btrue

_ I
R

Konstrukcja regu≥ eliminacji dla alternatywy nie jest oczywista. Wnioskowanie Atrue oraz Btrue na
podstawie A_Btrue by≥oby zbyt silne i zarazem niepradziwe – wiemy jedynie, iø zachodzi jeden z osπdów
Atrue lub Btrue, ale prawdopodobnie nie obydwa naraz.
Jako øe nie wiadomo który z osπdów Atrue lub Btrue moøe byÊ wywnioskowany z dowodu A_Btrue,
jedyny logiczny sposób na wyzyskanie informacji z A _ Btrue to rozwaøanie obydwu moøliwoúci jedno-
czeúnie. Jeøeli bÍdziemy w stanie udowodniÊ Ctrue zarówno z Atrue jak i z Btrue, dla pewnego zdania
C, to wówczas bÍdziemy mogli wywnioskowaÊ Ctrue z A_Btrue, jako øe Ctrue zachodzi niezaleønie od
tego, w jaki sposób zosta≥ zbudowany dowód A _Btrue. Tym samym regu≥a eliminacji dla alternatywy
odzwierciedla nastÍpujπcy tryb rozumowania:
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A _ Btrue
Atrue

x

...
Ctrue

Btrue
y

...
Ctrue

_Ex,y

Ctrue
Zauwaømy, øe Atrue i Btrue sπ wprowadzone jako nowe hipotezy i oznaczone innymi etykietami x i y.
Tak jak w przypadku regu≥y eliminacji !, zakres ich dzia≥ania jest ograniczony od odpowiadajπcych
im przes≥anek regu≥y _Ex,y (to znaczy Atruex do drugiej przes≥anki i Atruey do trzeciej przes≥anki), co
oznacza, øe obydwie hipotezy zostajπ zwolnione gdy Ctrue zostaje wydedukowane we wniosku.
Inaczej niø w przypadku regu≥ eliminacji dla koniunkcji i implikacji, regu≥a eliminacji dla alternatywy
wykorzystuje A _ Btrue nie wprost, a wiÍc tak, øe jej wniosek zawiera zdanie C które nie musi byÊ
zdaniem A, B lub ich kombinacjπ. Innymi s≥owy, gdy stosujemy regu≥Í eliminacji dla A _ Btrue, sami
musimy wybraÊ zdanie C (które moøe byÊ ca≥kowicie niezwiπzane z A i B) takie, øe Ctrue jest dowodliwe
zarówno z Atrue jak i z Btrue. Z tego powodu uwzglÍdnienie alternatywy w systemie logicznym istotnie
utrudnia badanie w≥asnoúci metalogicznych systemu, jak juø wkrótce zobaczymy.
Jako trywialny przyk≥ad zastosowania eliminacji dla alternatywy udowodnimy, øe Atrue jest silniejsze
od A _ Btrue:

Atrue
x

_I
LA _ Btrue ! Ix

A ! (A _ B)true

OdwrotnoúÊ powyøszego twierdzenia nie jest prawdziwa, a zatem A_Btrue jest silnie s≥absza niø Atrue,
jako øe nie ma sposobu na udowodnienie Atrue from Btrue dla dowolnych zdaÒ A i B:

A _ Btrue
x

Atrue
y

Btrue
z

...
Atrue

(niemoøliwe)

_Ey,z

Atrue ! Ix
(A _ B) ! Atrue

Jako kolejny przyk≥ad udowodnimy, øe spójnik alternatywy jest przemienny:

(A _ B) ! (B _ A)true

Zaczniemy od zastosowania regu≥y ! I tak, aby zredukowaÊ problem do udowodnienia B _ Atrue z
A _ Btrue:

A _Btrue
x

...
B _ Atrue

! Ix
((A _ B) ! (B _ A)true

Poczπwszy od tego momentu dowód moøemy prowadziÊ od do≥u do góry stosujπc regu≥y wprowadzania
_I

L

i _I
R

do osπdu B _ Atrue, lub od góry do do≥u stosujπc regu≥Í eliminacji _E do osπdu A _ Btrue.
W pierwszym przypadku prÍdzej czy póüniej utkniemy w martwym punkcie, albowiem nie jest moøliwe
udowodnienie Atrue lub Btrue z A _ Btrue. Na przyk≥ad, nie jesteúmy w stanie wype≥niÊ dziury w
nastÍpujπcym dowodzie:
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A _Btrue
x

...
Btrue

_I
LB _ Atrue ! Ix

((A _ B) ! (B _ A)true

W drugim przypadku problem redukuje siÍ do dowiedzenia osobno B _ Atrue z Atrue oraz Btrue, co
moøna ≥atwo uzyskaÊ stosujπc regu≥y wnioskowania dla alternatywy:

A _Btrue
x

Atrue
y

_I
RB _ Atrue

Btrue
z

_I
LB _ Atrue _Ey,z

B _ Atrue ! Ix
((A _ B) ! (B _ A)true

Zadanie 8. Moøemy przepisaÊ regu≥Í eliminacji dla alternatywy z wykorzystaniem spójnika implikacji
zamiast dowodów hipotetycznych:

A _ Btrue A ! Ctrue B ! Ctrue _E
Ctrue

Dlaczego nie uøywamy takiej regu≥y wnioskowania?

4.2.4. Prawda i fa≥sz. Prawda > jest zdaniem, o którym zak≥adamy, øe jest zawsze prawdziwe. Tym sa-
mym osπd >true nie wymaga dowodu, co oznaczamy przez brak przes≥anek w jego regule wprowadzania:

>prop>F >true>I

W jaki sposób wykorzystujemy zatem dowód >true w regule eliminacji? Jako øe nie musimy niczego
dowodziÊ w dowodzie >true, logicznie rzecz biorπc dowód ten nie ma øadnej zawartoúci, a wiÍc nie ma
øadnego interesujπcego sposobu, aby go wykorzystaÊ. Tym samym spójnik > nie ma regu≥y eliminacji.
Fa≥sz ? jest zdaniem, które nigdy nie jest prawdziwe lub, równowaønie, którego prawdziwoúÊ jest
niemoøliwa do ustalenia. Intuicyjnie rozumiemy je jako logicznπ sprzecznoúÊ, której pod øadnym pozorem
nie moøna dowieúÊ. Tym samym nie ma regu≥y wprowadzania dla ?. Paradoksalnie istnieje wszakøe
regu≥a eliminacji dla ?. PrzypuúÊmy bowiem, øe dysponujemy dowodem ?true. Jeúli wyobrazimy sobie
?true jako coú niemoøliwego do udowodnienia, albo jako coú moøliwie najtrudniejszego do udowodnienia,
to istnienie takiego dowodu oznacza≥oby, øe jesteúmy w stanie dowieúÊ wszystko (a wiÍc wszystko co,
w szczególnoúci, nie jest trudniejsze do dowiedzenia niø ?true). Tym samym regu≥a eliminacji dla ?
wnioskuje Ctrue dla dowolnego zdania C:

?prop?F
?true
Ctrue

?E

Zastanówmy siÍ jednak, po co jest nam potrzebna regu≥a eliminacji dla ?, skoro nie jest moøliwe
udowodnienie ?true? Zauwaømy wszakøe, øe wprawdzie nie jest moøliwe udowodnienie ?true ”z nicze-
go”, ale oczywiúcie jest moøliwe udowodnienie ?true z wykorzystaniem hipotez. Na przyk≥ad ?true w
przes≥ance regu≥y ?E sama moøe byÊ hipotezπ, jak w nastÍpujπcym dowodzie:

?truex _E
Ctrue ! Ix? ! Ctrue
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Zasadniczo nie ma niczego nieprawid≥owego w zak≥adaniu, øe coú niemoøliwego do dowodu zosta≥o
jednak jakoú udowodnione.
Powiemy, øe system logiczny jest niespójny jeøeli ?true jest dowodliwy oraz spójny w przeciwnym
wypadku. Niespójny system jest z naszego punktu widzenia bezuøyteczny, jako øe osπd Atrue jest dowo-
dliwy dla dowolnego zdania A. W dalszej czÍúci niniejszego wyk≥adu udowodnimy, øe zbudowany przez
nas system logiki zdaÒ jest spójny – jest to bardzo waøne twierdzenie, którego dowód by≥ prawdziwym
kamieniem milowym w rozwoju logiki.
Prawda > i fa≥sz ? mogπ byÊ teø rozwaøane jako ”puste” przypadki koniunkcji i alternatywy, odpo-
wiednio. Rozwaømy bowiem ogólny przypadek n-krotnej koniunkcji

V
n

i=1 Ai

z jednπ regu≥π wprowadzania
i n regu≥ami eliminacji:

A
i

true dla i = 1, . . . , nV
n

i=1 Ai

true
^ I

V
n

i=1 Ai

true
A

i

true
^ E

i

, i = 1, . . . , n

Jeøeli przyjmiemy, iø > =
V0

i=1 Ai

, to regu≥a ^I zmienia siÍ w regu≥Í >I, jako øe bÍdzie mia≥a wówczas
pusty zbiór przes≥anek, zaú kaøda z regu≥ ^E

i

zniknie. Podobnie ogólny przypadek n-krotnej alternatywyW
n

i=1 Ai

ma n regu≥ wprowadzania i jednπ regu≥Í eliminacji:
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trueW
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true
_ I
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, i = 1, . . . , n
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true
A

i

true
xi

...
Ctrue

dla i = 1, . . . , n

Ctrue
_ Ex

Jeøeli przyjmiemy ? =
W0

i=1 Ai

, to kaøda z regu≥ _I
i

znika, a regu≥a _E zamienia siÍ w regu≥Í ?E.
Jest teraz jasne, øe > i ? grajπ rolÍ identycznoúci dla spójników ^ i _. Na przyk≥ad, moøemy ziden-
tyfikowaÊ A ^ > z A: jeøeli Atrue jest dowodliwy, to wówczas A ^ >true jest równieø dowodliwy, jako
øe >true zachodzi automatycznie; dowód w drugπ stronÍ wykorzystuje regu≥Í ^E

L

. W podobny sposób
moøemy zidentyfikowaÊ A_? z A: jeúli A_?true jest dowodliwe, to Atrue musi byÊ równieø dowodliwe,
jako øe drugi sk≥adnik alternatywy ?true nie moøe zostaÊ uøyty; dowód w drugπ stronÍ wykorzystuje
regu≥Í _I

L

.

4.2.5. Negacja. Jedyny spójnik unarny w logice zdaÒ to negacja:
Aprop
¬Aprop¬F

¬A czytamy jako ”nie A” lub ”negacja A”. Zdanie to oznacza logicznπ negacjÍ zdania A i jego prawdzi-
woúÊ oznacza, iø A nie moøe byÊ prawdziwe. Poniøej rozwaøymy trzy róøne podejúcia to zaprojektowania
regu≥ wnioskowania dla negacji, z których kaøde dostarczy metod wyraøenia tego, iø A nie moøe byÊ
prawdπ.
Pierwsze podejúcie pojega na zdefiniowaniu osπdu fa≥szu Afalse oznaczajπcego ”A nie moøe byÊ praw-
dπ”, a nastÍpnie zastosowaniu nastÍpujπcych regu≥ celem wydedukowania i wyzyskania osπdu ¬Atrue:

Afalse
¬Atrue¬I

¬Atrue
Afalse

¬E

Nie bÍdziemy dyskutowaÊ regu≥ wnioskowania dla wydedukowania Afalse. Tak jak dla regu≥y ! I, po-
wiemy, øe regu≥a ¬I uwnÍtrznia Afalse jako zdanie ¬A w takim sensie, øe prawdziwoúÊ ¬A odzwierciedla
wiedzÍ reprezentowanπ przez Afalse.
W drugim podejúciu, dedukujemy ¬Atrue, jeúli za≥oøenie Atrue doprowadza do dowodliwoúci kaødego
osπdu o prawdzie. Uzasadnienie tego podejúcia jest takie, øe jeøeli system logiczny jest spójny (a wiÍc nie
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kaødy osπd o prawdzie jest dowodliwy), to dowodliwoúÊ kaødego osπdu o prawdzie, a wiÍc niespójnoúÊ
systemu, jako konsekwencja za≥oøenia Atrue pociπga, iø za≥oøenie musi byÊ fa≥szywe, a wiÍc A nie moøe
byÊ prawdπ.
Chcπc byÊ w stanie wyraziÊ dowodliwoúÊ kaødego osπdu o prawdzie, wprowadzamy zmiennπ zdanio-
wπ p, która oznacza dowolne zdanie. Uøyjemy parametrycznego osπdu ptrue, lub, inaczej mówiπc,
osπdu parametryzowanego zmiennπ zdaniowπ p i zdefiniujemy regu≥Í wprowadzania dla negacji nastÍpu-
jπco:

Atrue
x

...
ptrue

¬Ix,p¬Atrue
Jako øe przes≥anka jest osπdem hipotetycznym, zarówno hipotezÍ Atrue jak i nazwÍ regu≥y ¬I oznaczamy
tπ samπ etykietπ x. Ponadto musimy oznaczyÊ nazwÍ regu≥y ¬I zmiennπ zdaniowπ p, jako øe p jest tu
nowπ zmiennπ, której zakres ograniczony jest do przes≥anki. Regu≥a eliminacji dla negacji stanowi, iø
dowody obydwu osπdów ¬Atrue i Atrue upowaøniajπ nas do udowodnienia prawdziwoúci dowolnego
zdania:

¬Atrue Atrue ¬E
Ctrue

Odnotujmy, iø zdanie C pojawiajπce siÍ we wniosku moøe byÊ dowolnym zdaniem, takøe zmiennπ zda-
niowπ. Jako przyk≥ad udowodnimy, øe A i ¬A nie mogπ zachodziÊ równoczeúnie:

A ^ ¬Atruex ^E
R¬Atrue

A ^ ¬Atruex ^E
LAtrue ¬Eptrue

¬Ix,p¬(A ^ ¬A)true
Trzecie podejúcie uøywa definicji notacyjnej traktujπc ¬A jako syntaktyczny skrót zdania A ! ?.
Innymi s≥owy, ¬ nie odgrywa øadnej roli semantycznej i skrót ¬A moøe byÊ po prostu rozwiniÍty jako
A ! ?.Tak rozumiana definicja uzasadnia poprawnoúÊ nastÍpujπcych regu≥ wnioskowania:

Atrue
x

...
?true

¬Ix¬Atrue
oraz

¬Atrue Atrue ¬E?true
Odnotujmy tu, øe gdyby ¬ zosta≥ zdefiniowany jako niezaleøny spójnik, a nie jako konwencja notacyjna,
powyøsze regu≥y zepsu≥yby ortogonalnoúÊ systemu, albowiem znaczenie ¬ zaleøa≥oby od znaczenia ?. W
dalszym ciπgu bÍdziemy uøywali trzeciego z powyøej opisanych podejúÊ, które zdaje siÍ byÊ najbardziej
popularnym podejúciem w literaturze.
Jako przyk≥ad udowodnimy, øe jeúli A jest prawdziwe, to ¬A nie moøe byÊ prawdziwe.

¬Atruey Atrue
x

¬E¬¬Atrue ! Ix
A ! ¬¬Atrue
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OdwrotnosÊ powyøszego twierdzenia, a zatem ¬¬A ! Atrue, nie jest dowodliwa, co w szczególnoúci
pokazuje, øe osπd Atrue jest mocno silniejszy niø ¬¬Atrue. Innymi s≥owy, dowód tego, øe ¬A nie moøe
byÊ prawdπ nie jest wystarczajπcy do stwierdzenia, øe A jest prawdziwe. Nieudana próba dowodu ¬¬A !
Atrue wyglπda≥aby nastÍpujπco:

¬¬Atruex
¬¬Atruex
...?

¬Atrue
¬E?true ?EAtrue ! Ix¬¬A ! Atrue

NiedowodliwoúÊ osπdu ¬¬A ! Atrue jest istotnπ cechπ zbudowane przez nas do tej pory logiki,
jak równieø dowolnego systemu logicznego naleøπcego do tak zwanej logiki konstruktywistycznej
lub intuicjonistycznej. W logice konstruktywistycznej to, czego dowodzi ¬Atrue nie jest dok≥adnπ
przeciwnoúciπ tego, co dowodzi Atrue. Zamiast tego dowód taki dostarcza tylko poúredniej informacji
o tym, øe nie istnieje dowód Atrue, poprzez wskazanie, iø jego istnienie doprowadzi≥oby do logicznej
sprzecznoúci. Na zasadzie kontrastu, logika klasyczna zak≥ada, iø kaøde zdanie jest albo prawdziwe,
albo fa≥szywe, bez stanów poúrednich. Tym samym w logice klasycznej zdanie ¬¬A jest nierozróønialne
od zdania A, jako øe zdanie A jest albo prawdziwe, albo fa≥szywe i nie mamy øadnych przes≥anek aby
twierdziÊ, øe A nie moøe byÊ fa≥szywe. Metoda dowodzenia prawdziwoúci zdaÒ opierajπca siÍ o tabelki
logiczne bazowana jest na logice klasycznej.
Na zakoÒczenie tej czÍúci wyk≥adu umówmy siÍ jeszcze, øe przy opuszczaniu nawiasów bÍdziemy
przestrzegali nastÍpujπcej hierarchii waønoúci spójników:

¬ > ^ > _ >!


