System naturalnej dedukcji dla rachunku zdan zapisany z
uzyciem osadéw hipotetycznych bedzie wygladal nastepujaco:
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Reguta Hyp odzwierciedla zwrotnos¢ osadéw hipotetycznych.
Wszystkie pozostale reguty sa uzasadnione ich odpowiednikami
w zbudowanym przez nas wczesniej systemie naturalnej
dedukcji. Jako przyktad rozwazmy regute — I. Przestanka

I', Atrue b Btrue pociaga istnienie hipotetycznego dowodu
wyprowadzajacego Btrue z hipotez T oraz Atrue:

r ... Atrue
I', Atrue = Btrue < :
Btrue



Stosujemy teraz wczeéniej zdefiniowana regute — I do wniosku
Btrue wzgledem hipotezy Atrue. Innymi stowy, zastosowanie
reguly — I wyznacza Atrue jako odpowiadajaca jej hipoteze:

T ... Atrue”

Btrue
A — Btrue

— 1"



Zauwazmy, iz hipotezy w dowodzie zawieraja w szczegolnosci
hipotezy T, ale nie zawieraja hipotezy Atrue’, ktéra zostaje
zwolniona w momencie zastosowania reguty — I. Innymi stowy,
mamy tu dowdd hipotetyczny osadu hipotetycznego I' - A — B:

T .. Atrue”
I'- A — Btrue <— :
Btrue

X
A — Btrue — |

Tym samym mozemy udowodni¢ I' = A — Btrue o ile
dysponujemy dowodem I', Atrue - Btrue, co uzasadnia
poprawnos¢ reguty — I.



Uzycie osadéw hipotetycznych eliminuje koniecznosé
etykietowania hipotez. Jako przyktad rozwazmy ponizszy dowod
osadu hipotetycznego - A — (B — (A A B))true:

H H
Atrue, Btrue = Atrue yp Atrue, Btrue - Btrue /\yp

Atrue, Btrue = A N\ Btrue
Atruet= B — (A A B)true -
FA— (B— (AAB))true -




Odnotujmy tu dwie obserwacje, jakie nalezy poczynié
omawiajac zmodyfikowany przed chwilg system naturalnej
dedukcji. Po pierwsze, kazdy li$¢ w drzewie dedukcyjnym dla
I' = Ctrue (gdzie I' F C'true jest korzeniem) powstaje przez
zastosowanie reguly Hyp lub reguty T1. W szczegdlnosci, jezeli
regula Tl nie jest uzyta (co czesto ma miejsce), drzewo
dedukcyjne ma nastepujaca postac:

Iy - Ajtrue Hyp o T, F A, true Hyp

I'F Ctrue



Po drugie, zbiér przestanek zawsze rozszerza sie¢ do reguly
wnioskowania, gdy poruszamy sie od wniosku do jego
przestanek (a zatem od dotu do géry dowodu). Innymi stowy,
reguta % spelnia warunek I' C TV. W szczegdlnosci
powyzsze drzewko dedukcyjne dla I' F C'true spelnia warunki

rcTy,....,T CT,.



Zasady ostabiania i $ciggania mozemy teraz wystowi¢ w
nastepujacy sposob:

Twierdzenie (whasnosci strukturalne)

1. (Ostabianie). Jezeli I' = C'true, to wéwczas
I', Atrue - Ctrue.

2. (Scigganie). Jezeli T', Atrue, Atrue - Ctrue, to wéwczas
I', Atrue  Ctrue.



Dowod.

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem struktury
dowodéw I' F Ctrue oraz I, Atrue, Atrue - C'true. Dla zasady
ostabiania, dowdd I', Atrue = C'true ma dokladnie taka sama
strukture jak dowdd I' F C'true. Tym samym jezeli mozemy
zastosowaé indukcje strukturalng do I' F C'true, tym bardziej
mozemy ja zastosowaé do I'; Atrue = C'true. Podobne
rozumowanie stosujemy dla $ciagania.



Dowodliwos¢ zasady podstawiania potwierdza, iz nasz system
logiczny odpowiada definicji osadu hipotetycznego. Innymi
stowy, gdyby zasada podstawiania byla niemozliwa do
udowodnienia, oznaczaloby to, iz jedna z podanych przez nas
regul wnioskowania nie zostala zaprojektowana zgodnie z
zasadami obowigzujacymi miedzy osadami hipotetycznymi i
dowodami hipotetycznymi.



Twierdzenie
(Podstawianie.) Jezeli I' = Atrue oraz I', Atrue - Ctrue, to
wowczas I' F Ctrue.



Zadanie
Do ktorego z osgdow nalezy zastosowac indukcje strukturalng w

dowodzie powyzszego twierdzenia, do I' b Atrue czy do
I', Atrue - Ctrue? Dlaczego?



Zanim przystapimy do dowodu powyzszego twierdzenia, warto
sprobowaé przewidzie¢ jak dowdd bedzie przebiegal. Na
przyktad pomocne bedzie ustalenie do ktérego z osadoéw

I' = Atrue oraz I', Atrue - C'true nalezy zastosowac indukcje
strukturalna. Dla uproszczenia zalézmy, ze reguta Tl nie jest
uzyta w dowodzie I'; Atrue - Ctrue (dow6d I' - Atrue moze z
kolei uzywadé reguty T1). Wéwczas drzewo dedukeyjne dla
dowodu T', Atrue - Ctrue bedzie miato nastepujaca postaé:

Hyp

I', Atrue b Citrue Iy, Atrue b Cptrue

I', Atrue b Ctrue

Hyp spelnia warunek

dzie kazdv 2 lidei
gazie kazdy z 1sel Iy, Atrue - Citrue

rcry,ied{l,...,n}.

Hy



Rozwazmy teraz i-ty li¢¢. Jezeli Cstrue € I';, to przestanka
Atrue w 'y, Atrue = Cjtrue nie odgrywa roli w dowodzie i lig¢
ozna bezpiecznie zastapi¢ liSciem ———— Hyp. Jesli

mozn zpiecznie zastapié lisciem T.F Cotrae yp i

C; = A, to wowczas ostabiamy I' - Atrue = I' - C;true aby
uzyska¢ I'; = Cjtrue, ktére nastepnie jest podstawiane za

I, Atrue = Citrue. W rezultacie zaden z lidci nie bedzie zawierat
Atrue jako przestanki, a wiec stosujac opisane powyzej zmiany
dla calego drzewa az do korzenia, przeksztalcimy drzewo
dedukcyjne w nowe drzewo dla I' = C'true. Tym samym
bedziemy analizowaé strukture dowodu I', Atrue - C'true aby
zlokalizowaé wszystkie jego liScie. Innymi stowy, bedziemy
stosowaé indukcje strukturalng dla I'; Atrue - C'true.



Dowdd:

Dowdéd prowadzimy przez indukcje wzgledem struktury dowodu
I, Atrue F Ctrue. Musimy rozwazy¢ trzy przypadki: Hyp, — |
oraz — E.



Ctruee T

Hyp:
I', Atrue - Ctrue yp
'+ Ctrue wobec reguty Hyp dla C'true € I

Przypadek




Przypadek Hyp gdzie A = C"

I', Atrue - Ctrue
I' = Ctrue wobec zalozenia I' = Atrue.



I, Atrue, Citrue = Cytrue

P dek | gdzi = :
rzypace I', Atrue - C1 — Cstrue = ledzie €= Ch = €y
I, Citrue - Atrue wobec ostabienia I' - Atrue
I, Citrue = Cotrue wobec zalozenia indukcyjnego dla

I, Atrue, Citrue b Cotrue z I, Crtrue = Atrue
' Cy — Cahtrue wobec regulty — | z I', Cytrue - Catrue.



I, Atruet- C' — Ctrue, T, Atruet C'true
I', Atrue - Ctrue

' C" — Ctrue wobec zalozenia indukcyjnego dla

I, Atrue = C" — Ctrue z I' - Atrue

'+ C'true wobec zalozenia indukcyjnego dla T', Atrue - C'true

z ' Atrue

I' = C'true wobec reguty — E z I' = C" — Ctrue oraz I' - C'true.

Przypadek — E:



Tym samym majac dany dowdéd D osadu I' = Atrue oraz dowdd
& osadu T, Atrue b C'true, mozemy zawsze zapisaé¢ dowdd,
oznaczany przez [D/Atruel€, osadu I' - C'true przez
podstawienie D w .



Lokalna niesprzecznos$¢ i zupetnosé.

Wszystkie podane wczesniej reguly wnioskowania wydaja sie
mieé sens intuicyjnie, ale ich poprawnos¢ musi by¢ jeszcze
formalnie zweryfikowana. Na przyktad, chcielibySmy spodziewaé
sie, aby reguta eliminacji dla A pozwalata wywnioskowaé Atrue
z A N\ Btrue, a z drugiej strony, zby regula ta nie pozwalala na
wywnioskowanie C'true z A A\ Btrue, jezeli C nie jest w zaden
sposéb powiazane z A oraz B. Wobec tego musimy
zadecydowaé o wyborze pewnych zasad okreslajacych w jaki
sposéb nalezy budowaé system naturalnej dedukcji oraz jakie
reguly wnioskowania nalezy przyjmowaé, a jakie odrzucac.
Zasady, ktore przyjmiemy, beda gwarantowaly, iz nasz system
bedzie spetnial dwie wlasnosci: logiczna niesprzecznosé oraz
zupelnosé.



Reguta wprowadzania kompresuje wiedze zawarta w jej
przestankach w postaci osadu o prawdzie jako wniosku, podczas
gdy regula eliminacji odczytuje wiedze skompresowana w
osadzie o prawdzie w jej przestance celem wydedukowania
nowego osadu we wniosku. Zasada lokalnej niesprzecznosci
orzeka, iz wiedza uzyskana z osadu po zastosowaniu reguly
eliminacji jest tylko czescia wiedzy skompresowanej w danym
osadzie. Tym samym, jezeli zasada lokalnej niesprzecznosci nie
bedzie spelniona, reguta eliminacji bedzie zbyt silna w takim
sensie, ze bedzie w stanie generowaé wiedze niekoniecznie
uzasadniona przez dany osad; wobec tego lokalna niesprzecznosé
zapewnia, iz regula eliminacji nie jest zbyt silna. Zasada
lokalnej zupelnosci orzeka, iz wiedza otrzymana z danego osadu
przez regule eliminacji zawiera przynajmniej te wiedze, jaka jest
skompresowana w obrebie danego osadu. Tym samym, jezeli
zasada lokalnej sp6jnosci nie bedzie spetlniona, reguta eliminacji
bedzie zbyt staba w takim sensie, ze bedzie niezdolna odczytaé
caly wiedze skompresowana w obrebie danego osadu; wobec
tego zasada lokalnej spdjnoéci zapewnia, iz regula eliminacji
jest wvstarczaiaco silna. Jezeli dana recula eliminacii spelnia



Zasade lokalnej niesprzecznosci weryfikujemy pokazujac w jaki
spos6b mozna zredukowaé¢ dowod, w ktérym reguta
wprowadzania pojawia sie bezposrednio przed odpowiadajaca
jej reguly eliminacji. Jako przyklad rozwazmy nastepujacy
przyktad, w ktorym reguta wprowadzania Al pojawia sig¢
bezposrednio przed odpowiadajaca jej reguta eliminacji AE:

D E
Atrue Btrue

A N Bitrue
Atrue NEL

Al




Reguta AE| nie jest zbyt silna, albowiem to, co dzieki niej
potrafimy wydedukowaé¢ we wniosku, a zatem Atrue, jest
jednym z dwoch osadéw uzytych do wydedukowania A A Btrue.
Tym samym caly dowdd redukuje sie do prostszego dowodu D:

D £
AtD —p Atrue Btrue N
rue A A Btrue AE
—5. — — NEL
Atrue

Gdyby regula AE_ byla zbyt silna (gdyby dalo si¢ z niej jako$
wywnioskowaé¢ na przykltad A — Btrue), powyzszego dowodu
nie daloby sie zredukowad.



Jako kolejny przyktad, rozwazmy nastepujacy dowdd, w ktérym
reguta wprowadzania — | bezposrednio poprzedza regule
eliminacji — E:

Atrue.

Btrue D
A — Bt

— birue Atrue

Btrue



Reguta — E nie jest zbyt silna, albowiem caly powyzszy dowod
daje sie zredukowaé do krétszego dowodu tego samego osadu
Btrue podstawiajac D w miejsce hipotezy Atrue’ w przestance
reguty — I*:

Atrue”
D
Atrue )
—np Btrue D
. - X
) A= Btrue I
Btrue Atrue

Btrue



W systemie naturalnej dedukcji opartym na osadach
hipotetycznych, reguta podstawiania uzasadnia I' - Birue za
kazdym razem, gdy mamy do dyspozycji dowody I' - Atrue
oraz I', A+ Btrue:

(€ /Atrue|D -
'+ Btrue R
D
I', Atrue = Btrue | c
_)
I' A — Btrue b Atrue

I' - Btrue —E



Przypadek V jest podobny do przypadku — i réwniez stosuje
zasade podstawiania:

D
Atrue
<R
Ctrue
D [
Atrue | Atrue” Btrue'
AV Btrue Vi : :
Ctrue Ctrue

z7y
Ctrue VE



natomiast w systemie dedukcji opartym na osadach
hipotetycznych:

[D/Atruel&r,
' Ctrue
D
I'+ Atrue y e P
L L R
['EAV Btrue I'yAE Ctrue I', BF Ctrue
'+ Ctrue VE

O redukcjach <pg bedziemy moéwili jako o redukcjach
lokalnych. Odnotujmy tu, Ze nie istniejg lokalne redukcje dla
T oraz 1, jako ze T nie ma reguly eliminacji, a 1 nie ma reguly
wprowadzania.



Zasade lokalnej zupelnoéci sprawdzamy pokazujac w jaki sposéb
mozna rozszerzy¢ dowod danego osadu do nowego dowodu, w
ktérym reguta wprowadzania bezposrednio poprzedza jedng lub
wiecej odpowiadajacych regul eliminacji. Jako przyktad,
rozwazmy dowod D osadu A A Btrue. Reguly eliminacji AEL
oraz AER nie sg zbyt stabe, albowiem sposéb, w jaki dedukuja
swoje wnioski, a mianowicie Atrue oraz Btrue, jest
wystarczajacy do odtworzenia innego dowodu osadu A A Btrue:

D D
D — A N Btrue E A N Btrue £
AN Btrue Atrue NEL Btrue Al AER
A N Btrue

Gdyby reguly eliminacji byly zbyt stabe (na przyklad gdyby nie
pozwalaly na udowodnienie Atrue), dowodu nie daloby sie
rozszerzyc.



Jako kolejny przyktad rozwazmy dowdéd D osadu A — Btrue.
Mozemy odtworzy¢ inny dowdd tego samego osadu po
zastosowaniu reguty eliminacji — E do D, co z kolei implikuje,
ze reguta — E nie jest zbyt staba:

D
D A — Btrue
A — Btrue —E Birue —E

ICE
A — Btrue

Atrue”




Rozszerzajac dowdd D zastosowaliSmy nowa etykiete x, ktora
nie byta wcze$niej wykorzystana w dowodzie D, jako ze dowolna
niezwolniona hipoteza Birue' o tej samej etykiecie w D zostaje
zwolniona przez regule — I*, co skutkuje niepoprawnym
dowodem, o ile A # B. Dla systemu naturalnej dedukcji
opartego na osadach hipotetycznych ostabiamy dowéd D osadu
I' H A — Btrue celem otrzymania dowodu osadu

I', Atrue = A — Btrue przy odtwarzaniu nowego dowodu osadu
I' H A — Btrue:




D
' A — Btrue —E

D Hyp
I', Atrue = A — Btrue T, Atruet Atrue

I', Atrue - Btrue —E

I' A — Bitrue




Przypadek V wyglada nastepujaco:

D -
AV Btrue E
D _ Abrue” _ Birue’
AV Btrue ' - AV Btrue 'R

AV Btrue

'T7y
AV Btrue VE



a w systemie naturalnej dedukcji opartym o osady hipotetyczne:

D

I'+ AV Btrue —E
D ', Atruet Atrue Hysl T, Btrue - Blrue
L
T'E AV Btrue I', Atruet AV Btrue I', Bitrue- AV Btr

I'+ AV Btrue

O rozszerzeniach <=g bedziemy moéwili jako o rozszerzeniach
lokalnych.



Jakkolwiek nie ma lokalnych redukcji dla T oraz 1, istnieja
lokalne rozszerzenia dla T i L. Przypomnijmy, ze T i L sa
”zerowymi” przypadkami koniunkcji i alternatywy,
odpowiednio. Tym samym dowdd D osadu T true rozszerza sie
do nowego dowodu osadu T true, ktory uzywa zero regut
eliminacji i tym samym ignoruje D:

Tl <— D
T true E Ttrue

Podobnie dowdd | true rozszerza sie do nowego dowodu L true,
ktéry uzywa zero regul wprowadzania:

D

1 true 1E D
1 true & Ltrue



Jako ze kazdy ze spéjnikéw spelnia zasade lokalnej
niesprzecznosci i spbjnosci, powiemy, ze system naturalnej
dedukcji dla logiki zdan jest lokalnie niesprzeczny i spéjny. Za
kazdym razem, gdy rozszerzamy nasz system o nowy spojnik,
kwantyfikator itp. musimy kazdorazowo sprawdzié¢, ze nowy
system dalej jest lokalnie niesprzeczny i spdjny, szukajac
odpowiadajacych lokalnych redukcji i rozszerzen.



Dowody normalne.

Zauwazylismy, ze dowody zawierajace ”"objazd”, a wiec regute
wprowadzania, ktéra bezposrednio poprzedza odpowiadajaca jej
regute eliminacji, moze by¢ zamieniony na inny dowdd po
zastosowaniu lokalnej redukcji. Okazuje sie, ze dla kazdego
dowodu osadu Atrue istnieje ciag lokalnych redukcji, ktory
prowadzi do innego dowodu Atrue nie zawierajacego takich
"objazdéw” (mowa o twierdzeniu normalizacyjnym). Dowdd
otrzymany w rezultacie zastosowania takiej procedury
nazywamy dowodem normalnym. Dowéd normalny jest
zatem mozliwie najbardziej bezposrednim dowodem, jako ze
kazde zastosowanie ”objazdu” moze by¢ interpretowane jako
przyktad rozumowania, ktére nie jest bezposrednie. Ponadto
dowdd taki jest w pewnym sensie (niezaleznym od wielko$ci
jego syntaktycznej reprezentacji) minimalny, nie redukuje sie
bowiem do innego dowodu.



Jako ze dowdd normalny nie zawiera ”objazdu”, mozna go
zapisa¢ w nastepujacej postaci, gdzie zapisywane od goéry do
dotu reguly eliminacji spotykajg sie w érodku z zapisywanymi
od dotu do goéry regutami wprowadzania:

Al true’ e A true™
A \: \:
reguly eliminacji
\: \:

1
/]\

T T

reguly wprowadzania

T T T
Ctrue



Tym samym struktura dowodu normalnego odpowiada naszej
intuicji budowania dowodu poprzez kolejne zastosowania regut
wprowadzania od dotu do géry, dodania nowych hipotez, a
nastepnie kolejnego zastosowania regul eliminacji od géry do
dotu, startujac od hipotez. Oto przyktad dowodu normalnego
osadu (AN B) — (B A A)true:



A A Btrue. AE A A Btrue'
— 0, —NeR ——  ——
Btrue Atrue Al
B A Atrue o
(AAB) — (BA A)true

ANEL




Dla kontrastu nastepujacy dowdd (A A B) — (B A A)true nie
jest normalny, zawiera bowiem ”objazdy”:

AN Birue' AE A A Btrue" AER AN Birue' N
Atrue Btrue Al ("objazd?) Atrue
A A Btrue AE A A Btrue
Btrue R Atrue A
B A Atrue z

(AANB) — (BAAtrue



Dowody normalne sa trudnym do przecenienia narzedziem w
studiowaniu logiki z uwagi na ich wtasnosci niesprzecznosci i
zupeklosci: osad Atrue zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dow6d normalny Atrue. Wtasnos¢ niesprzecznoéci jest
tu spelniona trywialnie, jako ze dowdd normalny jest tylko
dowodem w pewnej szczegblnej postaci. Wiasno$é zupelodci
(orzekajaza, iz kazdy dowdd ma odpowiadajacy mu dowdd
normalny) pociaga za soba dwie wazne konsekwencje. Po
pierwsze, aby udowodnié¢ Atrue, wystarczy znalezé dowod
normalny. Dowodzac Atrue bezpiecznie jest, na przyklad,
pominaé¢ dowody nastepujacej postaci, ktére nie moga by¢é
dowodami normalnymi:

B — Atrue Btrue
Atrue

—E



Innymi stowy, wystarczy, ze skupimy si¢ na mozliwie
najbardziej bezposrednim dowodzie zamiast na dowodzie mniej
bezposrednim, ktory, na przyktad tak jak powyzszy dowdd,
wprowadza dodatkowe zdanie B. Po drugie, chcac odrzuci¢ osad
Atrue, wystarczy sprébowaé zbudowaé jego dowdd normalny
(prébujac na zmiane stosowaé¢ od dotu do gory reguly
wprowadzania i od géry do dotu reguly eliminacji) i pokazaé, ze
proces konstrukcji zacina sie lub nie moze sie zakonczyc¢.



Zadanie
Podaé nieformalne uzasadnienie dlaczego osgd ——A — Atrue
nie jest dowodliwy.



