Logiczna ré6wnowaznos¢.

Powiemy, ze zdanie A jest logicznie rownowazne zdaniu B, co
oznaczamy przez A = B, jezeli Atrue pociaga Btrue i na
odwrot.

Innymi stowy logiczna réwnowaznosé jest konwencja notacyjna
nastepujacej postaci:

A=B = (A— B)\N(B— A)true



Jezeli A i B sa logicznie réwnowazne, to kazdorazowe
pojawienie sie zdania A w innym zdaniu moze zostaé
podmienione na B i vice versa.

Tym samym logiczna réwnowaznos$é¢ pozwala nam na
uproszczenie dowodéw zawierajacych zdania logicznie
réwnowazne mniej skomplikowanym zdaniom.

Na przyktad dowdd

——=A = (=—=B — —(AV B))true

staje sie prostszy (czy wrecz oczywisty), jezeli zamienimy
———A — (—\ﬂ—\B — ﬂ(A V B)) na (—\A AN —\B) — ﬂ(A V B)
wykorzystujac logiczne réwnowaznosci ———A = —A oraz

A—(B—-C)=(ANB)—C.



Ponizej podajemy liste wybranych logicznych réwnowaznosci w
rachunku zdan, ktéra podzieliliSmy na trzy grupy:



Przemienno$¢ i idempotencja.

Koniunkcja i alternatywa sa przemienne i idempotentne.
Implikacja A — A jest logicznie bezwartosciowa i redukuje sie



Prawda i falsz.

Kazda z ponizszych réwnowaznosci odnosi si¢ do zdan postaci
TPA, 1A, A— T lub L — A, gdzie ¢ oznacza jeden ze
sp(’)jnikéw A,V lub —:



Zwiazki pomiedzy sp6jnikami.
Kazda z ponizszych réwnowaznosci odnosi sie do zdan postaci
Ap(BoC) lub (ApB) — C, gdzie ¢ oznacza jeden ze spojnikéw
A,V lub —:
(L1) AN(BAC)=AN(BAC) (lacznoséé N)
(L2) AN(BVC)=(AANB)V(ANAC) (rozdzielnos¢ A wzgledem
V)
(L3) AN (B — C) =? (brak zwiazku)
(L4) AV (BVC)= AV (BVC) (lacznosé V)
(L5) AV(BAC)=(AV B)A(AV () (rozdzielnoé¢ vV wzgledem
N)
(L6) AV (B — C) =? (brak zwiazku)
(L7) A= (BAC)=(A— B) A (A — C) (rozdzielnosé¢ —
wzgledem A)
(L8) A — (B — C) =7 (brak zwiazku)
(9) A-(B—=-C)=(AAB)—=C
(L10) (AVB) - C=(A—-C)V(B—C)
(L11) (A — B) — C =? (brak zwiazku)



Zadanie
Udowodnié rownowaznosci (L2), (L4), (L7), (L9) oraz (L10).



Osady hipotetyczne.

Podane przez nas wczesniej reguly wnioskowania definiujace
system naturalnej dedukcji dla rachunku zdan nie nadaja si¢
zbytnio do pisania dowodéw hipotetycznych.

Dzieje si¢ tak poniewaz zadna z podanych regul nie dostarcza
wygodnej metody do $ledzenia zasiegu kazdej z hipotez, co
zasadniczo uniemozliwia ustrzezenie si¢ przed utrata kontroli
nad zasiegiem obowiazywania hipotez.



Na przyktad nastepujacy dowdd hipotetyczny zawiera bledne
uzycie hipotezy Atrue” poza jej zasiegiem obowigzywania:

Atrue” e
A — Atrue Atrue” (bledne uzycie) N

(A — A) A Atrue




Za kazdym razem, gdy wprowadzamy nowg hipoteze, mozemy
wyobrazi¢ sobie, ze rysujemy kontur oznaczajacy zasieg jej

obowiagzywania, tak jak ponizej:

Atrue”

Btrue

A — Btrue

— I*



Atrue” Btrué'
AV Bitrue : :
Ctrue Ctrue

x?y
Ctrue VE



W powyzszych przyktadach zakres obowiazywania hipotezy
Atrue” jest ograniczony konturem oznaczonym przez x.




Zauwazmy, ze jeden kontur moze znajdowaé sie wewnatrz
innego konturu, tak jak w ponizszym przyktadzie:

L

Atrue”

Btrué’
A N Btrue

B — (A/\B)true—>l
A — (B — (AN B))true

T

€T

Hipoteza Atrue’ moze byé uzyta wewnatrz wewnetrznego
konturu oznaczonego przez y, dzieki czemu potrafimy
udowodni¢ A A Btrue z wykorzystaniem reguty Al, ale hipoteza
Birue’ nie moze by¢ uzyta poza wewnetrznym konturem.



Osady hipotetyczne dostarczaja wygodnego sposobu na
Sledzenie zasiegu kazdej z hipotez w dowodzie hipotetycznym.
Hipotetyczny osad Ji, ..., J, - J odzwierciedla hipotetyczny
dowéd osadu J na podstawie ciggu hipotez Ji, ..., Jy,:

Ji ... T
Ji,...,. s FJ & : reguty wnioskowania



Tym samym mozemy odczytywaé Ji,...,J, - J jako 7jesli
zachodza osady Ji, ..., Jy, to zachodzi osad J”.

Gdy zachodzi osad hipotetyczny Ji,...,J, - J méwimy, ze J
jest konsekwencja Ji, ..., Jy.

Tym samym F nazywana jest relacja konsekwencji.

O osadach Ji, ..., J, bedziemy mysleli jak o przestankach, za$
o osadzie J jak o wniosku.

Zbiér przestanek czesto bedziemy zapisywali krétko jako I,
skracajac tym samym zapis osadu hipotetycznego do I' - J.



Rozwijajac dalej system naturalnej dedukcji dla rachunku zdan
bedziemy uzywami hipotetycznych osadéw postaci

Aqtrue, ..., Aptrue - Atrue, gdzie zar6wno przestanki jak i
wniosek sa zawsze osadami o prawdzie.

Zanim podamy reguly wnioskowania dla tak rozumianego
rachunku zdan, przesledzmy najpierw wybrane wlasnosci
osadow hipotetycznych odnoszacych sie do przestanek i
wnioskéw dowolnej postaci.



Podana definicja osadu hipotetycznego w trywialny sposob
zapewnia prawdziwos¢é nastepujacych dwoch zasad zwrotnosci
oraz reguly podstawiania:

» (zwrotnosé) T, JJ TV + J

» (regula podstawiania) jezeli I' - J oraz ', J - J', to
wowezas I' = J'.



Zasada zwrotnoéci orzeka, ze mozemy wykorzystaé hipoteze J,
aby wywnioskowaé .J.



Reguta podstawiania powiada z kolei, iz jesli potrafimy
udowodnié¢ osad J na podstawie pewnego ciggu hipotez, to
mozemy uzyé¢ J jako nowej hipotezy za kazdym razem, gdy
wykorzystujemy ten sam zbiér hipotez. Innymi slowy, mozemy
wykorzystaé¢ J jako lemat w dowodzie osadu I' - .J'.



Aby zilustrowaé dzialanie reguly podstawiania, zatézmy I' = J
oraz I, J F J', co oznacza istnienie dwoch dowoddéw
hipotetycznych D i £ jak ponizej:
r r ... J
'-Je @ »D rJrJ < : &
J J’

=
<

Symbol T oznacza tu, jak nietrudno si¢ domy#lié, {J : J € T'}.



Teraz mozemy odnalezé kazde wystapienie hipotezy J w
dowodzie £ i podstawié za nig D, otrzymujac tym samym
nastepujacy dowdd hipotetyczny:

|
< T H
9

7
Jako ze ta sama hipoteza (na przyklad jedna z hipotez
wystepujacych w I' moze by¢ uzyta dowolna liczbe razy,
powyzszy osad hipotetyczny sankcjonuje osad hipotetyczny

'+ J', czyli to, co przez regule podstawiania otrzymujemy z
osadéw I' = J oraz I', J = J'.



W naszej definicji osgdu hipotetycznego pojawiaja sie dwa
istotne zalozenia: po pierwsze, kolejnos¢ pojawiania sie hipotez
nie ma znaczenia i po drugie, dana hipoteza moze by¢ uzyta
zero lub wiecej razy w dowodzie hipotetycznym.
Te zalozenia formalnie zapisujemy jako wltasnos$ci
strukturalne osadéw hipotetycznych:
» (wymiana) jezeli ', J;, Ji+1, I F J, to woéwczas
T, Jig1, Ji, IV J
» (ostabienie) jezeli T',T" F J, to wéwcezas ', J', TV I J dla
dowolnego osadu J’
» (Sciaganie) jezeli T, J;, J;iI" F J, to wowezas T, J;, TV + J



Zasada wymiany orzeka, ze mozemy zignorowa¢ kolejno$é
wystepowania przestanek w osadzie hipotetycznym.

Zasada ostabienia powiada, iz moze doda¢ nowa przestanke, a
nastepnie jej nie uzy¢, tym samym ”ostabiajac” to, co
dowodzimy.

Na koniec zasada $ciagania méwi, ze mozemy ”$ciagnaé” dwie
kopie tej samej przestanki do jednego egzemplarza. Odnotujmy
tu, iz wobec zasady ostabiania, hipoteza moze byé¢ uzyta zero
razy, za$ wobec zasady Sciagania — moze by¢ uzyta wiecej niz
jeden raz.



Oto kilka dalszych uwag wartych odnotowania:

» Osady hipotetyczne sg w zasadzie tylko wygodnym, a nie
nowym, sposobem reprezentowania dowoddéw
hipotetycznych. Innymi stowy relacja F jest tylko
narzedziem syntaktycznym stuzacym prezentowaniu
hipotez i wnioskdéw osadu hipotetycznego i jednoczesnemu
ukrywaniu ich wewnetrznej struktury i tym samym nie
wprowadzajacym nowego pojecia semantycznego.



» Ogolnie dopuszczamy mozliwosé skorzystania z wiecej niz
jednego dowodu hipotetycznego celem dowodu osadu
hipotetycznego, jako ze osady hipotetyczne odnosza sie
wylacznie do hipotez i wnioskéw.



» Osad hipotetyczny sam w sobie jest przyktadem osadu jako
takiego i tym samym moze by¢ uzyty jako przestanka badz
jako wniosek w innym osadzie hipotetycznym, jakkolwiek
nie bedziemy uzywaé¢ w ten sposoéb osadéw hipotetycznych
w dalszym toku tego wyktadu. W istocie Ji,...,J, = J
mozna rozwazaé jako skrot pewnego scentrowanego osadu
JbE (k. JyFJ)...), gdzie kazda z przestanek J; lub
wniosek J moze by¢ innym osadem hipotetycznym.



» Jakkolwiek dosé blisko zwiazane, hipotetyczny osad

Ji, ..., Jn F J 1 reguta ‘]17‘]‘]”}2 to nie to samo i nie mozna
ich poréwnywac celem odnalezienia potencjalnej
rownowaznosci.
Powdd jest prosty: hipotetyczny osad to, jak sama nazwa
wskazuje, osad, zas R to reguta wnioskowania. Istnienie
dowodu Jy,...,Jy, F J oznacza tylko, ze R jest regulay
wyprowadzalna.
Na odwrét, jesli dostepna jest regula wnioskowania R, to
zawsze potrafimy uzasadnié¢ Ji, ..., J, = J za pomoca
nastepujacego dowodu hipotetycznego:

J1 J JIn R
Odnotujmy wszakze, iz powyzszy dowdd hipotetyczny
moze nie by¢ jedynym sposobem udowodnienia
J1, .y Jn E J, jezeli tylko potrafimy wskazaé¢ inny dowod

Jio... Jn

hipotetyczny : bez uzycia regulty R.



» Osad hipotetyczy - J bez przestanek nie jest réwnowazny
swojemu wnioskowi J. O ile osad informuje nas, ze J
zachodzi bezwarunkowo, o tyle wniosek J sam funkcjonuje
w oderwaniu od tego, czy zatozylismy jakiekolwiek
hipotezy i w szczegdlnosci sam moze by¢ hipoteza w
osadzie hipotetycznym.

Na przyklad, wobec zalozenia J = J' mozemy pokazadé, ze
 J implikuje = J’ stosujac regute podstawiania.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, poniewaz dowod
F J’ wcale nie musi by¢ rozszerzeniem dowodu F J.



» Wazng konsekwencja wlasnosci strukturalnych jest to, ze
dwa osady hipotetyczne w kazdej z regul, a mianowicie
' J z czesci 7jesli” reguly oraz I = J z czedci " to
wowcezas”, reprezentuja dowody hipotetyczne nie tylko tej
samej wielkosci (mierzonej liczba zastosowan regul
wnioskowania), ale réwniez o dokladnie takiej samej
strukturze.

W rezultacie za kazdym razem, gdy stosujemy indukcje
strukturalng (lub indukcje regut) do I' F J, mozemy
zamiast tego zastosowaé indukcje strukturalng do I'' = J.



System naturalnej dedukcji dla rachunku zdan zapisany z
uzyciem osadéw hipotetycznych bedzie wygladal nastepujaco:
Atrue e T
TF Atrue P
I', Atrue - Btrue
' A — Btrue

. ' A — Btrue I'+ Atrue
—E
I' = Btrue




>

' Atrue I'F Birue

T'+ A A Btrue Al

I'+ A A Btrue
'+ Atrue NE

I' = A A Btrue
I' = Btrue NEr

I'+ Atrue
'+ AV Btrue

VI



I' - Birue
I'= AV Btrue
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