Logika zdan.

Zajmiemy si¢ obecnie zbudowaniem logiki zdan, czyli systemu
logicznego bez kwantyfikatoréw. Zrobimy to w stylu osadowym
w duchu Pfenninga i Daviesa, ktorzy z kolei zaadaptowali
metodologie Martin-Loéfa w rozréznianiu miedzy osadami i
zdaniami. Klasyczne podejécie do logiki zdan opierato sie
wylacznia na badaniu zdan.



Zdania i osady.

W osadowym sformulowaniu logiki, zdaniem nazywamy obiekt,
ktorego prawdziwo$¢é mozna zweryfikowaé stosujac regulty
wnioskowania, podczas gdy osadem nazywamy obiekt
konstruowalny badz nie droga dowodu. Przyktadami zdan moga
by¢ "1+1 jest réwne 0” lub ”1+1 = 27, obydwa rozwazane jako
zdania w arytmetyce liczb catkowitych, zas przyktadami osgdéw
771+1 jest rowne 0’ jest prawdg”, dla ktérego nie istnieje
dowdd, lub ”’1+1 jest rowne 2’ jest prawdq”, dla ktérego
istnieje dowod.



Aby lepiej zrozumieé te réznice, rozwazmy wyrazenie “ksieiyc
jest zrobiony z sera”. Takie wyrazenie nie jest obiektem do
weryfikacji, ani nie jest zdaniem, jako ze nie ma sposobu
sprawdzenia jego prawdziwosci — wyrazenie to stanie sie
zdaniem jedynie wtedy, jezeli podamy je w kontekscie pewnych
regut wnioskowania. Oto przyktad takiej reguly, zapisanej w
nieco przesadnie pedantyczny sposob:

“ksiezyc jest bladozielony © ma dziury” jest prawdg . .
IR . P KsieycSer
ksiezyc jest zrobiony z sera” jest prawdq




Teraz mozemy sprébowaé przeprowadzi¢ dowod zdania na
przyktad robiac zdjecie ksiezyca. Zauwazmy, ze nadal nie
wiemy, czy zdanie jest prawdziwe, czy nie, ale majac dana
powyzsza regule wnioskowania przynajmniej jestedmy w stanie
stwierdzi¢ jak mozna je zweryfikowaé. Jezeli na naszym zdjeciu
ksiezyca zobaczymy bladozielony obiekt z dziurami, to woéwczas
na podstawie naszej reguly wnioskowania stwierdzamy
prawdziwodé¢ osadu “ksiezyc jest zrobiony z sera”. Tym samym
prawdziwo$é osadu “ksiezyc jest zrobiony z sera” jest
udowodniona dzigki zdjeciu ksiezyca i regule wnioskowania. Na
tym przyktadzie widzimy, ze zdanie jest obiektem podlegajacym
weryfikacji, ktore moze byé¢ prawdziwe badz nie, podczas gdy
osad jest fragmentem wiedzy, ktéry znamy lub nie, w zaleznosci
od istnienia dowodu.



Jest wazne, ze pojecie osadu jest bardziej priorytetowe niz
pojecie zdania. Méwiac prosto, pojecie osagdu nie zalezy od
pojecia zdania i musimy wprowadzi¢ nowe rodzaje osadéw nie
uzywajac konkretnych zdan. Z drugiej strony, zdania sa zawsze
mozliwe do wyjadnienia przy uzyciu istniejacych osadéw, ktore
zawieraja przynajmniej osady prawdziwe, jako ze zdaniom
musza towarzyszy¢ reguty wnioskowania stuzace okreslaniu, czy
sg prawdziwe.



Rozwijajac formalny system logiki zdan bedziemy uzywaé
dwéch osadéw: A prop oraz A true:

A prop < A jest zdaniem
A true & A jest prawdziwe



A prop zostaje udowodnione dziegki obecnosci reguty
wnioskowania pozwalajacej wywies¢ A true. Zdefiniujemy
indukcyjnie zbiér zdan uzywajac spjnikéw binarnych (to
znaczy implikacji —, koniunkcji A i alternatywy V) oraz
unarnego (to znaczy negacji ). Reguly wnioskowania zostana
zapisane w ten sposéb, aby definicja jednego spdjnika nie
wykorzystywala definicji innych spdjnikéw. Powiemy, ze
otrzymany w ten sposob system dedukcyjny jest ortogonalny
w takim sensie, iz wszelkie sp6jniki moga by¢ wprowadzone
niezaleznie od pozostalych.



Zadanie
Zalozmy, ze A jest zdaniem oznaczajgcym logiczng negacje
zdania A oraz A false jest osgdem oznaczajgcym “A nie moze

by¢ prawdziwe. Co jest ztego w requle *Af%ﬂE majacej

wyjadniaé pojecie falszywych osqdow? A co z requiq
false I

—A true



Zadanie
Dlaczego reguta % — I jest zla, poza tym, ze

wygleda dosé dziwnie?



System naturalnej dedukcji dla logiki zdan

Naturalna dedukcja jest zasada budowania systemow logicznych
ktérych gltéwnymi pojeciami sg reguty wnioskowania
wprowadzania oraz eliminacji. Reguta wprowadzania
wyjasnia w jaki spos6b mozna wydedukowaé prawdziwy osad
wykorzystujacy konkretny spdjnik, przy uzyciu prawdziwych
osadéw jako przestanek. Innymi stowy, reguta ta wyjasnia, jak
“wprowadzi¢” spdjnik w procesie dedukcji. Na przyktad, reguta
wprowadzania dla spéjnika koniunkcji wygladataby tak:

AT
A N Bitrue



Pojeciem dualnym do reguly wprowadzania jest reguta
eliminacji, ktéra wyjasnia w jaki spos6b mozna wykorzystac
prawdziwy osad wykorzystujacy konkretny spéjnik celem
wywnioskowania innego osadu. Innymi stowy, regula ta
wyjasnia, jak “wyeliminowaé” spdjnik w procesie dedukcji. Na
przyktad, reguta eliminacji dla spdjnika koniunkcji wygladataby
tak:

AN Bt
A rue/\E



Reguta wprowadzania na ogét pokrywa sie z intuicyjnym
wyobrazeniem o dzialaniu danego spéjnika i dlatego jest
relatywnie prosta do zaprojektowania. Dla kontrastu, reguta
eliminacji ekstrahuje informacje reprezentowana przez osad i jej
zaprojektowanie wymaga szczegdlnej uwagi celem unikniecia
sytuacji, w ktérej dany system mogltby byé sprzeczny. Na
przyktad, zle zaprojektowana reguta eliminacji moze by¢ na tyle
silna, ze bedzie ekstrahowala nieprawdziwe informacje, ktérych
nie bedzie sie dalo udowodnié¢ przez odpowiadajaca regute
wprowadzania. 7 drugiej strony, zle zaprojektowana reguta
eliminacji moze by¢ zbyt staba, aby wydedukowaé cokolwiek
interesujacego. Zauwazmy, ze reguta wprowadzania jest w
pewnym sensie wazniejsza od reguly eliminacji, jako ze bez
reguly wprowadzania nie ma sensu projektowaé¢ odpowiedniej
reguty eliminacji. Innymi stowy, reguta eliminacji nie moze byé
rozpatrywana w oderwaniu od odpowiadajacej jej reguty
wprowadzania, podczas gdy zaprojektowanie reguty
wprowadzania nie musi pociggaé projektowania odpowiedniej
reguty eliminacji.



Koniunkcja

Zanim zajmiemy sie regutami wnioskowania dla koniunkc;ji,
musimy rozpozna¢ w jaki sposéb mozna poprawnie budowaé
zdania z wykorzystaniem tego spdjnika. Tym samym
potrzebujemy reguty formowania aby wyrazié¢, ze A A B jest
zdaniam, gdy zaréwno A jak i B sg zdaniami:

F

Aprop Bprop
N
A A Bprop



Aby jako$ uzasadnié¢ regute AF potrzebujemy reguly
wnioskowania dla dowodzenia prawdziwosci A A B przy
zalozeniu istnienia regut wnioskowania dla dowodzenia
prawdziwoéci A oraz B. Jako ze A A B ma w zamy$le by¢é
prawdziwe wtedy, gdy zar6wno A jak i B sg prawdziwe,
uzyjemy nastepujacej reguty wprowadzania definiujacej A A B

jako zdanie:
Atrue Btrue

AT
A N Btrue




Reguta AT moéwi, ze jesli zaréwno A jak i B sa prawdziwe, to
rowniez A A\ B jest prawdziwe. Zgadza si¢ to z naturalna
interpretacjg reguly wnioskowania: jesli zachodza przestanki,
zachodzi tez wniosek. Teraz mozemy uzy¢ reguty AI do
skonstruowania dowodu A A B przy danych dowodach D4 osadu

. D
A true oraz Dp osadu B true; napiszemy A t;}ue dla

oznaczenia, ze Dy jest dowodem A true zawierajacym
przynajmniej jedna regute wnioskowania, ktorej wnioskiem jest

A true:
Da Dg

Atrue Btrue
A N Bitrue




Zaprojektowanie reguty eliminacji dla koniunkcji zaczyna sie od
rozwazenia A A B jako przestanki. Jako ze A A B true wyraza
fakt, ze zarowno A jak i B sg prawdziwe, z A A B true mozemy
wywnioskowaé zarowno A true jak i B true, tak jak widaé z
konstrukcji nastepujacych dwoch regut eliminacji dla koniunkcji:

A/\Btrue/\ A N Btrue

— AF
Atrue L Btrue R



Implikacja

Spojnik implikacji wymaga wprowadzenia pojecia
hipotetycznego dowodu, a wiec dowodu zawierajacego
hipotezy. Zaczynamy od reguty formowania:

Aprop Bprop

— F
A — Bprop




Intuicja zwigzana ze spdjnikiem implikacji podpowiada nam, ze
A — B true zachodzi gdykolwiek A true implikuje B true, lub
ze hipoteza A true prowadzi do dowodu B true. Hipoteze A true
bedziemy zapisywali jako Atrue i tym samym otrzymujemy
nastepujaca regule wprowadzania:

Atrue”

Btrue
_—
A — Btrue
Mozemy bezposrednio wydedukowaé A true przy uzyciu

hipotezy Atrue’ gdziekolwiek bedzie to konieczne w dowodzie B
true.



Przestanka reguty — I* jest przyktadem dowodu hipotetycznego
albowiem zawiera hipoteze, a wiec osad, o ktérym zakltadamy,
ze jest prawdziwy. Powiemy, ze reguta — I uwnetrznia dowdd
hipotetyczny w swoim zalozeniu jako zdanie A — B w takim
sensie, ze prawdziwos¢ A — B w zwarty sposob odzwierciedla
wiedze reprezentowana przez dowdd hipotetyczny.



Odnotujmy tu trzy fakty zwiazane z reguta — I*. Po pierwsze,
zaréwno hipoteze Atrue jak i nazwe reguly — I oznaczamy ta
samg etykieta x. Tym samym etykieta w hipotezie oznacza z
ktorej reguty wnioskowania wywodzi sie dana hipoteza. Nie jest
konieczne oznaczaé wszystkie hipotezy réznymi etykietami, o ile
nie ma konfliktu oznaczen pomiedzy dwiema hipotezami o tej
samej etykiecie. Na przyklad, nastepujace rozumowanie jest
czytelne w zapisie, pomimo tego, ze dwie hipotezy zostaly
oznaczone taka sama etykieta x:

Atrue” Altrue”
Btrue B'true
X X
A—Btrue — 1 A'—B'true — 1

(A— B) A (A" — B')true



Po drugie, hipoteza Atrue’ jest w uzyciu tylko jako przestanka
reguty — I”. Innymi slowy, jej zakres jest ograniczony do
przestanek reguly — I®. Po tym, gdy reguta — I® zostala
wykorzystana do wydedukowania A — B true, hipoteza Atrue”
nie moze by¢ dalej uzywana jako poprawna hipoteza. Na
przyktad, ponizszy dowdd nie moze wykorzystaé¢ hipotezy
Atruei w dowodzie Dy osadu A true, ktéry lezy poza zasiegiem
Atrue”:

Atrue”
Da Btrue .
Atrue ASBlrue I
AT

AN (A — B)true

Powiemy, ze hipoteza jest zwolniona, jezeli odpowiadajaca jej
reguta wnioskowania zostala zastosowana i wychodzimy z
zakresu jej obowiazywania.



Zauwazmy, ze jakkolwiek przestanka reguty — I” jest dowodem
hipotetycznym, to caly dowdd nie jest hipotetyczny.
Doktadniej, dowdéd D ponizej jest hipotetyczny, ale dowdd £ juz
nie:

Atrue”
D :
Btrue .
& A — Btrue -1

Powodem, dla ktérego dowdd £ nie jest hipotetyczny jest fakt,
ze hipoteza Atrue’ zostala zwolniona kiedy zastosowana zostala
reguta — I* i tym samym nie jest juz widoczna z zewnatrz.
Innymi stowy mozemy w dowolny sposéb uzywac hipotez nie
zmieniajac dowodu w dowdd hipotetyczny pod warunkiem, ze
przed zakonczeniem rozumowania kazda z nich zwolnimy.



Po trzecie, hipoteza Afrue’ moze by¢ uzyta nie tylko jeden raz,
ale tyle razy, ile bedzie to konieczne. Z drugiej strony nikt nie
zmusza nas do stosowania danej hipotezy, réownie dobrze
mozemy ja zignorowa¢ w toku rozumowania. Oto przyktady
dowodéw, w ktérych hipoteza Atrue zostala, odpowiednio,
zignorowana, uzyta raz i uzyta dwa razy:

T

A=Blrue . gy - A — Atrue - AnAtrue
B—(A—B)lrue A—(ANA)TTUE

Btrue’ Atrue”’ 7 Atrue”’ o Atrue” A




Tak samo jak w przypadku regul eliminacji dla koniunkcji,
konstrukcje reguty eliminacji dla implikacji rozpoczynamy od
przestanki A — B true. Jako ze A — B true wyraza to, ze A
true pociaga B true, jedynym sposobem, w jaki mozna to
spozytkowaé jest uzycie dowodu A true do wywnioskowania B
true. Tym samym regula eliminacji dla implikacji bedzie
wykorzystywalta zaréwno A — B true jak i A true jako

przestanki:
A — Btrue Atrue

Btrue

— F.




Nastepujacy prosty przyktad dowodzi (A — B) — (A — B)
przy uzyciu reguty — E:

A — Btrue' Atrue’ B
B true
o pn o 1Y
A — Btrue e
(A— B) — (A — B)true




Zauwazmy, ze mozemy tez udowodni¢ (A — B) — (A — B)true
bezposrednio z wykorzystaniem hipotezy A — B true- .



Podajmy jeszcze dwa przyklady z uzyciem zaréwno koninkcji
jak i implikacji. Ponizsze dowody pokazuja, ze A — (B — C)
oraz (AN B) — C) sa logicznie réwnowazne, jako ze kazde z

nich pocigga drugie; istotnie mamy:

. A A Btrue’ AEL
A — (B— C) true Atrue I AN Btrué' AE
B — Ctrue - Btrue B R
Ctrue
(AN B) — Ctrue
— I”

(A= (B—C)) = ((ANB) — C)true



Atrue’ Btrue:

(AAB) — Ctrue A N Btrue N
C'true I -
B — C'true

A — (B — C)true

x

(ANB) = C) = (A= (B= O)true !



Alternatywa

Tak jak w przypadku koniunkeji i implikacji, sp6jnik
alternatywy jest binarny, a wiec w szczegdlnosci reguta
formowania bedzie wygladala nastepujaco:

Aprop Bprop y

F
AN Bprop




W zamierzeniu A V B ma byé prawdziwe wtedy, gdy A jest
prawdziwe, albo B jest prawdziwe, ale niekoniecznie bedziemy
wiedzieli, ktora z powyzszych dwoch alternatyw zachodzi. Tym
samym reguta wprowadzania dla spéjnika V wnioskuje

AV Btrue z dowodu Atrue lub Btrue:

Atrue y Btrue
AV Btrue L AV Btrue



Konstrukcja regut eliminacji dla alternatywy nie jest oczywista.
Whnioskowanie Atrue oraz Btrue na podstawie AV Btrue byltoby
zbyt silne i zarazem nieprawdziwe — wiemy jedynie, iz zachodzi
jeden z osadow Atrue lub Btrue, ale prawdopodobnie nie
obydwa naraz.



Jako ze nie wiadomo ktéry z osadow Atrue lub Btrue moze by¢
wywnioskowany z dowodu A V Btrue, jedyny logiczny sposéb na
wyzyskanie informacji z A V Btrue to rozwazanie obydwu
mozliwoéci jednoczesnie. Jezeli bedziemy w stanie udowodnié¢
Ctrue zaréwno z Atrue jak i z Btrue, dla pewnego zdania C, to
wowcezas bedziemy mogli wywnioskowaé C'true z AV Btrue, jako
ze C'true zachodzi niezaleznie od tego, w jaki sposéb zostat
zbudowany dowdéd A V Btrue. Tym samym reguta eliminacji dla
alternatywy odzwierciedla nastepujacy tryb rozumowania:

Atrue. Btrue'
AV Btrue : :
Ctrue Ctrue
VE?*Y

Ctrue



Zauwazmy, ze Atrue i Btrue sa wprowadzone jako nowe
hipotezy i oznaczone innymi etykietami = i y. Tak jak w
przypadku reguty eliminacji —, zakres ich dziatania jest
ograniczony od odpowiadajacych im przestanek reguty VE®Y
(to znaczy Atrue” do drugiej przestanki i Atrue’ do trzeciej
przestanki), co oznacza, ze obydwie hipotezy zostaja zwolnione
gdy Ctrue zostaje wydedukowane we wniosku.



Inaczej niz w przypadku regut eliminacji dla koniunkcji i
implikacji, reguta eliminacji dla alternatywy wykorzystuje

AV Btrue nie wprost, a wiec tak, ze jej wniosek zawiera zdanie
C ktére nie musi by¢ zdaniem A, B lub ich kombinacja. Innymi
stowy, gdy stosujemy regute eliminacji dla A V Bitrue, sami
musimy wybraé¢ zdanie C' (ktére moze byé catkowicie
niezwiazane z A i B) takie, ze C'true jest dowodliwe zaréwno z
Atrue jak i z Btrue. Z tego powodu uwzglednienie alternatywy
w systemie logicznym istotnie utrudnia badanie wtasnosci
metalogicznych systemu, jak juz wkrotce zobaczymy.



Jako trywialny przyktad zastosowania eliminacji dla
alternatywy udowodnimy, ze Atrue jest silniejsze od A V Btrue:

Atrue”
AV Btrue Lﬁ Ie
A — (AV B)true




Odwrotno$é powyzszego twierdzenia nie jest prawdziwa, a
zatem AV Btrue jest silnie stabsza niz Atrue, jako ze nie ma
sposobu na udowodnienie Atrue from Btrue dla dowolnych zdan
AiB:
Btrue”
AV Btrue" Atrue’ : (niemozliwe)

Atrue

Atrue "
(AV B) — Atrue

vV EBY:#




Jako kolejny przyklad udowodnimy, ze spéjnik alternatywy jest
przemienny:
(AV B) — (BV A)true



Zaczniemy od zastosowania reguty — I tak, aby zredukowaé
problem do udowodnienia BV Atrue z AV Btrue:

AV Btrue'

BV Atrue
((AV B) — (BV A)true

— I*



Poczawszy od tego momentu dowdéd mozemy prowadzi¢ od dotu
do géry stosujac reguly wprowadzania VI i VI do osadu

BV Atrue, lub od géry do dohu stosujac regute eliminacji VE do
osadu A V Btrue. W pierwszym przypadku predzej czy pdzniej
utkniemy w martwym punkcie, albowiem nie jest mozliwe
udowodnienie Atrue lub Btrue z AV Btrue.



Na przyktad, nie jesteSmy w stanie wypetnié¢ dziury w
nastepujacym dowodzie:

AV Btrue'
Btrue
Iy,

BV Atrue v I
((AV B) — (B V A)true




W drugim przypadku problem redukuje si¢ do dowiedzenia
osobno BV Atrue z Atrue oraz Btrue, co mozna tatwo uzyskaé
stosujac reguty wnioskowania dla alternatywy:

. Atrue’ Birue
AV Birue BV Atrue ' ® "BV Atrue vé‘%z
BV Atrue -

(AVB) = (BV Ajirue 1



Zadanie

Mozemy przepisac requie eliminacji dla alternatywy z
wykorzystaniem spojnika implikacji zamiast dowodow
hipotetycznych:

AV Bitrue A — Ctrue B — Ctrue
Ctrue

VE

Dlaczego nie uzywamy takiej requly wnioskowania?



Prawda 1 falsz

Prawda T jest zdaniem, o ktérym zakladamy, ze jest zawsze
prawdziwe. Tym samym osad T true nie wymaga dowodu, co
oznaczamy przez brak przestanek w jego regule wprowadzania:

TF T
T prop Ttrue



W jaki sposéb wykorzystujemy zatem dowdd T true w regule
eliminacji? Jako ze nie musimy niczego dowodzi¢ w dowodzie
Ttrue, logicznie rzecz biorac dowdd ten nie ma zadnej
zawartosci, a wiec nie ma zadnego interesujacego sposobu, aby
go wykorzysta¢. Tym samym spojnik T nie ma reguty
eliminacji.



Falsz | jest zdaniem, ktére nigdy nie jest prawdziwe lub,
réwnowaznie, ktérego prawdziwosé jest niemozliwa do ustalenia.
Intuicyjnie rozumiemy je jako logiczng sprzecznosé, ktérej pod
zadnym pozorem nie mozna dowie$¢. Tym samym nie ma
reguty wprowadzania dla L. Paradoksalnie istnieje wszakze
reguta eliminacji dla L. Przypusémy bowiem, ze dysponujemy
dowodem | true. Jesli wyobrazimy sobie | true jako cos
niemozliwego do udowodnienia, albo jako co§ mozliwie
najtrudniejszego do udowodnienia, to istnienie takiego dowodu
oznaczaloby, ze jestedmy w stanie dowies¢ wszystko (a wiec
wszystko co, w szczegdlnosci, nie jest trudniejsze do
dowiedzenia niz | true). Tym samym regula eliminacji dla L
wnioskuje C'true dla dowolnego zdania C":

1t
LF i E
Lprop Ctrue



Zastanéwmy sie jednak, po co jest nam potrzebna reguta
eliminacji dla 1, skoro nie jest mozliwe udowodnienie L true?
Zauwazmy wszakze, ze wprawdzie nie jest mozliwe
udowodnienie 1 true ”z niczego”, ale oczywiscie jest mozliwe
udowodnienie | true z wykorzystaniem hipotez. Na przyktad

1 true w przestance reguty | E sama moze by¢ hipoteza, jak w
nastepujacym dowodzie:

Ltrue”
Ctrue
1 — Ctrue

VE
— I*

Zasadniczo nie ma niczego nieprawidlowego w zaktadaniu, ze
co$ niemozliwego do dowodu zostato jednak jakos udowodnione.



Powiemy, ze system logiczny jest niespéjny jezeli | true jest
dowodliwy oraz spéjny w przeciwnym wypadku. Niespdjny
system jest z naszego punktu widzenia bezuzyteczny, jako ze
osad Atrue jest dowodliwy dla dowolnego zdania A. W dalszej
czedci niniejszego wykladu udowodnimy, ze zbudowany przez
nas system logiki zdan jest spojny — jest to bardzo wazne
twierdzenie, ktérego dowdd byl prawdziwym kamieniem
milowym w rozwoju logiki.



Prawda T i falsz L moga by¢ tez rozwazane jako ”puste”
przypadki koniunkcji i alternatywy, odpowiednio. Rozwazmy
bowiem ogdlny przypadek n-krotnej koniunkeji A", A; z jedna
reguta wprowadzania i n regutami eliminacji:

Astruedlai=1,...,n AT Nz Aitrue

ANE,i=1,....n
Niz, Aitrue A;true v R

Jezeli przyjmiemy, iz T = /\?:1 A;, to regulta AI zmienia si¢ w
regute T1, jako ze bedzie miata woéwczas pusty zbiér przestanek,
za$ kazda z regut AE; zniknie.



Podobnie ogélny przypadek n-krotnej alternatywy \/;_; A; ma
n regul wprowadzania i jedna regute eliminacji:

Aitruexi
Vi, Aitrue : dlai=1,....
A;true Ctrue
T VLyi=1,...,n
Vie, Ajtrue C'true

Jezeli przyjmiemy 1 = \/?:l A;, to kazda z regut VI; znika, a
reguta VE zamienia si¢ w regute L F.



Jest teraz jasne, ze T i L graja role identycznodci dla spojnikéw
A1 V. Na przyklad, mozemy zidentyfikowaé A A T z A: jezeli
Atrue jest dowodliwy, to wowczas A A T true jest réwniez
dowodliwy, jako ze T true zachodzi automatycznie; dowdd w
druga strone wykorzystuje regute AE;. W podobny sposéb
mozemy zidentyfikowaé AV | z A: jesli AV Ltrue jest
dowodliwe, to Atrue musi by¢ réwniez dowodliwe, jako ze drugi
sktadnik alternatywy L true nie moze zostaé uzyty; dowdéd w
druga strone wykorzystuje regute VIy.



Negacja

Jedyny spéjnik unarny w logice zdan to negacja:

Aprop

F
- Aprop

—A czytamy jako "nie A” lub ”negacja A”. Zdanie to oznacza
logiczna negacje zdania A i jego prawdziwo$é¢ oznacza, iz A nie
moze by¢ prawdziwe.



Ponizej rozwazymy trzy rézne podejscia to zaprojektowania
regul wnioskowania dla negacji, z ktérych kazde dostarczy
metod wyrazenia tego, iz A nie moze by¢ prawda.



Pierwsze podejécie pojega na zdefiniowaniu osadu falszu Afalse
oznaczajacego ” A mie moze byé prawdq’, a nastepnie
zastosowaniu nastepujacych regut celem wydedukowania i
wyzyskania osadu —Atrue:

Afalse - Atrue
—Atrue Afalse A




Nie bedziemy dyskutowaé regut wnioskowania dla
wydedukowania Afalse. Tak jak dla reguly — I, powiemy, ze
reguta —I uwnetrznia Afalse jako zdanie = A w takim sensie, ze
prawdziwo$é¢ ~A odzwierciedla wiedze reprezentowang przez
Afalse.



W drugim podejéciu, dedukujemy —Atrue, jesli zalozenie Atrue
doprowadza do dowodliwosci kazdego osadu o prawdzie.
Uzasadnienie tego podejicia jest takie, ze jezeli system logiczny
jest spéjny (a wiec nie kazdy osad o prawdzie jest dowodliwy),
to dowodliwo$éé kazdego osadu o prawdzie, a wiec niespojnoéé
systemu, jako konsekwencja zalozenia Atrue pociaga, iz
zalozenie musi by¢ falszywe, a wiec A nie moze by¢ prawda.



Chcac byé¢ w stanie wyrazi¢ dowodliwosé kazdego osadu o
prawdzie, wprowadzamy zmienna zdaniowa p, ktora oznacza
dowolne zdanie. Uzyjemy parametrycznego osadu ptrue,
lub, inaczej méwiac, osadu parametryzowanego zmienna
zdaniowa p i zdefiniujemy regule wprowadzania dla negacji
nastepujaco:

Atrue”

ptrue
_— x,p
—Atrue I



Jako ze przestanka jest osadem hipotetycznym, zaréwno
hipoteze Atrue jak i nazwe reguty —I oznaczamy tg samag
etykietg . Ponadto musimy oznaczy¢ nazwe reguty —1 zmienng
zdaniowsa p, jako ze p jest tu nowa zmienna, ktorej zakres
ograniczony jest do przestanki.




Reguta eliminacji dla negacji stanowi, iz dowody obydwu
osadow —Atrue i Atrue upowazniaja nas do udowodnienia
prawdziwosci dowolnego zdania:

- Atrue Atrue
Ctrue

-F

Odnotujmy, iz zdanie C' pojawiajace sie we wniosku moze by¢
dowolnym zdaniem, takze zmienng zdaniowa.



Jako przykltad udowodnimy, ze A i —=A nie moga zachodzié
réwnoczesnie:

AN = Atrue” AE AN = Atrue’
- Atrue R Atrue E
pitrue B

—(A N —A)true

AET

—JTP



Trzecie podejscie uzywa definicji notacyjnej traktujac = A
jako syntaktyczny skréot zdania A — L. Innymi slowy, — nie
odgrywa zadnej roli semantycznej i skrét = A moze by¢ po
prostu rozwiniety jako A — L.



Tak rozumiana definicja uzasadnia poprawno$é¢ nastepujacych
regul wnioskowania:

Atrue”

1 true

_ xT
—-Atrue I

oraz

- Atrue Atrue
1 true

K



Odnotujmy tu, ze gdyby — zostal zdefiniowany jako niezalezny
spdjnik, a nie jako konwencja notacyjna, powyzsze reguty
zepsulyby ortogonalno$é¢ systemu, albowiem znaczenie —
zalezatoby od znaczenia 1.



W dalszym ciagu bedziemy uzywali trzeciego z powyzej
opisanych podejs$é, ktére zdaje sie by¢ najbardziej popularnym
podejsciem w literaturze.



Jako przyklad udowodnimy, ze jesli A jest prawdziwe, to - A nie
moze by¢ prawdziwe.

—Atrue’ Atrue"
——Atrue
A — ——Atrue

-F
— I*




Odwrotnosé¢ powyzszego twierdzenia, a zatem ——A — Atrue,
nie jest dowodliwa, co w szczegdlnosci pokazuje, ze osad Atrue
jest mocno silniejszy niz ——Atrue. Innymi stowy, dowdd tego, ze
= A nie moze by¢ prawda nie jest wystarczajacy do
stwierdzenia, ze A jest prawdziwe.



Nieudana préoba dowodu ——A — Atrue wygladataby
nastepujaco:

1, X
——Atrue
;X
—~—Atrue 9

- Atrue

—

1 true
Atrue

T
——A — Atrue —+1




Niedowodliwosé osadu ——A — Atrue jest istotng cecha
zbudowane przez nas do tej pory logiki, jak réwniez dowolnego
systemu logicznego nalezacego do tak zwanej logiki
konstruktywistycznej lub intuicjonistycznej. W logice
konstruktywistycznej to, czego dowodzi —Atrue nie jest
dokladna przeciwnoscia tego, co dowodzi Atrue. Zamiast tego
dowdd taki dostarcza tylko posredniej informacji o tym, ze nie
istnieje dowod Atrue, poprzez wskazanie, iz jego istnienie
doprowadzitoby do logicznej sprzecznoéci.



Na zasadzie kontrastu, logika klasyczna zakltada, iz kazde
zdanie jest albo prawdziwe, albo falszywe, bez standéw
posrednich. Tym samym w logice klasycznej zdanie =—A jest
nierozréznialne od zdania A, jako ze zdanie A jest albo
prawdziwe, albo falszywe i nie mamy zadnych przestanek aby
twierdzié¢, ze A nie moze by¢ falszywe. Metoda dowodzenia
prawdziwoéci zdan opierajaca si¢ o tabelki logiczne bazowana
jest na logice klasycznej.



Na zakonczenie tej czeéci wyktadu umoéwmy sie jeszcze, ze przy
opuszczaniu nawiaséw bedziemy przestrzegali nastepujacej
hierarchii waznoéci spéjnikéw:

A >A>V >



