Dowody indukcyjne.

Dotychczas zobaczyliémy w jaki sposéb mozna specyfikowaé
definicje indukcyjne kategorii syntaktycznych lub osadéw, czy
tez w zasadzie indukcyjne systemy kategorii syntaktycznych lub
osadow. Okazuje sie jednak, ze definicje indukcyjne jako takie
maja ograniczone zastosowanie o ile nie pokazemy, ze
zdefiniowany przez nie system ma pozadane przez nas
wlasnosci. Innymi stowy, nie mozemy indukcyjnie zdefiniowac
danego systemu a nastepnie niezwlocznie zaczaé go uzywacé bez
wczedniejszego sprawdzenia pewnych jego wlasnoéci. Na
przyktad intuicyjnie czujemy, ze kazdy ciag w kategorii
syntaktycznej mparen ma taka samg liczbe nawiaséw lewych jak
i prawych, aczkolwiek definicja tej kategorii nie dowodzi
automatycznie takiej wlasnosci. Tym samym musimy jako$
formalnie udowodnié, ze kategoria mparen opisuje ciagi
odpowiadajacych sobie lewych i prawych nawiaséw zanim
zaczniemy ja uzywac.



Istnieja takze inne powody, dla ktérych musimy by¢ w stanie
przeprowadzaé formalne dowody wlasnoéci systeméw
indukcyjnych. Na przyktad systemy indukcyjne czesto sa tak
rozbudowane i skomplikowane, ze ich niesprzecznos$é¢ wcale nie
jest oczywista. W takich wypadkach na ogét prébujemy
udowodni¢ pewng wlasno$é, o ktorej spodziewamy sie, ze
zachodzi w danym systemie. Wéwczas kazda usterka w definicji,
ktora psuje zadang wlasnosé, predzej czy pozniej ujawni sie w
dowodzie. Na przyktad wyrazenie w jezyku funkcyjnym
powinno ewaluowaé sie do wartoéci o zadanym typie, ale
odpowiedzialna za to wlasno$é jezyka funkcyjnego (zwana
wlasno$cia zachowywania typu) wcale nie jest oczywista.
Chcac udowodnié zachowywanie typow musimy albo
zlokalizowaé usterki w definicjach, albo czesciowo dowiesé
niesprzecznosci systemu. Tym samym dowodzenie wlasnosci
systemow indukcyjnych staje sie najbardziej efektywna pomoca
w poprawianiu btedéw w definicjach.



Na poczatek poznamy zasade zwana indukcjg strukturalng
stuzaca dowodzeniu witasnosci systeméw indukcyjnych kategorii
syntaktycznych. Nastepnie zajmiemy sie studiowaniem zasady
zwanej indukcjg regut stuzacg dowodzeniu indukcyjnych
systemow osadéw. Jako ze indukcyjny system kategorii
syntaktycznej jest w istocie uproszczonym przedstawieniem
odpowiadajacego mu indukcyjnego systemu osadéw, indukcja
strukturalna to w rzeczywistosci specjalny przypadek indukcji
regut. Niezaleznie od tego indukcja strukturalna zastuguje na
osobne potraktowanie ze wzgledu na role jaka kategorie
syntaktyczne grajg w studiowaniu jezykéw programowania.



Indukcja strukturalna

Zasada indukcji strukturalnej orzeka, iz wlasnosé kategorii
syntaktycznej moze by¢ udowodniona indukcyjnie poprzez
analize struktury jej definicji: dla kazdego przypadku bazowego
pokazujemy, ze wlasno$é¢ zachodzi bez zadnych dodatkowych
zalozen, a dla kazdego przypadku w kroku indukcyjnym
zakltadamy, ze wlasno$¢ zachodzi dla kazdego mniejszego
elementu kategorii i nastepnie pokazujemy, ze zachodzi dla
calego przypadku.



Kilka przyktadéw powinno wyjaénié¢ o co chodzi. Rozwazmy
kategorie syntaktyczng liczb naturalnych. Chcemy pokazaé, ze
P(n) zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej n. Przykladami
P(n) moga by¢:

» n ma nastepnik,

» n jest réwne O lub n ma poprzednik rn/,

» n jest iloczynem liczb pierwszych (zakladamy tu, ze

definicje liczby pierwszej i iloczynu sa dane).



Przez indukcje strukturalna dowodzimy nastepujacych dwéch
stwierdzen:

» P(0) zachodzi,

» jezeli P(n) zachodzi, to zachodzi réwniez P(S n).



Pierwsze stwierdzenie dotyczy przypadku bazowego, gdy 0 nie
zawiera elementu mniejszego od siebie, pokazujemy wiec, ze
P(0) zachodzi bez zadnych zalozen. Drugie stwierdzenie
dotyczy kroku indukcyjnego, w ktéorym S n zawiera mniejszy
element n, przyjmujemy wiec, jako zatlozenie indukcyjne, ze
zachodzi P(n), a nastepnie dowodzimy, iz zachodzi P(S n).
Taka indukcja strukturalna zasadniczo niczym nie rézni sie od
znanej ze szkoly $redniej zasady indukceji matematycznej.



Jako kolejny przyktad rozwazmy kategorie syntaktyczna
drzewek binarnych tree. Aby udowodnié, ze P(t) zachodzi dla
kazdego regularnego drzewka binarnego ¢, musimy udowodnié
nastepujace stwierdzenia:

» P(leaf n) zachoduzi,
» jezeli P(t1) i P(t2) zachodza jako zalozenia indukcyjne, to
zachodzi réwniez P(node (t1,n,t2)).
Taka indukcja strukturalna bywa czasami nazywana indukcja
po drzewach.



Jako przyktad dowodu indukcyjnego przez indukcje
strukturalna pokazemy, ze kazdy ciag nawiaséw z kategorii
mparen ma taka sama liczbe nawiaséw lewych jak i prawych.
Zdefiniujmy na poczatek dwie funkcje pomocnicze left i right
ktore beda zliczaty liczbe lewych i prawych nawiaséw,
odpowiednio. Dla poprawienia czytelnosci zamiast le ft(s) i
right(s) bedziemy pisali left[s] i right[s]. Tym samym mamy:

leftle] = 0
lefil(9) = 1+leftls)
left[sy so] = left[s1] + left]sq]
rightle] = 0
right(s)] = 14 right[s]
right[sy s2] = right[si] + right[sa].

Teraz mozemy zinterpretowaé P(s) jako “left[s] = right[s]".
Chcemy zatem pokazac, ze jesli s jest elementem mparen, co
zapisujemy jako s € mparen, to wéwczas zachodzi P(s).



Twierdzenie
Jesli s € mparen, to left[s] = right[s].



W dowodzie kazda linijka odpowiada jednemu krokowi, przy
czym stosujemy nastepujaca konwencje notacyjna:

konkluzja uzasadnienie
Akurat taki format zapisu sprawia, ze dowdd jest tatwy w
czytaniu, gdyz zawsze na pierwszym miejscu widzimy konkluzje
poprzedniego kroku, a nie jej uzasadnienie.



Dowdd.

Przypadek s = e:
leftle] = 0 = right|e]

Przypadek s = (s'):

left[s'] = right[s'] wobec zalozenia indukcyjnego o s’
lefts] =1+ left[s'] =1+ right[s']| = right[s] wobec
left]s'] = right[s']

Przypadek s = s1 so:
left]s1] = right[si] wobec zalozenia indukcyjnego o sq
le ft[so] = right[ss] wobec zalozenia indukcyjnego o so
left[s1 s2| = left[s1] + left[s2] = right[si] + right][s2] =
right[s; sa]

wobec left[s1] = right[si] oraz left[sa] = right[sa] O



W dowodach takich jak powyzszy czesto méwimy o dowodzie
"przez indukcje ze wzgledu na strukture s” zamiast " przez
indukcje strukturalna na s”.



Inkdukcja regul.

Zasada indukcji regut jest podobna do zasady indukcji
strukturalnej z tym zastrzezeniem, ze stosuje sie ja do drzew
dowodowych raczej niz do definicji kategorii syntaktycznych.
Rozwazmy mianowicie definicje indukcyjna osadu J z
nastepujacymi regutami wnioskowania:

JioJo oo dy
jbRbase Ji Rind




Chcemy pokazaé, ze gdy tylko J zachodzi, inny osad P(J)
réwniez zachodzi, przy czym P(J) jest nowa forma osadu
parametryzowana przez J. Na przyklad jesli w roli J weZmiemy
"n nat”, to woéwczas jako P(J) mozemy wziaé¢ “albo n par albo
n npar’. Tym samym dowodzié¢ bedziemy nastepujacych
stwierdzen:

» P(Jp) zachodzi,

> jezeli P(J1), P(J2),..., P(J,) zachodza, to zachodzi

réwniez P(J;).



Wobec pierwszego stwierdzenia, nastepujaca reguta
wnioskowania ma sens, jako ze zawsze jesteSmy w stanie
dowies¢ P(Jp):

/

mRbase

Nastepujaca reguta wnioskowania réwniez bedzie miata sens z
racji drugiego stwierdzenia: jezeli zachodza
P(J1),P(J2),...,P(J,), to P(J;) réwniez zachodzi:

P(J1) P(J) ... P(J,)




Teraz dla kazdego drzewa dowodowego dla osadu J
wykorzystujacego reguly Rpase 0raz Rijng mozemy udowodnié¢
P(J) stosujac reguly Ry, oraz R/ ;:

jbRbase = iZ0D) base

S T e T P(Jy) P(Jy) ... P(J,)
Ji Rlnd = P(Jz) ind

Innymi stowy, J zawsze pociaga P(J). Uogdlnienie powyzszej
strategii nazywamy zasada indukcji regut.



Jako trywialny przyklad udowodnimy, ze n nat pociaga n par
lub n npar. Niech P(n nat) oznacza “albo n par albo n npar” i
zastosujmy zasade indukcji regut. Reguly Zero i Succ
wymuszaja konieczno$é¢ dowodu nastepujacych dwéch
stwierdzen:

» P(0 nat) zachodzi. Innymi stowy, w przypadku gdy reguta
Zero jest uzyta do dowodu n nat, otrzymujemy n = 0 i tym
samym dowodzimy P(0 nat).

» Jezeli P(n' nat) zachodzi, to zachodzi P(S n’ nat). Innymi
stowy, w przypadku gdy reguta Succ jest uzyta do dowodu
n nat, otrzymujemy n = S n’ i tym samym dowodzimy
P(S n' nat) wykorzystujac zalozenie indukcyjne P(n’ nat).



Wobec definicji P(J), powyzsze dwa stwierdzenia sa
réwnowazne nastepujacym:
» zachodzi O par lub 0 npar,
» jezeli zachodzi n/ par lub n/ npar, to zachodzi S n’ par lub
S n’ npar.

Formalny dowdd indukeyjny bedzie wygladat nastepujaco:



Twierdzenie
Jezeli n nat, to wéwczas n par lub n npar.



Podkredlmy tutaj, ze w dowodzie bedziemy stosowacé zasade
indukcji regul w odniesieniu do osadu n nat, a nie do liczby
naturalnej n. Innymi stowy, bedziemy analizowali strukture
dowodu n nat, nie za$ strukture liczby n. Analiza struktury
liczby n spowodowalaby, ze dowdd zdegenerowalby sie do
przyktadu indukcji strukturalne;!



Dowdd.

Przypadek 5+ Zero (gdzie n akurat réwne jest 0).
(W tym przypadku osad n nat jest dowodzony z
wykorzystaniem reguly Zero. Nie jest to to samo co przypadek,
gdy n jest réwne 0, jako ze nie odwolujemy si¢ do struktury n.
Nie stosujemy tu tez zalozenia indukcyjnego.)

0 par wobec reguly ZeroE

Przypadek S”;l,"ﬁzt Suce (gdzie n akurat réwne jest S n').

(W tym przypadku osad n nat jest dowodzony z
wykorzystaniem reguly Zero.)

n’ par lub n’ npar wobec zalozenia indukcyjnego
S n’ par lub S n’/ npar  wobec reguly SuccO lub SuccE. O




Indukcja regul moze by¢ takze uzyta do réwnoczesnego dowodu
dwoéch lub wiecej osadéw. Jako przykitad udowodnijmy, ze liczba
n w osadzie n par odpowiada liczbie parzystej, zas n w osadzie
n npar odpowiada liczbie nieparzystej. Uzyjemy regul ZeroFE,
SuccE 1 SuccO razem z nastepujacymi regutami odnoszacymi sie
do osadu n double n’:

——  Dzero fracn double n'S n double 8 S n/ Dsucc
0 double 0

Intuicyjnie osad n double n’ oznacza, ze n’ jest podwojeniem n,
a wiec n’ = 2 x n. Wlasnosci liczb parzystych i nieparzystych,
ktore bedziemy chcieli dowieéé, zawarte sa w nastepujacym
twierdzeniu:



Twierdzenie

Jezeli n par, to wéwczas istnieje n’ takie, ze n' double n.
Jezeli n npar, to wéwczas istniejg n' i n” takie, Ze n’ double n”
oraz S n" =n.



Dowéd twierdzenia bedzie przebiegal podobnie jak poprzednie
dowody z wykorzystaniem indukcji regut z tg réznica, ze teraz
P(J) bedzie rozrézniato dwa przypadki, a mianowicie J = n par
iJ =mn npar:
» P(n par) oznacza “istnieje n’ takie, ze n’ double n,”
» P(n npar) oznacza “istnieja n’ oraz n” takie, ze
n/ double n” oraz S n’ =n".

Dowdd przebiegaé bedzie teraz nastepujaco:



Dowdd.

Przypadek g—ZeroE gdzie n = 0:

par

0 double 0 wobec reguty Dzero
Przyjmyjemy n’ = 0.

Przypadek Sn L pn%aarr SuccE gdzie n =S ny:

n, double ny oraz S nyy = n, wobec zalozenia indukcyjnego
S n;) double S S n;’ wobec reguly Dsucc zastosowanej dla
n;, double n

S n;, double n wobec S S ny =S n, =n

Przyjmujemy n' = 8 nj,.

np par . . .
Przypadek WSUCCO gdzie n =S ny:
n;) double n,, wobec zalozenia indukcyjnego
Przyjmujemy n' = n;, oraz n" = n,,. O



Techniki dowodzenia przez indukcje.

Dowéd indukcyjny nie zawsze jest tak bezposredni jak w
przytoczonych powyzej przyktadach. Moze sie tez zdarzy¢, iz
dowodzone twierdzenie jest fatszywe. W takim wypadku préba
dowodu moze poméc nam w znalezieniu kontrprzyktadu do
twierdzenia. Jezeli twierdzenie daje si¢ jednak udowodnié, a
mimo to bezposredni dowdd nie daje rozstrzygniecia, mozemy
sprébowaé jednej z popularnych technik dowodzenia przez
indukcje. Ponizej przedstawiamy trzy z nich: przez zastosowanie
lematu, uogdlnienie twierdzenia i zastosowanie reguty
odwracania.



Stosowanie lematow.

Zacznijmy od przedefiniowania kategorii mparen i Iparen jako
systemu osadéw i regul wnioskowania:

s mparen
——  Meps —_—
€ mparen (s) mparen

S1 mparen S9 mparen

M seq
$152 mparen

s1 Iparen so Iparen

Leps

e Iparen (s1)s2 mparen



Naszym celem jest udowodnienie, ze s mparen pociaga s |paren.
Okazuje sie, ze préba bezpoéredniego dowodu przez indukcje
regul zawodzi i potrzebne bedzie uzycie lematu. Aby
nieformalnie wyjaénié¢, do czego potrzebny bedzie lemat,
rozwazmy sytuacje w ktorej reguta Mseq jest uzyta do dowodu
s mparen. Mozemy napisa¢ s = s;s2 z wykorzystaniem
s1 mparen oraz so mparen. Wobec zalozenia indukcyjnego o
$1 mparen oraz so mparen, mozemy wywnioskowac¢ s; Iparen oraz
s1 Iparen. Wobec s Iparen musimy rozwazy¢ dwa podprzypadki:
> jezeli s1 = €, to wowczas s = s159 = So 1 s9 |paren pociaga
s Iparen;
> jezeli s1 = (s})s] z wykorzystaniem s} Iparen i s Iparen, to
wowcezas s = (s])s]s2.



W drugim podprzypadku musimy udowodnié¢ s{sy Iparen z
wykorzystaniem s} Iparen oraz sz Iparen, do czego z kolei nie
odnosi sie nic, co jest przez nas dowodzone. Tym samym
konieczne jest zastosowanie nastepujacego lematu:



Lemat
Jezeli s |paren oraz s’ Iparen, to wéwczas ss’ Iparen.



Jak udowodnié¢ powyzszy lemat z uzyciem indukcji regut? Na
pierwszy rzut oka wydaje sie to niemozliwe, albowiem lemat nie
jest w postaci “jesli J zachodzi, to zachodzi tez P(J)” —w
lemacie poprzednik implikacji zawiera dwa osady. Okazuje si¢
jednak, ze zasade indukcji regut mozna zastosowaé w zwyczajny
sposob. Trik polega na zinterpretowaniu tezy lematu w
nastepujacy sposob:

Jezeli s lparen, to wéwczas jezeli s' |paren, to wéwczas ss' |paren.

W takiej postaci mozemy zastosowaé zasade indukcji regut do
osadu s Iparen przyjmujac P(s Iparen) jako “jezeli s’ Iparen to
wowezas ss’ Iparen.” Dowdd lematu bedzie wowezas wygladal
nastepujaco:



Nie zapominajmy, ze zalozeniem indukcyjnym wobec s Iparen
jest “jezeli s’ Iparen, to wowczas ss’ Iparen”. W konsekwencji
jesli s’ Iparen jest dostepne jako zalozenie, to woéwczas zalozenie

indukcyjne wobec s Iparen daje ss’ Iparen.



Dowdd.

Przypadek - TTparen Leps gdzie s = e:

s’ Iparen wobec zalozenia

s =es =4

/ /

ss' Iparen wobec s’ Iparen.
s1 lparen so Iparen . _ .

Przypadek (51)52 moaenLseq gdzie s = (s1)s:

s’ Iparen wobec zalozenia

ss’ = (s1)s28'

“jezeli s’ Iparen to wowczas sas’ Iparen” wobec zalozenia

indukcyjnego dla so Iparen

s95’ Iparen wobec zalozenia s’ Iparen

(s1)s28” Iparen wobec reguly Lseq zastosowanej do sq Iparen oraz
s95’ Iparen.
O]



Zadanie
Udowodnié¢ powyzszy lemat z zastosowaniem zasady indukcji
requt dla osqdu s’ |paren.



Twierdzenie
Jezeli s mparen, to wowczas s lparen.



Dowdd.

Przypadek ———Meps dla s = e:

€ mparen
€ lparen wobec reguty Leps.

Przypadek &%Mpar dla s = (s'):
s’ lparen Toaren IparenL
(s”)e Iparen

s’ Iparen wobec L Lseq oraz (s') = (s')e.

S1 mparen So mparen _ .
Przypadek S1s2 mparen Mseq dla s = s15s9:

s1 Iparen wobec zalozenia indukcyjnego dla s; mparen
so Iparen wobec zalozenia indukcyjnego dla so mparen
$182 Iparen wobec lematu.

O



