Definiowanie kategorii syntaktycznych przez
indukcje

Istotnym sktadnikiem definicji jezyka programowania jest jego
skladnia syntaktyczna, dzieki ktérej jesteSmy w stanie
odpowiedzieé jaki program (rozumiany jako ciag znakéw)
bedzie rozpoznany przez parser, a jaki nie bedzie. Na ogdél
sktadnia syntaktyczna jest okreslona za pomoca pewnej liczby
kategorii syntaktycznych takich jak wyrazenia, typy i
wzorce. Ponizej przedstawimy na kilku przyktadach w jaki
sposéb mozna definiowaé kategorie syntaktyczne przez indukcje
w kilku prostych jezykach.



Jako pierwszy przyklad rozwazmy nastepujaca definicje
kategorii syntaktycznej nat liczb naturalnych:

nat n == 0|Sn

W przyktadzie tym nat jest nazwa kategorii syntaktycznej,
ktora definiujemy, n jest zwany nie-terminalem, ::= czytamy
“est definiowane jako”, a I jako “lub”, O oznacza “zero”, zas S
oznacza ‘“‘nastepnik”. Tym samym definicje mozna odczytaé
nastepujaco:

liczba naturalna n jest definiowana jako 0 albo S n/, gdzie n’
jest inng liczba naturalna.



Zauwazmy, ze nat jest tu definiowane indukcyjnie: liczba
naturalna S n’ jest zdefiniowana za pomoca innej liczby
naturalnej n’ i tym samym nat uzywa tej samej kategorii
syntaktycznej w swej definicji. A zatem definicja nat produkuje
nieskonczony zbiér liczb naturalnych takich jak

0,50,S50,SS80,...



Kategoria syntaktyczna moze odnosi¢ sie w swej definicji do
innej kategorii syntaktycznej. Na przyklad, majac dana
zdefiniowang powyzej kategorie nat, mozemy indukcyjnie
zdefiniowaé nowa kategorie syntaktyczna tree jak nastepuje:

tree t == 1leaf n | node(t,n,t)

Tu z kolei 1leaf n oznacza lis¢ drzewa o numerze n,

node (t1,n,t2) oznacza wezel o numerze n z lewym potomkiem
t1 i prawym potomkiem t5. Zatem tree specyfikuje jezyk
drzewek binarnych liczb naturalnych takich jak

leaf n,node (leaf nj,n,leaf ng),

node (node (leaf ni,n,leaf ny),n’,n”),...



W podobny sposéb mozemy pokusié sie o zdefiniowanie dwdch
kategorii syntaktycznych ktore wzajemnie definiujg sie przez
indukcje. Na przyklad mozemy réwnoczesnie zdefiniowac
kategorie par i npar liczb parzystych i nieparzystych jak
nastepuje
par e == 0]So
npar o = Se

Tym samym par sklada sie z liczb parzystych takich jak
0,SS0,SSSS0,...
a npar z liczb nieparzystych takich jak

S0,8S0,SSsSSo0,...



Zauwazmy tez , ze par oraz npar s podkategoriami kategorii
nat poniewaz kazda liczba parzysta e i kazda liczba nieprarzysta
o0 s3 rowniez liczbami naturalnymi. Tym samym mozemy mysleé
o par lub npar jako o nat spelniajacych pewne dodatkowe
warunki.



Zadanie
Zdefiniowad par oraz npar niezaleznie od siebie.



Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu przykladowi defniowania
podkategorii syntaktycznej. Zdefiniujmy najpierw syntaktyczna
kategori¢ paren ciagéw nawiaséw:

paren s u= €| (s])s
e bedzie oznaczaé pusty ciag (a wiec dla dowolnego ciagu s

zachodzi es = s = se). Zauwazmy, ze paren definiuje jezyk
ciagdéw nawiaséw zapisywanych bez zadnych ograniczen.



Teraz zdefiniumy podkategorie mparen kategorii paren ciagéw
nawiaséw, w ktérych nawiasy “lewe” odpowiadaja nawiasom
“prawym”:

mparen s u= €| (s)]ss

mparen generuje ciggi takie jak

¢,(0:00,(0), (10,000, --



Zauwazmy, ze w mysl przyjetej definicji mparen, cigg nawiaséw
z tej kategorii moze nie dac sie rozlozy¢ w jednoznaczny sposéb:
na przyktad ciag ()()() moze by¢ réwnie dobrze otrzymany z
dopisania do ciagu () ciagu ()(), jak i z dopisania do ciagu ()()
ciagu (). Nietrudno zauwazy¢, ze dwuznacznosc ta jest
spowodowana przez trzecig czesé definicji: dla danego ciggu
podciagdéw nawiaséw moze istnie¢ wiecej niz jeden sposéb na
rozdzielenie go na dwa podciggu nawiaséw.



Mozemy wyeliminowaé t¢ dwuznacznosé definiujac kategorie
Iparen:
Iparen s u= €] (s)s

Pomysl na definicje Iparen jest nastepujacy: pierwszy (liczac od
lewej strony) nawias pojawiajacy sie w niepustym ciagu
nawiaséw s jest lewy nawias “(”, ktéoremu odpowiada dokladnie
jedno wystapienie prawego nawiasu “)”. Na przyklad ciag

s = (())() moze by¢ zapisany jako (s1)s2, gdzie s; = () oraz

s9 = () sa ciagami odpowiadajacych sobie lewych i prawych
nawiaséw, kazdy jednoznacznie wyznaczony przez s. Z drugiej
strony ciagi ()) oraz (()() nie sa ciagami odpowiadajacych sobie
lewych i prawych nawiaséw i nie moga by¢ zapisane w postaci
(s1)s2, gdzie s1 1 so sa ciagami odpowiadajacych nawiaséw.



Definicja indukcyjna jest wygodnym sposobem specyfikowania
jezyka. Nawet skladnie syntaktyczne jezykéw “na serio” (na
przyklad Standard ML) uzywaja de facto takiej samej
maszynerii. Okazuje si¢ jednak, ze indukcyjnie definiowane
kategorie syntaktyczne nie sg najlepszym narzedziem do
badania wtadciwosci jezyka. Na przyktad, w jaki w zasadzie
sposéb chcielibysmy zapisaé, ze n nalezy do nat jesli n nalezy
do nat — a tym bardziej w jaki sposob chcielibyémy cos takiego
udowodnié¢? Podobnie, w jaki sposéb chcieliby$my sprawdzié, ze
dany ciag nawiaséow nalezy do mparen? Celem udzielenia
odpowiedzi na takie pytania musimy najpierw poznaé¢ formalng
definicje osgdu.



Definiowanie osadéw przez indukcje.

Jako osad bedziemy rozumieli pewien fragment wiedzy, ktory
moze daé sie dowiesé, lub moze nie da¢ sie dowies¢. Na przytad:
> “1 —1 jest rowne 0” jest osadem, ktéry zawsze daje sie
dowiesc,
> “1 jest réwne 0” jest osadem, ktérego nigdy nie daje sie
dowiesé,
> “dzisiaj pada deszcz” jest osadem, ktéry daje sie dowiesé w
zaleznosci od kontekstu :-)

> “S S 0 nalezy do kategori syntaktycznej nat” jest osadem,
ktory daje sie dowies¢ o ile nat jest kategorig zdefiniowang
tak, jak przed chwila.



Jak wobec tego dowodzimy dany osad? Na przyklad, na jakiej
podstawie twierdzimy, ze “1 — 1 jest réwne 0”7 jest osadem,
ktory zawsze daje sie dowie$¢? Implicite chcielibySmy uzyé
prostych regut arytmetycznych, aby udowodnié, iz “1 — 1 jest
réwne 07, ale, chcac by¢ precyzyjnym, musimy wszak
odnotowaé, ze reguly arytmetyczne nie sa nam dane — musimy
je wpierw sformutowaé jako reguty wnioskowania.



Kazda regula wnioskowania sktada sie z osadow Jy, ..., J,
zwanych przestankami i z osadu J zwanego wnioskiem i
zapisywana jest w postaci

J Joy e Ty

7 R

Regute te, ktora nazwaliémy tu R, odczytujemy w ten sposéb,
ze jesli zachodza przestanki Jy, ..., J, to zachodzi réwniez
wniosek J. Jako szczegdlny przypadek reguta wnioskowania
pozbawiona przestanej bedzie nazywana aksjomatem.



Oto kilka przyktadow regut wnioskowania — aby nie zaciemniaé
obrazu, zrezygnowaliémy z wprowadzania nazw ponizszych
regut:

m jest réwne | [ jest réwne n m jest rowne |
m jest réwne n m+1 jest rowne I+1
m jest rowne m 1 jest liczbg naturalng

maj plaszcz jest mokry

pada deszcz



Koncepcja osadu jest na tyle ogdlna, ze w zasadzie stosuje sig
do dowolnego rodzaju wiedzy: do wiedzy o pogodzie, wiedzy o
liczbach, wiedzy o programowaniu etc. Zauwazmy wszelako, ze
same osady nie sa wystarczajacym srodkiem do uzasadniania
fragmentow badanej wiedzy — rownie wazne sa tu reguty
wnioskowania stuzace do dowodzenia lub obalania osadow.
Innymi stowy, aby definicja osadu jest kompletna wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja reguly wnioskowania pozwalajace na jego
udowodnienie badz obalenie. Bez regul wnioskowania nie sposéb
nada¢ osgdowi znaczenie. Na przykltad, bez regul wnioskowania
w arytmetyce, stwierdzenie “1 — 1 jest réwne 0”7 nie jest niczym
wiecej jak ciagiem znakow bez znaczenia i nie moze by¢
nazwane osadem.



Jak sie domyslamy, osady sg narzedziem wystarczajaco silnym
aby rozstrzyga¢ o przynaleznosci do kategorii syntaktyczne;j.
Jako przyktad spéjrzmy na indukcyjna definicje katgorii nat
jako na zbior pewnych osadéw i regut wnioskowania. Na
poczatek wprowadzamy osad n nat:

n nat & n jest liczbg naturalng

oraz nastepujace dwie reguty wnioskowania, nazwane tu jako
Zero oraz Succ:

Zero
n nat S n nat




Wystepujaca w regule Succ zmienna n jest zwana
metazmienng i oznacza pewien ciag ztozony z elementow S
oraz 0 i tym samym nie jest czedcia jezyka skladajacego sie z S i
0. Innymi stowy, n jest tu metazmienng przyjmujaca wartosci ze
zbioru ciagéw ztozonych z S i 0 i (przynajmniej przed
zastapieniem n przez pewien konkretny ciag, na przyklad S 0)
nie jest testowana na przynalezno$é¢ do nat.



Tym samym osad n nat jest teraz zdefiniowany indukcyjnie
przez dwie reguty wnioskowania. Reguta Zero jest aksjomatem i
gra tu role przypadku bazowego, zas reguta Succ jest
przypadkiem indukcyjnym, albowiem jej przestanka zawiera
osad o mniejszym rozmiarze niz osad (tego samego rodzaju)
wystepujacy we wniosku.



Teraz mozemy udowodnié¢, na przyklad, ze osad S S 0 nat ma
dowdd: robimy to wskazujac nastepujace drzewo
wnioskowania, w ktorym S S 0 nat jest korzeniem, a 0 nat
jedynym lidciem:

0 nat ng
S 0 nat ~Ucc
Suce

S S 0 nat



W podobny sposéb mozemy zapisa¢ definicje kategorii
syntaktycznej tree przy uzyciu osadéw i regut wnioskowania:

t tree & t jest drzewem binarnym liczb naturalnych

n nat t1 tree n nat to tree
a ! 2 Node

—— Le
leaf n tree node (t1,n,ty) tree



W troszke bardziej skomplikowany, ale w sumie tez podobny
sposob mozemy zapisaé definicje kategorii syntaktycznej
ctree(d) pelnych drzew o danej wysokosci:

t ctree(d) &

t jest pelnym drzewem binarnym liczb naturalnych o wysokosci d

n nat Cleaf ti ctree(d) n nat to ctree(d)

leaf n ctree(0) node (t1,n,ts) ctree(S d)

Cnode



Rozwazmy nastepujace drzewo:
node (node (leaf 0, 0, leaf 0), O, node ( leaf 0, 0, leaf 0))

i zobaczmy, ze jest do istotnie pelne drzewko binarne liczb
naturalnych o wysokosci S S 0.



Oczywiscie wida¢ to na rysunku:
0 0
0 0

0

AN

0



Sprobujmy jednak zapisa¢ formalny dowdd:

et Zero et Zero
———— Cleaf — Zero ——— Cleaf
leaf O ctree(0) 0 nat leaf 0 ctree(0)
Cnode —— Zero
node (leaf 0, 0, leaf 0) ctree(S 0) 0 nat

Cnode

node (node (leaf 0, 0, leaf 0), 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0)) ctree(S S 0)

...gdzie w miejsce (...) trzeba wstawié¢ taki sam osad jak
pierwsza z przestanek w ostatnim wnioskowaniu.

)



Podobnie mozemy sprawdzi¢, ze
t = node (leaf 0, 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0))

nie jest pelnym drzewem binarnym.



Nie potrafimy udowodnié, iz t ctree(d) dla zadnej liczby
naturalnej d:

— Z

onat 2" d’ =0 . d =sd’
n Cleaf Zero S
leaf O ctree(d’) 0 nat node (leaf 0, 0, leaf 0) ctree(d’)

Cnode

Cnode

node (leaf 0, 0, node ( leaf 0, 0, leaf 0)) ctree(S d’)
Latwo zauwazy¢, dlaczego dowdd nie dziata: lewe poddrzewo ¢
wymaga, aby d’ = 0, tymczasem prawe poddrzewo t wymaga,
aby d' = 8d”, co oczywiscie jest niemozliwe.



Doktadnie tak jak to mialo miejsce w przypadku kategorii
syntaktycznych par i npar, rézne osady moga by¢ definiowane
rownoczesnie. Na przyklad, definicje par i npar mozna
przedstawi¢ w postaci osadow i regut wnioskowania w
nastepujacy sposob:

n par & n jest liczbg parzystq
n npar & n jest liczbg nieparzystq
npar ar
ZeroE nnp SuccE np SueccO

par S n par S n npar



W szczegblnosci dowdd tego, ze S S 0 jest liczba parzysta
wygladalby nastepujaco:

0 par ZgroEO
S O npar uce
SuccE

S S 0 par



Zadanie
Zapisaé definicje paren, mparen i Iparen przy uzyciu 0sgdow i
regul wnioskowania.



Reguly wyprowadzalne i dopuszczalne

Tak jak przed chwila zobaczylisémy, osady sa definiowane
wewnatrz pewnego ustalonego systemu regul wnioskowania.
Zauwazmy, ze dzieki istniejacym regutom wnioskowania
mozemy tworzy¢ nowe reguty wnioskowania, ktére mozna dodaé
do systemu. Tak otrzymane nowe reguly nie zmieniajg w zaden
sposéb charakterystyki systemu, jako ze wszystkie moga zostaé
uzasadnione przy uzyciu oryginalnych regutl, ale czesto moga
poméc nam w rozwiazywaniu probleméw. Na przyktad mnozac
dwie liczby naturalne rzadko kiedy uzywamy podstawowych
regul arytmetyki, o ktorych moglibySmy mysleé¢ jak o
podstawowym zestawie regul wnioskowania — zamiast tego
powszechnie stosujemy tabliczke mnozenia, o ktérej mozemy
teraz mysle¢ jak o zestawie nowych regul wnioskowania.



Nowe reguly wnioskowania moga by¢ wprowadzane na dwa
sposoby: jako reguly wyprowadzalne lub jako reguly
dopuszczalne. Reguta wyprowadzalna nazywamy taka regute,
w ktorej luka pomiedzy przestankami a wnioskiem moze by¢
wypelniona przez wklejenie okredlonego drzewa wnioskowania.
Innymi stowy, zawsze jestedmy w stanie wskazaé ciag regut
wnioskowania startujacy od wyjsciowych przestanek, a konczacy
na ostatecznym wniosku.



Jako przyktad rozwazmy nastepujaca regute orzekajaca, ze jesli
n jest liczba naturalna, to jest nig réwniez S S n:

1 nat

—— Succ?2
S S n nat

Jest to reguta wyprowadzalna, albowiem mozemy ja uzasadnié¢
przy uzyciu nastepujacego drzewa dowodowego:

Mozemy teraz uzywaé reguly Succ2 tak, jakby to byta
oryginalna reguta wnioskowania — w razie czego zawsze mozemy
podaé jej dowdd.



Reguta dopuszczalna to taka, w ktorej przestanka pociaga
wniosek. Innymi stowy, jezeli spelniona jest przestanka, to
spelniony jest tez wniosek. Oczywiscie kazda reguta
wyprowadzalna jest dopuszczalna dzieki mozliwosci formalnego
udowodnienia wniosku na podstawie przestanki. Istnieja
wszelako reguly dopuszczalne, ktére nie sa wyprowadzalne.



Rozwazmy na przyklad nastepujaca regute wnioskowania
orzekajaca, ze jesli S n jest liczbg naturalna, to jest nia tez n:

Zauwazmy po pierwsze, ze nie jest to reguta wyprowadzalna:
jedyny sposéb, aby otrzymaé n nat z S n nat to zastosowanie
reguty Succ, ale przestanka reguly Succ jest mniejsza niz jej
wniosek, podczas gdy S n nat jest wigksze niz n nat.



Przypusémy wszakze, ze dysponujemy dowodem przestanki

S n nat. Jako ze jedynym sposobem udowodnienia S n nat jest
zastosowanie reguly Succ, dowdéd S n nat musi wygladaé jakos
tak:

n nat

S n nat Suce

Mozemy zatem wyekstrachowa¢ mniejsze drzewo dowodowe

i tym samym udowodni¢ n nat. Tym samym
n nat

pokazali$my, ze Succ™! jest reguta dopuszczalna.



Istotna cecha regul wyprowadzalnych jest to, ze pozostaja one
prawdziwe nawet wowczas, gdy wzbogacimy nasz system o nowe
reguty. Na przyktad reguta Succ2 pozostanie prawdziwa
niezaleznie od tego ile nowych regul wnioskowania dotozymy,
poniewaz dowdd osadu S S n nat z osagdu n nat jest zawsze
mozliwy w oparciu o regute Succ.



Nie mozna, niestety, powiedzie¢ tego samego o regutach
dopuszczalnych. Innymi stowy, reguty dopuszczalne moga
przestaé obowiazywaé¢ po wzbogaceniu systemu o nowe reguty
wnioskowania.



Na przyktad wyobrazmy sobie, ze wyposazymy nasz system w

nows, regule
n tree 7K
0SMOSsu

S n nat
Reguta Z Kosmosu psuje poprzednio dopuszczalna regule
Succ™! poniewaz zastosowanie Succ nie jest teraz jedynym
sposobem udowodnienia S n nat i tym samym S n nat nie
gwarantuje obecnie n nat. Tym samym prawdziwo$é¢ kazdej z
regut dopuszczalnych musi by¢ weryfikowana za kazdym razem,
gdy wzbogacamy system o nowe reguly.



Zadanie
Czy requla

n par

S5 par SuccE? jest wyprowadzalna, czy

dopuszczalna? A regula % SuccE~2?



