Zadanie domowe 4

W dzisiejszym zadaniu domowym udowodnicie twierdzenia w logice pierwszego rzedu. Zacznijcie od
przeczytania wszystkiego do Section 1.4.4 w tutorialu przed rozpoczeciem zadania. Upewnijcie sie, ze
rozumiecie dyskutowane tam przyktady. W razie watpliwosci, skonsultujcie Coq Reference Manual celem
zrozumienia nowych taktyk i komend wykorzystywanych w zadaniu.

1. TAKTYKI DLA MALYCH I DUZYCH KWANTYFIKATOROW

Ponizsza tabelka podaje taktyki dla matych i duzych kwantyfikatorow w logice pierwszego rzedu:

V(forall) J(exists)
Reguta wprowadzania intro exists
Reguta eliminacji apply, apply...withtermyterms...term, elim

Oto przyktadowe programy w Coq dla nastepujacych osaddw:
(Vz.ANB) — (Vx.A) A (Vx.B)true

dx.—A — —=Jx. Atrue
Vy.(Vz.A) — (Fx.A)true

Section FirstOrder.
Variable Term : Set.
Variables A B : Term — > Prop.

Theorem forall and :

(forall x : Term, A x /\ B x) — > (forall x : Term, A x) /\ (forall x : Term, B x).
Proof.

intro w.

split; (intro a; elim (w a); intros; assumption).

Qed.

Theorem exist_neg : (exists x : Term, ~ A x) — > (7 forall x : Term, A x).
Proof.

intro w; intro z; elim w; intros a y; elim y; apply z.

Qed.

Theorem not_weird : forall y : Term, (forall x : Term, A x) — > (exists x : Term, A x).
Proof.

intro a; intro w; exists a; apply w.
Qed.

End FirstOrder.

Na poczatek deklarujemy zbiér Term ktory bedziemy uzywaé jako zbior terméow:
Variable Term : Set.
Nie bedziemy specyfikowaé elementéw zbioru Term, jako ze logika pierwszego rzedu nie zaktada zadnego
szczegblnego zbioru termow.

Nastepnie deklarujemy dwa zdania A oraz B:
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Variables A B : Term — > Prop.

A oraz B maja zadany typ Term — > Prop celem zaznaczenia, ze sg parametryzowane przez termy,
czyli elementy zbioru Term. Oznacza to w praktyce, ze jesli A zawiera jako term zmienng x, to piszemy
A x, czemu nadajemy typ Prop, czyli zdanie. Zauwazmy, ze wszystkie termy, ktére sg zmiennymi w
powyzszym programie w Coq majg przypisany typ Term tak, aby mogly byé¢ uzyte jako argumenty
zaréwno dla A jak i dla B.

2. ZBIORY, ZDANIA I TYPY

Na poczatek troche trudno sie przyzwyczai¢ do réznic pomiedzy zbiorami Set, zdaniami Prop i typami
Type w Coq, jako ze wszystkie sg zaréwno typami jak i termami, co powoduje odrobine zamieszania.
Aby troche utatwi¢ poruszanie sie w systemie, odnotujmy, co nastepuje:

e Term dowodowy M, czyli dowdd, ma okreslony typ A, ktory nazywamy zdaniem. Mamy wiec
relacje M : A.

e Zdanie A ma typ Prop, ktére nazywamy rodzajem celem odréznienia od typéw w ogdlnym
znaczeniu. Tym samym mamy relacje A : Prop, ktora dostownie méwi, ze A nalezy do zbioru
zdan Prop.

e Term ¢t ma pewien typ 7, ktéry nazywamy typem danych. Mamy zatem relacje t : 7.

e Typ danych 7 ma typ Set, ktory takze bedziemy nazywac¢ rodzajem celem odréznienia od typow
w ogolnym sensie. Mamy wiec relacje 7 : Set, ktora oznacza, ze 7 nalezy do zbioru typéw danych
Set.

e Zarowno Type jak i Set maja typ Type.

Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé nastepujaca tabelka:

term t : typ danych T : Set : Type
term dowodowy M :  zdanie A : Prop : Type

3. DEKLARACJE I DEFINICJE

Ponizsza tabelka pokazuje w jaki sposéb deklarujemy zmienne, ktore sa termami tylko z ich typami
danych oraz jak definiowaé¢ zmienne, ktore sg termami zaréwno z termami, jak i z ich typami danych.
Deklaracje globalne i definicje sa eksportowane do zewnetrznych sekcji (zaczynajacych sie od Section i
konczacych na End), w odréznieniu od lokalnych deklaracji i definicji.

deklaracja definicja
globalna | Parameter v : 7, Parameters | Definition c:7:=1.
lokalna | Variable v : 7, Variables Let c:7:=t.

Okazuje sie, ze powyzsze definicje i deklaracje moga by¢ uzyte nie tylko dla termoéw, ale takze dla
terméw dowodowych, a nawet typow danych i zdan. Mozemy, na przyktad, zadeklarowaé¢ typ danych
nastepujaco:

Variable Term : Set.
albo zdanie w taki sposob:
Variable P : Prop.

Dla dowodéw i terméw dowodowych Coq dostarcza nastepujacych specjalnych form deklaracji i defi-

nicji. Definicja "na opak” ukrywa swoj dowdéd M i pokazuje wytgcznie H oraz A do pdzniejszego uzycia.



Definicja "przezroczysta” pokazuje réwniez swoj dowodd M.

deklaracja definicja

Lemma H: A. Proof M. - "na opak”
Theorem H : A. Proof M. — "na opak”
Axiom H : A (Definition H: A := M.
globalna | (Parameter H: A — raczej nie polecam) | — "przezroczysta”, raczej nie polecam)
Hypothesis H : A, Hypotheses
lokalna | (Variable H: A — raczej nie polecam) Let H: A:= M. - "przezroczysta”

4. apply, exact ORAZ elim

Dotychczas wykorzystywalismy te taktyki tylko dla mniennych lub etykiet. Okazuje si¢ jednak, ze ich
argumentami moga by¢ tez termy dowodowe, o ile tylko maja odpowiednie typy. Oto kilka przyktadow:
e apply (Ltn O (S 0)).
Zamiast specyfikowaé etykiete, uzywamy termu dowodowego Ltn 0 (S 0).
e clim (EM (exists x, P x)).
Zamiast specyfikowaé etykiete, uzywamy termu dowodowego EM (exists x, P x) (przyklad
z tutoriala).
e exact (Eqi a).
Zamiast specyfikowaé etykiete, uzywamy termu dowodowego Eqi a.

5. WLASNOSCI LICZB NATURALNYCH (50% PUNKTOW).

Bedziemy uzywadé nastepujacych aksjomatéw do zdefiniowania liczb naturalnych:

Suce

—7
Nat(0)true o Vz.Nat(x) — Nat(s(x))true

Eq; E
Va.Eq(x.x)true 1 Ve VyNz.(Eq(z,y) N Eq(z,z2) = Eq(y, z)true

=

Lt
V. Lt(z.s(x))true VaeNy.Eq(x,y) — —Lt(z,y)true

Powyzsze aksjomaty thumaczymy jako deklaracje w Coq w nastepujacy sposob:
Variable Term : Set.

Variable 0 : Term.
Variable S : Term — > Term.

Variable Nat : Term — > Prop.
Variable Eq : Term — > Term — > Prop.
Variable Lt : Term — > Term — > Prop.

Hypothesis Zero : Nat O.

Hypothesis Succ : forall x : Term, Nat x — > Nat (S x).

Hypothesis Eqi : forall x : Term, Eq x x.

Hypothesis Eqt : forall (x : Term) (y : Term) (z: Term), (Eq x y /\ Eq x z) —> Eq y z.
Hypothesis Lts : forall x : Term, Lt x (S x).

Hypothesis Ltn : forall (x : Term) (y : Term), Eq x y —> ~ Lt x y.



Udowodnij, a nastepnie przettumacz do Coq nast¢pujace twierdzenia:
Va.Nat(z) — (Jy.Nat(y) A\ Eq(z,y))true
Ve Vy.Eq(x,y) — Eq(y, x)true
—3z.Eq(z,0) A Eq(x,s(0))true
6. DALSZE WELASNOSCI LICZB NATURALNYCH (50% PUNKTOW).

Udowodnij nastepujace twierdzenia w Coq:
Vz.Nat(x) — Nat(s(s(z)))true

Ve Ny.Lt(z,y) — - Eq(x,y)true
—Jz.Jy.Eq(z,y) A Lt(z,y)true

7. ZADANIE

Sci@gnijcie ze storny kursu plik:
www.math.us.edu.pl/ pgladki/teaching/2012-2013/log coq4.v

i uzupetnijcie brakujace dowody z uzyciem terméw dowodowych. Gdy skonczycie, przeslijcie uzupetnio-
ny plik na moéj adres email koniecznie oznaczajac Waszego maila tagiem [aghlog]. Termin oddania
zadania domowego mija 7 lub 14 czerwca (w zaleznosci, do ktérej grupy ¢wiczeniowej uczeszcezacie).



