Zestaw zadan 5: Sumy i sumy proste podprzestrzeni. Baza i wymiar. Rzedy macierzy.
Struktura zbioru rozwigzan ukladu réwnan.

(1) Pokazaé, ze jesli Uy = lin(ay, ag, ..., ar), Us = lin(fBy, Ba, ..., 1), to

Ul + U2 = lin(oq,ag, s 7ak7/817B27 e 75l)’

(2) Wykazaé, ze:
a) Suma U; + - - - + Uy podprzestrzeni przestrzeni liniowej V' jest podprzestrzeni przestrzenia
V.
b) V=U & - -+ ® Uy & kazdy wektor v € V ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
v=u 4+ Fug, gdzieu; € U; dlai =1,2,... k.
(3) Pokaza¢, ze R = Uy @ Us, jezeli

a) U; jest zbiorem rozwiazan réwnania xy + 9 + x3 + 24 = 0, a Uy = lin(

—_ = =
~—

$1+2$2—l‘3+3$4:0

b) U; jest zbiorem rozwiazan uktadu réwnan Ty by = 0

, natomiast Us; =

0 1
. 2 1
lin( 1l ).
1 1
(4) Pokazaé, ze R* = Uy + Us, lecz R* # U, ® U,, jezeli U, jest zbiorem rozwigzan réwnania 3z, —
1 2
2wy + x3 + 4wy = 0, za$ Uy = lin( 1 : _01 ). Do réwnania definiujacego U; dotozy¢ jeszcze
1 3

jedno réwnanie tak, aby nowa podprzestrzen rozwigzan U; spelniala warunek R* = U] @ Us.
(5) Uzasadnié, ze

1 0 1 1 0 1
R® = lin(| 0 |,| 1 [)@lin(|1|)=lin(|0|,|0|)dlin(| 1 |)
0] [ 0] 1] 0 1 1
(0] [0] [ 1]
= ln(| 1|, 0 )@ln(|1|).
0] [ 1] 1]
5
W przypadku kazdej sumy prostej przedstawi¢ wektor 2 w postaci sumy wektora z pierw-

-1
szego sktadnika sumy prostej i wektora z drugiego sktadnika sumy prostej.
(6) Niech V = RR (zob. zadanie 4 7z poprzedniego zestawu ?7?, str. ??). Zbiér funkcji nieparzystych
oznaczymy litera N, natomiast zbior funkcji parzystych - literg P. Pokaza¢, ze N oraz P sg
podprzestrzeniami przestrzeni V oraz ze V = N @ P. Przedstawi¢ funkcje f dang wzorem

f(z) =apa™ + -+ a1z +ag

w postaci sumy funkcji parzystej i funkcji nieparzyste;j.
1



(7) Niech V bedzie przestrzenig liniowa oraz niech B C A. OznaczmyUg = {f € VA : f(a) = 6 dla
a € B}. Pokazaé, ze Up jest podprzestrzenig przestrzeni V4. Dla jakich podzbioréw B oraz C
zbioru A zachodzi réwnoéé VA = Ug + U, a dla jakich réwnoéé VA = Ug @ Us?

(8) Sprawdzi¢, czy K' = S,, & A,, (por. zadanie 77 str. 7?).

(9) W zbiorze Zg wyréznimy dwa podzbiory: U = {0,2,4} oraz W = {0,3}. Pokazaé, ze U jest
przestrzenia liniowa nad Zgz 1 W jest przestrzenia liniowa nad cialem Z,, Z¢ = U+W, U ﬂW {0}.
Czy Zg jest suma prosta przestrzeni liniowych U i W7

0 1 2
(10) Sprawdzi¢, ze podzbior 0o, 21],]1 C Z3 jest podprzestrzenia liniowa, a podzbior
0 1 2
0 1 2
01,]21,[1 C Q3 nie jest podprzestrzenia.

0 1 2
(11) (Modularnosé kraty podprzestrzeni) Niech Uy, Us, Us beda podprzestrzeniami przestrzeni wekto-
rowej V. Udowodnié, ze
) Ui + (Ugng) C (U1+U2) ((]1“‘[]3)7
b) (UyNU2) 4+ (UyNU;) C Uy N (Uy + Us),
c) (UhNUs) + (UanUs)+ (UsNUy) C (Uy + Us) N (Uy+ Us) N (Us + Uy),
d) (U1NU) + (U NnU3) =U; N (Us + (U N U3)),
e) _]eéh U1 C Ug, to U1 + (Ug N Ug) = (Ul + UQ) N U3.
(12) (Niedystrybutywnosé kraty podprzestrzeni) Podaj przyktad podprzestrzeni Uy, Uy, Us przestrzeni
R? dla ktérych
a) U1 + (U2 N Ug) 7é (Ul + UQ) N (U1 + U3),
b) (Uy + Us) NU; # (Uy NU3) + (U N Us).

1 0 0 1
(13) (G. Birkhoft') Sprawdzi¢, ze z podprzestrzeni lin(| 0 |), lin(| 1 |),lin(| 0 |), lin(| 1 |) za
1 1 1 1

pomoca operacji + i N mozna utworzy¢ nieskonczenie wiele roznych podprzestrzeni przestrzeni
R3. (Wskazéwka: wygodnie jest rysowaé na plaszczyznie z = 1 przekroje badanych podprzestrzeni
z tq plaszczyzng; nie wszystkie podprzestrzenie majg z nig niepusty przekrdj!)
(14) Wykazaé, ze nastepujace pary przestrzeni wektorowych sa izomorficzne:
a) Ul@UQiUl X UQ,
by U ®@Us®---®Up iUy X Uy X -+ X Uy,
C) (Ul + Ug) / (Ul N Ug) i Ul/ (Ul N UQ) X Ug/ (Ul N Ug),

gdzie Uy, Us, ..., Uy sa podprzestrzeniami przestrzeni linowej V.
(15) Pokazaé, ze wektory oy, ..., a, tworz baze przestrzeni Q" i znalezé wspotrzedne wektora 5 w tej
bazie, jezeli
1 1 1 6 |
ayn=3a=|1|,a0=|1|,a3=|2|,6=1] 9
1 2 3 14
[ 2 3 1 [ 6
b)n=3; a = 1 , Qg = 2 |,a3=| -1]|,8=1] 2
-3 -5 1 -7

lGarret Birkhoff (ur. 1911 r.) - wspéczesny matematyk amerykanski, nie myli¢ z George D. Birkhoffem (1884 - 1944),

amerykanskim specjalista od réwnan rézniczkowych.



1 2 1 1 7
c)n=4; a; = _21 , Qg = 8 , Qg = ? , Q= _31 , B = i41
—2 -1 4 0 2
(16) Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni rozwiazan nastepujacych uktadéw rownan (nad R):
ZL‘1+3I2+2ZL‘3:0 1+ To —31'4:0
a) 2$1—l‘2+3$3:0 b) ZE1—$2+25L‘3—I4:0
3x1 — dxy +423=0 4xr1 — 229 + 623+ 324 =0
(17) Wyznaczy¢ baze i wymiar? podprzestrzeni lin(ay, as, . .., a,) przestrzeni Q* gdy:
[ 5 ] 4 1 3
a) ap = 2 Qg = I oz = 1 oy = 4
-3 |’ -2 1’ -1 |7 -1 |’
1 3 2 2
[ 2 4 3 4 7
b) p = -1 Qg = -3 3 = -2 Qy = -l 5 = =6 )
3 |’ 1 | 3 ’ 15 |’ =71
5) 3 4 17 0
1 2 2 5 [ 3
2 3 ) 26 —4
c) ag = g =y aes=| g =] g 0= 1
—4 1 -3 —12 2
(18) Wybraé baze podprzestrzeni lin(ay, aa, . . ., an) C 72 spoérod wektoréw ay, as, ..., a, , jezeli
1] [ 1] [ 3]
a) a; = 2 g = 2 o3 = 61
01’ 3|’ 01’
0 4 0
1 [ 2] [ 3] 4
b) ay = 2 oy = 3 g = 4 T o 1.
3|’ 4 1’ 5 |’ 6 |’
4 5} 6 0
2 4 6 1 6
c) a; = 1 vy = 2 g = 3 oy = ! a5 = 0
4 |’ T 5107 107 4 |’
1 2 3 1 0
1 2 3 4 1
D=2 |,aa=|3|,a3=|2|,au=|3 |[,a5=1|1
3 4 3 4 1
Wybra¢ dowolne bazy powyzszych podprzestrzeni, niekoniecznie sposrod wektordéw
1,09, ...,0,.

2Poj(;cie wymiaru przestrzeni wektorowej pochodzi od Grassmanna.



19) Czy mozna znalezé baze przestrzeni K* zlozona z wektorow postaci:
Yy ep Q p

I T
T2 )
a) ;1 + 2o+ a3 +24=0, b) i1+ xo+ a3+ 14 = 10
T3 T3
Ty Ty
(20) Pokazaé, ze jesli wektory ay, aw, ..., a, tworza baze przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K, to
dla dowolnych 4,5 = 1,...,n,1 # j, wektory:
a) a1, 0o, .., 01,0 + T0y, Gy, ..., 0, dla z € K,
b) 1,9, O 1, TG Qg ]y .-y Ay dla z € K, X 7£ 0

rowniez tworza baze przestrzeni V.

(21) Znalezé baze przestrzeni R3, w ktorej wektor e, ma wspotrzedne (1,2,1) oraz baze, w ktorej
wektor ten ma wspoétrzedne (1,1, 1), a wektor £; + 5 wsporzedne (1,0,0).

(22) Znalez¢é baze kazdej z nizej wypisanych podprzestrzeni przestrzeni R* oraz baze sumy algebraicz-
nej U; + Uj, jak i czedci wspolnej U; N U, kazdej pary podprzestrzeni:

1 —1 3 T1
) 1 0 2
a) Uy = lin( sl 1 || 3 ), Uy ={ ii eRY:xy + 1y — 223 + x4 = 0}
_0 1 —1 Ty
[ 2 3 4 1 4
. 1 0 -1 -1 0
b) Uy = lin( N I N N ), Us = lin( s || o ),
i 1 —1 -3 —2 -3
T
U3:{ i; ER4 $1—I2+l’3+l‘4—0}
Ty
x
c) Uy ={ iz € R*: 22 — my + 23 — 224 = 0},
3
Ty
2 4
et | [RRE!
1 5
1 2 3 3 1 1 0
2 1 3 0 ) 2 0 1
d) Uy = lin( 3 : 2 sl ), Us = lin( 11 lol 1o )
4 5 1 0 0

(23) Niech ciato K ma ¢ elementow Obliczy¢, ile przestrzen K™ ma réznych
a) wektoréw, b) baz.
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(25) Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy stopnia n nad cialem R liczb rzeczywistych:

0 07
0
0

3 2 0
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1

0
0
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3Pojecie rzedu macierzy wprowadzil Sylvester; nazwa jest pézniejsza.



(26) W zaleznosci od parametru A € R wyznaczy¢ rzad macierzy:

[T\ 12 6 ? _1A g g }
a) | 10 —19-Xx 10 |, b) ,
12 —24 13-\ 203 Al
L 3 2 1 =X 1
1—A 0 0 0 3 4 2 2 1 2 1
o) 0 1—A 0 0 d) 3 17 7 1 ) A =1 10
0 0 2-x 3 |’ 1104 A" Y -1 X -6
0 0 0 3-2A 41 1 3 2 5 1
(27) Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy:
(1 2 3 1 23 1 6 4 ; i %
4 1 5 4 3 2 2 1 2
a) 91 3 4 nad Z7, D) 5 2 9 8 5 nad Z3, c¢) ;L (1) E)l nad Zs.
_5 4 2 2 1 1 12 2 11 11 4
(28) Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy zespolonych:
1+: 14 1-—1 1—1 1 —1
a) | 1—d —14i 1+3 |, b)| 1 0 2 |,
|1 i 1+ P20 1+
142 17 2430 2 P
o) | 3+ =20 54+i 2-2i |, &) | [0 o0 5
| %% 3—4 1+8 4+20 944 T—i 14T

(29) Wykazaé, ze r(A+ B) < r(A) +r(B).
(30) Wykazaé, ze jesli A oraz B sa macierzami o tej samej liczbie wierszy, to r([A|B]) < r(A) +r(B).
(31) Wykazaé, ze jesli A oraz B sa macierzami rzeczywistymi o tej samej liczbie wierszy, to

A
2A

B

7’({ _5B

]) =r(A) 4+ r(B). To samo nad Zy, Z5 i nad Z.

(32) Obliczy¢ rzedy macierzy wspoczynnikow oraz rzedy macierzy uzupelnionych nastepujacych ukta-
dow réwnan nad R. Dla kazdego uktadu réownan znalezé uktad fundamentalny (tzn. baze prze-
strzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).

20 —3y+ 52+ Tt =1
dor —6y+22+3t=2
20 — 3y — 11z — 156t =1

(a)

r+4dy+z2+20=3
6z +8y+224+5t=7
9z + 12y 4+ 32 + 10t = 13

3r —2y+5z+4t =2

9r — 6y + 32+ 2t =4

(b)

6r —4y+42+3t=3; (f)

()

20 + 5y — 82 =38
dr+3y—92=9
20+ 3y —Hz="T7"
x4+ 8y —T7z=12
3r —by+2z+4t =2
Tr—4y+z+3t =5 ;
br 4+ Ty —4z — 6t =3
8r 4 6y + 5z + 2t = 21
3r+3y+22+t=10
dr+2y+324+1t=8
3r+5y+z+t=15
Tr +4y+ 52+ 2t =18



r+y+3z—2t+3w=1 20 —y+ 24+ 2t + 3w =2
() 20 +2y+4z—t+3w=2 (1) 6r — 3y +2z2+4t+5w=3
3r+3y+52—-2t+3w=1" 6r —3y +22+8+ 13w =9’
20+ 2y + 82— 3t + 9w =2 dr —2y+ 2+t +2w=1
6z +4y +52+2t+3w =1
Q) r+2y+4z+t+2w=3
3r+2y — 22+t =-—7"
9z + 6y + 2z + 3t + 2w = 2
(33) Obliczy¢ rzedy macierzy wspoczynnikéw oraz rzedy macierzy uzupetnionych nastepujacych ukta-
déw réwnan nad Q i Z,. Dla kazdego ukladu réwnan znalez¢ uktad fundamentalny (tzn. baze
przestrzeni kierunkowej zbioru rozwiazan).

20+ Ty+32+t=6 92 — 3y + 52+ 6t =4
(a) ¢ 3x+5y+22+2t=4 ,p=11; (b) 9r — 3y +5bz+6t=4 |, p=13;
r+4y+2+7t=2 3r —y+ 32+ 14t = —8

(62 +3y+224+3t+4w=>5
() do+2y+2+2t+w=4

dr+2y+324+2t+w=0
20 +y+T7z4+3t+2w=1

20 —y+32z2—=Tt=5
,p=11 (d) 6r —3y+2z—4t="7 ,p=237
dr — 2y + 142 — 31t = 18

3r +2y+ 2242t =2

r+2y+3z-2t+w=4 9+ 3y + 22 + bt = 3

() { PrHOy ST A IW=5 13 () Grty+az—Bt=1 ,p=T
r+2y+7z—4t+w=11

2% + 4y + 22 — 3t + 3w = 6 2r42y+32+4t =5

\ Tx+y+6z—1t="7

204+ 3y+z2+2t=4

Az +3y+z2+t=>5

(g) ¢ Sz +1ly+3z2+2t=2 ,p=17

20 +oy+z+t=1

{ r—Ty—z+2t=7

(34) Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste x,y, z,t dla ktérych:

(

7

r+4y+ 102+ 20t = r+4y+ 1024 20t = —x
—6y — 202 — 45t =y —6y — 202 — 45t = —y B B
) 4y +152+ 36t =2 7 ) 4y + 152 + 36t = —2 )t=0 djz=y.
—y—4z—-10t =1t —y—4z— 10t = —¢

Zmalez¢ baze podprzestrzeni rozwigzan kazdego z powyzszych uktadéw rownan.
(35) W zaleznosci od parametréow a,b € R rozwiazaé¢ uktady réwnan:

r+y+2z2=1 ar +y+z+t=1
a) r—y+2=0 |, b)) z+ay+z+t=1
20 +ay+22=0 r+y+z+t=0>
(36) W zaleznosci od parametru a € Z; wyznaczy¢ wymiary podprzestrzeni rozwigzan uktadéw row-

narm:

r4+ay+4z2+3t=0

a)q Tv+y+6z+at=0 ay+ 35+t =0

20 +2y+az+t=0
- {
r+y +2t=0



(37) Dla jakich parametréw a,b € Z;, uktady rownan liniowych U; oraz U, (nad cialem Z;) maja
rowne zbiory rozwiazan, jezeli
rT4+2y+6z+4=1 T + ay + 2t =2
Ul . U2 :

3r+y+22+t=0 3r + 5y + bz =1
(38) W zaleznosci od parametréw a, b € R rozwiazaé¢ uklady réwnan:
ar +y+z=1 ar+y+z=4 ar +by+z=1
a) r4+ay+z=a , b) r+by+z2=3 , ¢)¢ z+aby+z=5 .
T +y+az=a’ x4+ 20y +2=4 r+by+az=1
(39) Dla jakich parametréw a, b, c,d € R kazdy uktad réwnan z danymi lewymi stronami ma rozwia-
zanie?
ar + by +cz 4+ dt a’x + ay +az + at

2) br —ay+dz — ct ) ar+ (B* — Dy + (2b+ 1)z + (3b+ 1)t
cx —dy —az+ bt ’ ar+ (20+ 1)y + (> +5)z+ (Bc+ 7)t
dx + cy — bz — at ar+ (3b+ 1)y + 3¢+ 7) + (d* + 1)t
Jak zmieni sie odpowiedz, jezeli dopusci¢ a, b, c,d € C? Poda¢ wzory na rozwiazanie ukladu a)
oraz b) (przy dowolnych prawych stronach réwnan).
(40) Jesli «, 8,7, . . . sa wektorami przestrzeni wsp6trzednych K™, to symbolem [« 3,7, .. .] oznaczamy
macierz, ktérej kolumny sg utworzone ze wspérzednych wektorow a, 5,7,.... Dla k <n :
a) Sprawdzi¢, ze wektory oy, g, ..., ay sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taki podzbiér {iy, i, ..., 4, x} zbioru {1,2,... n}, ze

det[Oél, Aoy, Oy Ejyy Ejgy v v - 782‘71,7]6] # 0.

b) Sprawdzié, ze wektory aq, as, . . ., aj sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
{i1,49,...,in_g} zbioru {1,2,... n} zachodzi réwnos¢

deton, g, ..., gy €4y, Eigs - -5 €] = 0.

¢) Zapisa¢ oba warunki za pomoca wzoréw, w ktorych wystepuja tylko wspolrzedne wektoréw

1,09, ...,0F .
(41) Przypusémy, ze «,aq,qs,...,a € K" oraz ze wektory o, qs,...,q; sa liniowo niezalezne.
Oznaczmy & := [1, T, ..., 2,]T. Niech ¢;,,€4,,...,6;,_, beda takie, ze
det{on, g, ..., Ay €4y, Eigs -+ -5 €] F 0.
Pokazaé, ze warstwa o + lin(ay, ..., o) przestrzeni K" jest zbiorem rozwigzan uktadu réwnan
det[ag, gy ..oy, & —ayggy, .oy ] =0
detla, g, ... ap, 6,8 —a, ... e ] =0

det[aq, g, ..., g, €y, €0y -, E— ] =0



(42) Znalez¢ uklad rownan liniowych nad R, ktorego zbiorem rozwigzan jest:

—_

a) + lin(

+ lin(

| -1

1

1

1

o 1 1
T3 ) B | 0| +lin(] 2
3 3
1 2
0 ‘ 1
oA [+ |
2 1

-2
4 1),
1
-1 1
1 2
3 1710 )
1 1



