Zestaw zadan 2: Cialo liczb zespolonych. Uklady réwnan liniowych.

(1) Tle dziatain mozna okresli¢ na zbiorze n-elementowym? Ile z nich to dzialania przemienne?
(2) Zbadaj wtasnosci dziatania réznicy symetrycznej (<) w zbiorze P(A), A # 0.

(3) Zbadaj wtasnosci dzialania sredniej arytmetycznej: a e b = “T’Lb w zbiorze Q.

(4) W zbiorze R x R definiujemy dziatania & i ® wzorami

(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b) ® (¢,d) = (ac,bd).

Zbadaj wlasnosci tych dziatan. Czy © jest rozdzielne wzgledem @&7. Ktore elementy maja
elementy odwrotne wzgledem dziatania 7

(5) Sprawdz, czy podany uktad (w ktérym + oznacza zwykle dodawanie liczb) jest grupa:
a) (R,+), b) (N,+), ¢) (Z,+),d) ({0,1},4), e) (< 0,00),+).

(6) Sprawdz, czy podany uktad (w ktérym - oznacza zwykle mnozenie liczb) jest grupa:

a) (Z,-), b)(R,-), ¢) ({1,1},), d) (Ry,-), e) ({ak : k € Z},-), gdzie a jest ustalona liczba
rzeczywistg rézng od zera.

(7) Sprawdz, czy zbiér liczb wymiernych dodatnich Q, wraz z dzialaniem a * b = 2ab tworzy grupe.

(8) Niech m bedzie liczba naturalna. Wykaz, ze zbiér Z,, = {0,1,...,m — 1} wraz z dodawaniem
modulo m (tzn.a & b = (a + b),,) jest grupa abelowa. Zbuduj tabelki dziatan w grupach Z,, Zs,
ZG.

(9) Niech m bedzie liczba naturalna. Wykaz, ze zbior U(Z,,) = {k € Z,, : NWD(k,m) = 1} wraz z
mnozeniem modulo m (tzn.a © b = (ab),,) jest grupa abelowa. Zbuduj tabelki dziatain w grupach
U(Z5)7 U(Zﬁ)7 U(ZS)

(10) Sprawdz, czy zbiér Z,, z dziataniami modulo m jest ciatem, gdy m =5, m =6, m =7, m = 8.
(11) Wyznacz odwrotnosci niezerowych elementéw ciat Zs | Z; , Zy;.

9% 4 3y — 4 20+ 3y+22=4 r+2y+4z=1
(12) Rozwiaz uktady réwnan a) { 4x+2y:3 ,b) drx+2y+32=3 ,¢){ 2x+2y+32=0 .
y= 3xr+y+22=1 3r+2y+z2=4

w ciatach Zs |, Z7 , Zq;.
(13) Wyznacz, jesli istnieja, pierwiastki kwadratowe z —1 w ciele Z, dla p = 2,3,5,7,11,13.
(14) Wyznacz pierwiastki rownan:
a) 5x2 +5x+1=0, b) 22> +2x+2=0, c)223+32>+x =0,
w ciatach Z7 s ZH, Zlg s
(15) Dla jakich wartosci parametru m réwnanie:
a) mr?+2mzx+ (m+1)=0, b)32x>+5x+m=0, c)3z>+mz+(m*>—m)=0
ma 2 rézne pierwiastki w ciele Zi1, Zq37
(16) W zbiorze R x R definiujemy dziatania & i ® wzorami

(a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d),

(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Pokaz, ze R x R z tymi dziataniami jest ciatem.
(17) Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych x, y speliajace réwnosé:
a) (14 2i)x+ (3 —5i)y =1— 34, b) (2+ 3i)z + (4 — 5i)y = 6 — 24,
¢) (4—3i)2+ (1 +i)2y =7—12i , d) Zp+ U0 14,
(18) Rozwiaz uktady réwnan:
1



a){ iz +w=2—2i b){ (1+i)z+2w=i
(1—d)z—iw=—-141i " (1—d)z—(1—dw=-1"
(19) Rozwigz réwnania: a) 2z + (2 —2) =3+ 2i, b)i(z+2)+i(z —2) =2i — 3.
(20) Rozwiaz réwnania:
a) 22+ 324+ 3+1i=0, b) 22+ (14 4i)z — (5+1i) =0,
c) 22+ 2(1+4d)+2i=0, d)(4—3i)22—(2+11i)z— (5+1i) =0.
(21) Rozwigz réwnania:
a) 24 +2224+4=0, b)2*+ (154722 +8=0, c)=2*— (18 +4i)2*>+ 77— 36i = 0.
(22) Rozwigz réwnania:
a) (1414)2% — (3+ 7i)z + 10i = 0; b) (14 2i)2% — (=1 + 8i)z + (=5 + 5i) = 0;
¢) (1420)22 —(1+Ti)z+ (=2+6i) =0; d) (1+4)z>—(1+5i)z+ (=2 +6i) =0.
(23) Jakie twory na ptaszczyznie zespolonej okreslaja rownania i nier6wnosci:
a) |z| < 2, b) |z — 1| =3, c)lz—1—-2i| <3, d)1<]z] <5,

e |z —cl+lz+cl=2a §) T <Am(x)<m ) =il = |z +il,
(24) Przedstaw w postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:
17 _17 i? _ia
1+1, 1—1, —1+1, 1+ i3,

(25) Oblicz (podajac doktadne wartosci czedcei rzeczywistej i urojonej):

) (1—a)* ) (1—iv3)2 . (—1+iV3)% Q (1—i)%
(V3—i)2 (=1+d)3’ (1+4)3t 7 (V3 + )20
R G ) N o s
(V3+i)207 7 (VB4 7 (1—iy/3)0

(26) Wyznacz pierwiastki zespolone i zaznacz je na plaszczyznie Gaussa:
V2i, V=8, V1, V1, V=8, V1

(27) Rozwiaza¢ nad ciatem R liczb rzeczywistych nastepujace uktady réwnan:

20+ 5y — 82 =38

dr +3y —92=9

20 4+3y —52="T7"

r+8y—Tz=12

20 =3y +52+Tt=1
(a) dr — 6y +22+3t=2 ; (b)
20 =3y — 11z - 15t =1

r+4y+z2+2t=3 3z —by+2z+4t =2
(c) 6r+8y+2:4+5t=7 ; (d) Tr—4dy+2+3t=5 ;
9z 4+ 12y + 32 4+ 10t = 13 bx+ Ty —4z—6t=3
8xr + 6y + 52+ 2t =21
3 —2y+52+4t =2 3r+3y+22+t=10
(e)  b6r—4y+4z+3t=3; (f) dr+2y+3z+t=8 ;
9z — 6y + 32+ 2t =4 r+dy+z+1t=15

Tr+4y + 52+ 2t =18



r4+y+3z—2t+3w=1 20—y +2+204+ 3w =2
20+ 2y +4z—t+3w=2 6r —3y+2z+4t+d5w=3

(8) 3r+3y+52—-2t+3w=1" (b) 6r — 3y +22+8t+13w=9 "
204+ 2y + 82 — 3t + 9w =2 dr —2y+ 2+t +2w=1
6r +4y +52+ 2t +3w =1

() 3r+2y+4z24+t+2w=3
3r+2y —2z+t =7
92 + 6y + 2z + 3t + 2w = 2

(28) Nastepujace uklady rozwiaza¢ nad Q oraz nad Z,:

204+ Ty+32+t=6 9z — 3y + 52+ 6t =4
(a) R 3x+by+22+2t=4 ,p=11; (b) 9r — 3y +5z+6t=4 |, p=13;
O +4y+2+7t=2 3r—y+3z+ 14t = -8

(62 +3y+22+3t+4w=>5

(c) 4 dr+2y+z+2t+w =4
dr+2y+3z2+2t+w=0 "~

| 204+y+Tz+3t+2w=1

20 —y+3z2—Tt=5
p=11 (d) 6r —3y+z—4 =7 , p=237
dor — 2y + 142 — 31t = 18

3 +2y+ 2242t =2

20 + 3y + 22+ 5t =3
p=13 (f) § Y92 +y+42-5t=1 ,p=7

20 +2y+32+4t =5

Tr+y+6z—t=7

r+2y+3z—2t+w=4
3r+6y+ 52 —4t+ 3w =>5
(O p oy 47— dttw=11 "
| 22 +4dy+22-3t+3w=06

20+ 3y+z2z+20=4
dr +3y+z+1t=5
(g) ¢ Sr+1ly+32+2t=2 ,p=17
w45y +z+t=1
rT—=Ty—z+2t=7
(29) Kazdy z nastepujacych uktadéw rozwiazaé¢ w ciatach Zs, Zy, Z1:

r+4y +3z =2 20+3y+z=1
(a) ¢ 3x+2y+42=3, (b)¢ z+4dy+32=3 .
dr+y+2=0 4x +32=2
r+y+z=1
(30) Pokazaé, ze uklad réwnan { 2z +y — 2z =2 jest sprzeczny w ciele Z, wtedy i tylko wtedy, gdy
r—y+3z=0

p=2.
(31) Rozwigzaé¢ nad cialem C liczb zespolonych uklad réwnan

Gix + (=3 +6i)y + (4 +2i)z + (1 +20)t =0
(5+5i)r+ (3+5i)y+(7T—3i)z+ (4+2i) =0
(=34 3i)x+ (=6 +3i)y + (=1 + 3i)z —t=0
(1+119)z+ (1 +120)y+ (11 + 7))z + Tit =0

przy zaltozeniu:

(a)x=0, (b)y=0, (¢)2=0, (d)t=0, (e)x+y=0.



(32) Znalezé takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d by zachodzila réwno$¢ wielomianéw zmiennej X o
wspoczynnikach rzeczywistych:

a-14+b(X —2)+c¢(X -2 +d(X -2)3=1+ X
(33) Wyznaczy¢ takie liczby zespolone a, b, ¢, d by zachodzita réwnosé funkcji wymiernych zmienne;j

X o wspoétezynnikach zespolonych:

4 a b c d

T4 Xi14i X+l T x14iTxo1oq

(34) Rozwiazaé nad ciatem C nastepujce uktady rownan:

14z +2iy —2z2=3+2i (1+d)x+2y—iz=2—3i
(a) ¢ B+dr+(1—d)y+4z=6+i, (b) 3z+iy+(2—i)z=6+4i .
b +y—iz =2 (4+i)z+y+32=6+06i

rT+2y+6z+6t=1
(35) Dla jakiego parametru A € Z; uktad réwnan r+y+2z+3t=2 nad cialem Z; ma rozwig-
3r+by+62+t=2A\
zanie? Rozwigza¢ ten uktad, gdy jest to mozliwe.
(36) W zaleznosci od parametru A € Q rozwiagzaé¢ uktady réownan:
8r+6y+32+2t=5 20 —y+32+4t=5 MM+y+z+t=1
—12x — 3y — 32+ 3t = —6 dr — 2y +bz+6t =7 T+ +z+t=1

(a) dr +dy+z2z+4t =3 » (b) 6z —3y+724+8=9 "’ (c) TH+Yy+Az+t=1"

A +4y+ 244t =2 Ar —4y+ 92+ 10t =11 r+y+z+ =1
(37) Do uktadu réwnan naleza wszystkie réwnania = + ny + nz = 1 dla n € N. Znalezé réwnowazny
mu uktad o najmniejszej ilosci rownan i rozwigzac¢ go.
(38) Z Ksiegi I ” Arytmetyki” Diofantosa z Aleksandrii' (ok. 250 r.):
(a) ”Zadanie 16. Znalez¢ trzy takie liczby, aby dodane parami dawaly dane liczby. Potrzeba, by
potowa sumy danych liczb byta wigksza odkazdej z nich.”

Yy+z=a
(Dla danych a, b, c rozwiazaé uklad réwnan ¢ x +2=0).
T4y =c
(b) ”Zadanie 17. Znalez¢ cztery takie liczby, zeby dodane po trzy dawaty dane liczby.”
y+z+t=a

T +z+t=0b

(Dla danych a, b, ¢, d rozwiazaé¢ uktad réwnan sty = ).

rT+y+z =d
(c) "Zadanie 18. Znalez¢ trzy takie liczby, aby dodane parami przewyzszay pozostatg o dang
liczbe.”
y+z=a+zx
(Dla danych a, b, c rozwiagzaé uktad réwnan ¢ = +z2=b+vy ).
r+vy =c+z

IDiofantos (zapewne III w.) - matematyk grecki z Aleksandrii. Brak danych o jego zyciu. Zachowalo sie 6 z 13 ksiag
” Arytmetyki” i fragmenty ksiazki o liczbach wieloktnych. W 7 Arytmetyce” Diofantos podal prawa dzialan na liczbach
wzglednych i wprowadzil niewiadoma - symbol literowy uczestniczcy w dzialaniach na réwni z liczbami i w zgodzie z
prawami dziatan.



(d) ”Zadanie 19. Znalez¢é cztery takie liczby, zeby dodane po trzy przewyzszaty pozostala o dana
liczbe.”
y+z+t=a+zx
x +z+t=b+y
Tty +t=c+z )
T+y+z =d+t
(e) ”Zadanie 20. Dang liczbe roztozy¢ na trzy liczby tak, by kazda ze skrajnych, dodana do
srodkowej miata dany stosunek do pozostatej.”
r+y+z=a
(Dla danych a, k, m rozwiazaé¢ ukltad réwnan r+y=kz ).
Y+ 2z=mx
(f) ”Zadanie 22. Znalez¢ trzy takie liczby, ktére stana sie rowne, gdy kazda odda nastepnej dana
swoja czesé.”
(Dla danych niezerowych a, b, ¢ rozwiaza¢ uktad rownan (1 — %) T+ %z = (1 — %) Y+ %x =
(1=2)=+3).
(39) Wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci niewiadomych z,y, z, ¢ dla ktérych:

(Dla danych a, b, ¢, d rozwiazaé uktad réwnan

r+4y+ 102+ 20t =x r+4y 4+ 102 4+ 20t = —x
(a) —6y — 20z — 45t =y (b) —6y — 20z — 45t = —y
2 4y + 152436t = 2 dy+ 152436t = —z

—y—4z—-10t =t —y —4z— 10t = —t
200 =10y +42 —t=a

L , , 70z — 36y + 152 —4t =b
(40) Rozwiazaé uktad réwnan SAx — A5y + 207 — 6t — ¢

35z — 20y + 10z — 4t =d

w zaleznosci od parametrow

a,b,c,d € R.



