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6. WYKLAD 6.
6.1. Sumy i sumy proste podprzestrzeni.

Uwaga 6.1. Niech V bedzie przestrzeniqg lintowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V.
(1) Zbior
U+ Uy = {’LL1 + Uy iUy € Ul,u2 € UQ}
jest podprzestrzeniq przestrzeni V.
(2) Zbior
U1+U2+...+Un:{U1+U2+...+unIU1 < Ul,UQE UQ,...,UHEUn}
jest podprzestrzeniq przestrzeni V.
Dowdéd. Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega analogicznie. Ustalmy uy + ug, v} + ufy €
Uy + Uy, gdzie uy, uy € Uy oraz ug, u)y € Uy. Wowcezas:
(w1 + u2) + (u) + uy) = (ug + uf) + (uz + uy) € Uy + Us.
—_— Y
eUy eUsy
Ponadto dla a € F":
a(u1 + Ug) = (aul) + (CLUQ) S U1 + U2
—— =
el €Uz
O

Definicja 6.2. Niech V' bedzie przestrzenig lintowg nad ciatem F, niech Uy,... U, < V. Podprze-
strzen Uy 4+ Uy nazywamy suma podprzestrzeni U, ¢ Us, podprzestrzen Uy + . .. + U, nazywamy sumg
podprzestrzent Uy, ..., U,.
Przyktad:
(5) Rozwazmy przestrzen liniowa V' i jej podprzestrzenie U = lin(uy, . .., u,) oraz W = lin(wy, . . ., Wy, ).
Wowezas:
veU+W & v=utworazueclUweW
S v=utworaz u= a1y + ...+ a Uy, w = bywy + ...+ bpw,,
dla pewnych ay,...,a, € F,by,...,b,, € F
S v=aup ..+ apuy, + bywy ..+ b,
dla pewnych aq,...,a,,b1,...,b, € F
S veElin(uy, ..., Uy, Wi, . .., Wy).
A zatem lin(uy, ..., u,) + lin(wy, ..., wy) = lin(uy, ..., Uy, Wi, ..., Wy).

Uwaga 6.3. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad cialem F', niech Uy, ..., U, <V.

(1) Nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne:
(a) U1 N U2 = {0},
(b) jesli uy 4+ us = uy + uh, gdzie uy,uy € Uy, ug,uy € Us, to uy = u) oraz us = uj.
(2) Nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne:
(a) Ulﬂ(U1++UZ,1+U1+1++UH):{9}, dla 1 € {1,...,”},
(b) jesliuy +ug+ ... +u, = vy +uy+...+ul, gdzie u;,u; € U;, dlai € {1,...,n}, tou; = u,
dlai e {l,...,n}.
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Dowéd. Pokazemy czesé (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega analogicznie. Zatézmy, ze Uy N Uy = {0}
i niech uy + uy = v} + ul, dla pewnych uy,u) € Uy, ug, uly € Uy. Wowezas Uy D up —u) = ub —ug € Uy i
skoro Uy NUy = {0}, wiec u; — u} = 0 oraz uh, — uy = 0, a stad u; = ) oraz ug = u.

Na odwrét, zaldzmy, ze jesli uy + uy = u) + ufy, gdzie uy, v} € Uy, ug, ufy € Us, to uy = u) oraz uy = uj.
Ustalmy v € Uy N Uy. Wowcezas:

| o o
el cUs S cUz
a zatem u = 0. O

Definicja 6.4. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V. Jezeli V =
Uy + Uy oraz spelniony jest jeden z dwdch réwnowaznych warunkéw Uwagi 6.3 (1), to mowimy, zZe V jest
suma prostg podprzestrzeni Uy i Uy, co oznaczamy przez V.= Uy & Us. Podprzestrzen Us nazywamy
wtedy dopetnieniem liniowym podprzestrzeni Uy .

Jezeli V.= Uy + Uy + ... + U, oraz spetniony jest jeden z dwdch réwnowaznych warunkow Uwagi
6.3 (2), to mowimy, Ze V jest suma prosta podprzestrzeni Uy,Us, ..., U,, co oznaczamy przez V. =
UeUys...0U,.

Uwaga 6.5. Niech V' bedzie przestrzenig liniowqg nad ciatem F', niech Uy,... U, < V i miech V =
UaeUsd... dU,. WowczasV =2U; x Uy x ... x U,.

Dowdd. Zdefiniujmy odwzorowanie f : V — Uy x Uy x ... X U,, wzorem
flur +ug + ..o 4 up) = (ur,ug, ..., Uy).

Sprawdzenie, ze jest to dobrze okreslony izomorfizm pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

0

6.2. Baza i wymiar.

Definicja 6.6. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F. Podzbior B C 'V nazywamy baza
przestrzent V', jezeli:

(1) B jest liniowo niezalezny,
(2) B jest generujgcy, tzn. lin(B) =V.
Przyktady:

(1) Rozwazmy przestrzen Q", lub R™, lub C", lub Zy, lub GF(p™)", lub, najogélniej, F", gdzie F
jest dowolnym cialem. Niech

1 0 0

0 1 0
€1 = , €0 = ) y €En =

0 0 1

Woéwezas (€1, €9, ..., €,) jest baza. Nazywamy ja czesto baza kanoniczng.
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(2) Rozwazmy przestrzen M™(F') i niech

[0 0 ... 0 ... 0
00 ...0...0
00 1 0 — 1
Eij: .
|00 ... 0 0
f
J
Wowezas (€11, -+ €1ny €215 -+« s E2ny -+ 5 Emly - - - » €Emn) jESt baza.

3 , s 3

Twierdzenie 6.7. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech B C V. Nastepujgce warunk:
8¢ réownowazne:

(1) B jest bazg,

(2) B jest maksymalnym liniowo niezalezZnym podzbiorem V.
Dowdéd. (1) = (2) : Zalézmy, ze B jest baza. Przypusémy, ze istnieje liniowo niezalezny podzbiér B C
B' € V. Niech v € B'\ B. Poniewaz V = lin(B), wiec v = ajv; + asvy + ... + @0y, dla pewnych
Vi, ...,Up € Boraz ay,...,a, € F. Wowczas 1 -v — ayv; — ... — apv, = 011 # 0, a wiec B nie jest
liniowo niezalezny.

(2) = (1) : Zalézmy, ze B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem V. Wystarczy pokazac,
ze B jest generujacy. Ustalmy v € V. Jesli v € B, to v € lin(B). Jesli v ¢ B, to B U {v} jest liniowo
zalezny, a wiec av + aqvy + . .. + av, = 0 dla pewnych a,aq, ..., a,, € F oraz vy,...,v,, € B. Poniewaz
V1, ...,V 53 liniowo niezalezne, wiec a # 0. Zatem v = —%v; — ... — %=y, € lin(B). O

Whniosek 6.8. Kazda przestrzen liniowa ma baze.
Dowdd. Jezeli V- = {0}, to zbior pusty jest baza. Jezeli V' # {0}, to istnieje § #v € Vi A = {v} jest
zbiorem liniowo niezaleznym. W niepustej rodzinie

X ={BCV:ACBiB jest liniowo niezalezny}

uporzadkowanej przez inkluzje kazdy tancuch ma ograniczenie gorne, a wiec wobec lematu Kuratowskiego-
Zorna istnieje element maksymalny, ktory wobec Twierdzenia 6.7 jest baza. Il
Przyktad:
(5) Rozwazmy przestrzen R nad cialem Q. Z poprzedniego twierdzenia wynika istnieje bazy tej prze-
strzeni, jakkolwiek wskazanie jej elementow nie jest mozliwe. Baze te nazywamy bazg Hamela.

Twierdzenie 6.9. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech B C V. Nastepujgce warunk:
sq rownowazne:

(1) B jest bazq,
(2) B jest generujgcy i dla kazdego v € V istnieje dokladnie jedna kombinacja liniowa taka, Ze

V=a1V1 + ...+ QpnUn,

dla ay,...,a, € Fivy,...,0, € B.
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Dowéd. (1) = (2) : Ustalmy v # 0 i przypustmy, ze

!, A
v=a101 + ... F AUy = aqv; + ...+ a, v,

dla vy, ..., Uy, v, ..., 0, € Boraz ay,...,an,d),...,a, € F. Wowczas
! AN,
0 =av1+ ...+ apv, —ayv; — ... —a,v,
i poniewaz v # 0, nie wszystkie a;, a; sa rowne 0, skad vy, ..., v, V], ..., v, sa liniowo zalezne. Jest to

mozliwe, jedli n = m oraz v; = v.
(2) = (1) : Przypusémy, ze B jest liniowo zalezny. Wowczas

V=aiV1 + ...+ anUny

dla pewnych v, vy,...,v,, € Borazay,...,a, € F. Zatem v = 1-v oraz v = ayv; +. . . + @, vy, s§ dwiema
kombinacjami liniowymi wektoréw z B dajacymi v. U

Definicja 6.10. Niech V' bedzie przestrzenig liniowqg nad ciatem F, niech B C V. Dla v € V' jedno-
znacznie wyznaczone skalary ay, ..., a, € F takie, Ze dla pewnych vy, ..., v, € B:

V=a1V1 + ...+ apUny

nazywamy wspolrzednymi wektora v w bazie B.

Przyklady:
(6) Rozwazmy przestrzen R3. Poniewaz

1 1 0 0
2|1 =110 ]4+2]1|4+3]0
3 0 0 1

1

wiec wektor | 2 | ma w bazie (€1, €2, €3) wspotrzedne (1,2, 3).
3

(7) Rozwazmy przestrzen R3. Poniewaz

1 0 1 1
21 =211|+4+1]10|+4+0]1
3 1 1 0
1 0 1 1
wiec wektor | 2 | ma w bazie 1(,1]01,1 wspOlrzedne (2,1,0).
3 1 1 0
Lemat 6.11. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech v, vy, ..., U0, wy,...,w, € V.
Jezeliv € lin(vy, ..., Up, w1, ..., wy,) oraz v & lin(wy, ..., wy,), to dla pewnego i € {1,...,m}:

v €Ln(v1, ..o Vi1, 0, Vg 1y e ey Uy Wy e ey W)

Dowadd. Zatdézmy, ze v = ayvy + ... + AUy + bywy + ... + byw,, dla pewnych aq, ..., ay,b1,...,b, € F.
Zauwazmy, ze istnieje a; # 0 dla pewnego i € {1,...,m}: gdyby a1 = ... = a,, = 0, to woéwczas
v ="bw; + ...+ byw, € lin(wy,...,w,). Wobec tego:

ay ;-1 1 Q41 A, by by

V= ——U — ... — Vi1 + —U — Vig] — oo — — Uy — — W1 — ... — — Wy,
a; a; a; Q; a; Q; a;
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Twierdzenie 6.12 (Lemat Steinitza? o wymianie). Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem

F, niech v,vq,...,0m, W1, ..., w, € V. Zatéimy, ze V = lin(vy,...,vy) oraz Ze wy,...,w, $q¢ liniowo
niezalezne. Wowczas:
(1) n <m,
(2) istniejq 11,149, ..., im_n lakie, Ze
V =lin(wy, ..., Wy, 05y, 0, )

Dowdd. Dowdd prowadzimy indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 0 nie ma czego dowodzi¢. Zatézmy, ze jesli

wy, . . ., Wy, sa liniowo niezalezne, to n < m oraz istnieja iy, . . ., iy, takie, ze V- = lin(wy, ..., Wy, Viyy ..o, 05, ).
Niech wy, ..., w,+1 beda liniowo niezalezne. Jesli n < m, ton+ 1 < m. Jesli n = m, to wobec zatozenia
indukcyjnego V' = lin(wy, ..., w,) i stad w,11 € lin(wy, ..., w,), a wiec wy, ..., Wy, W,1 Nie moga by¢

liniowo niezalezne.
Pozostaje wykazaé cze$é (2) twierdzenia. Wobec zalozenia indukcyjnego:

Wn+1 eV = lin(wl, vy Wiy Uigy e vt 7Uim—n)'
Ponadto wy, 1 ¢ lin(wy, ..., w,). Wobec Lematu 6.11, po ewentualnej zmianie notacji
Vi, € lin(wy, o W, W1, Vi e ey Vi)
Zauwazmy, ze poniewaz kazdy z wektorow wy, ..., wy,v;,...,v; _ jest kombinacja liniowa wektoréw
Wy eey Wy, Wia1, Vigs - -+, U, oraz poniewaz V = lin(wy, ..., w,, iy, ..., _ ), wiec w konsekwencji
V =lin(wy, ..., Woy Wog1, Vigs vy Vi )

g

Whniosek 6.13. Niech V' bedzie przestrzenig lintowq nad ciatem F'. Jezeli n-elementowy uktad jest bazq
przestrzeni V', to kazda baza tej przestrzeni sktada sie z doktadnie n wektoréw.

Dowdd. Niech (wy,...,wy,) 1 (v1,...,v,) beda bazami. Wowczas uktad (vy,...,v,,) jest liniowo nieza-
lezny, a (wy, ..., w,) generujacy, wiec z lematu Steinitza m < n. Przez symetrie n < m. O

Definicja 6.14. Niech V' bedzie przestrzeniq lintowg nad ciatem F'. Liczbe elementow dowolnej skon-
czonej bazy przestrzeni V nazywamy wymiarem i oznaczamy dim V. JeZeli nie istnieje skonczona baza
danej przestrzeni, przyjmujemy dim V' = oo.

Twierdzenie 6.15. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech dimV = n. Wowczas
gezeli U <V, to dimU < n.

Dowdd. Wobec lematu Steinitza kazdy liniowo niezalezny podzbiér V' ma co najwyzej n elementow.
Ponadto kazdy liniowo niezalezny podzbiér U jest liniowo niezaleznym podzbiorem V', a wiec ma co
najwyzej n elementéw. W szczegolnosci baza U ma co najwyzej n elementow, a wiec dimU < n. U

Whniosek 6.16. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech dimV = n. Niech U < V.
Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) U=V,

(2) dimU = n.

2Ernst Steinitz (1871-1928) urodzony w Laurahiitte, dzi$ czes¢ Siemianowic Slaskich.
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Dowdd. (1) = (2) : Jezeli U =V, to oczywiscie dim U = n.
(2) = (1) : Zatézmy, ze (vq,...,v,) jest baza U. Baze t¢ mozna uzupehié¢ do bazy V. Ale baza V
bedzie miata n elementéw, a zatem (vy,...,v,) jest baza V. O

Definicja 6.17. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem F', niech vy, ... v, € V, niechay, ..., a, €
F'. Rowno$é postaci

a1+ ... +ayv, =0
nazywamy zaleznoScig miedzy vy, . . ., v,. Ciggi wspotczynnikéw (ay, . . ., a,) odpowiadajgcych wszystkim
zaleznosciom miedzy vy, . . ., vy, tworzq podzbior przestrzeni F™ oznaczany przez Z(vy, ..., v,) § nazywany

zbiorem zaleznosSci miedzy vy, ..., v,.

Twierdzenie 6.18. Niech V' bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem F', niech vy, ..., v, € V. Wowczas
2bior zaleznosci Z(vy, ..., v,) jest podprzestrzeniq przestrzeni F™ oraz

dim Z(vy,...,v,) =n —dimlin(vy,...,v,).
Dowéd. Sprawdzenie, ze Z(vy,...,v,) jest podprzestrzenia pozostawiamy Czytelnikowi jako nietrudne
¢wiczenie. Niech r = dim lin(vy, . . ., v,). Woéwczas kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbiér zbioru
{v1,...,v,} sklada si¢ z r elementéw. Mozemy zalozy¢, ze vy, ..., v, sa liniowo niezalezne. Wéwczas
Upti = Q101 + ... + Qip Up

dla pewnych a;1,...,a; € F, i € {1,...,n —r}. Pokazemy, ze
(a1, - an, —1,0,....0),
(ag,...,a9,0,—1,...,0),
(@n—ris--eyQpry,0,0,...,—1)

tworza baze przestrzeni Z(vy, ..., v,). Poniewaz
a1V + .t QU — Vg =0

wiec (a1, ..., a4,0,...,0,—=1,0,...,0) € Z(vy,...,v,). Zalézmy, ze

0,...,0) = z(as,...,a1,,—1,0,...,0)

+ xa(ag,...,a.,0,—1,...,0)
+ Tpr(@pyiy.oypopr,0,0,...,—1).

W szczegolnosci dla wspotrzednej n — r + ¢



a wiec 1 = ... = x,_, = 01 wektory sa liniowo niezalezne. Ustalmy (ai,...,a,) € Z(vi,...,v,).
Woéwezas
(al,...,an)—|—a1(a11,...,alr,—l,O,...,O)
+ QQ(agl,...,Clgr,o,—l,...,O)

+ an(a'n—r,la sy Aperrs 07 07 R _1)
= (a1 + @611+ ...+ apnap_ya, ..., (ar +aray, + ...+ anap_rs,0,...,0)
€ Z,...,u),

a zatem
(a1 + ara11 + ...+ @pap_r1)v1 + ... + (ar + G101, + ... + QpQpry) Vv, = 0.
Poniewaz vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, wiec
a, +ajaq + ...+ pQp—r1 = ... = Qp +aiay, + ...+ ApQn—ry = 0
i tym samym
(CLI, .. ,an) = —al(an, vy Ay, —1,07 ce ,O)

— a2(a21,...,G,QT,O,_l,...,O)

— an(@pr1,. .. Qypy,0,0,...,—1).
O
Twierdzenie 6.19. Niech V bedzie przestrzenig lintowq nad ciatem F', niech Uy, Uy <V, dimU; < 00,
dim Uy < co. Wowcezas dim(Uy NUs) < oo, dim(U; + Us) < oo oraz
dim(U; N Us) 4+ dim(U; + Us) = dim Uy + dim Us.

Dowdd. Poniewaz Uy N Uy C Uy oraz dimU; < oo, wiec dim(U; N Uy) < oo. Niech (vy,...,v;) be-
dzie baza U; N Us. Mozemy uzupelni¢ ja do bazy (vi,...,vk,...,v,) podprzestrzeni U; i do bazy

(U1, ..., Uk, -« ., Wy ) podprzestrzeni Us. Oczywiscie lin(vy, ..., Uk, ..., Uy, ..., Wy) = U; + Us. Pokazemy,
ze wektory (vy, ..., Uk, Uga1, - -+ Uny Wi, - - - Wyy) S8 liniowo niezalezne.

Zatozmy, ze ajvy + ... + apUp + bpiWiiy + - .. + bpw,, = 0 dla pewnych aq, ..., a,, bgiq, ..., b € FL
Woéwcezas

a1v1 + ...+ apv, = —bp i Wryer — ... — bpw,, € Us,

a wiec a1v1+. ..+ ayv, € UyNUs. Tym samym agq = ... = a, = 0, a wiec a1v1 +. . . +apvx +bpr1wpi1 +
oo+ bpw,, = 01 skoro (vy,..., Uk, ..., w,) sa linlowo niezalezne, wiec réwniez a3 = ... = ap = by =
...=b,=0. O

Whniosek 6.20. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech dim V' < oo, niech Uy, Uy < V.
Wowczas
dlm(U1 N UQ) Z dim U1 + dim Ug —n

gdzie dimV = n.
Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze dim(U; + Us) < n. O

Definicja 6.21. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech dimV < oo. Hiperplasz-
czyzna nazywamy kazdg podprzestrzen przestrzeni V. o wymiarze n — 1.
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Twierdzenie 6.22. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech dimV =n. Niech U <V
it niech dimU = k. Wowczas U jest czeScig wspolng n — k hiperplaszczyzn.

Dowdd. Niech (vy,...,v;) bedzie baza U. Mozemy uzupeié ja do bazy (vi,..., Uk, Vg1, ..., Us) Drze-
strzeni V. Niech W; = lin(vy, ..., Ukyi1, Ukrit1,---,Vn), @ € {1,...,n—k}. Pokazemy, ze U = WiN...N
Wk

Oczywiscie U = lin(vy, ..., vx) C WiN...NW,_x. Ustalmy v € WiN...NW,_x. Niech v = ayv1+...+
a,v, dla pewnych ay,...,a, € F. Ustalmy i € {1,...,n—k}. Woéwczas v € W, a wiec ajv1+. ..+ a,v, €
W;. Tym samym ay,; = 0. U

Twierdzenie 6.23. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech dim'V = n. Niech Wy, ..., W,
bedq hiperptaszczyznami. Wowczas

dim(Wiyn...nW;) >n—1L.
Dowdéd. Dla | = 1 nie ma czego dowodzi¢. Zatdézmy, ze [ > 11 ze dla [ hiperplaszczyzn rezultat jest

prawdziwy. Niech Wi, ... Wiy beda hiperptaszczyznami. Wowcezas dim(Wi N ... N W;) > n — 1. Wobec
Wniosku 6.20 dim(WyN...nW,NWq) > dim(Win...nW)+n—1-n>n—-I1—-1=n—(l1+1). O

Whniosek 6.24. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowqg nad ciatem F', niech dimV = n. Niech U < V 1
niech dimU = k. Wowczas U jest czeScig wspolng n — k, ale nie mniejszej liczby hiperplaszczyzn.



