Sumy i sumy proste
podprzestrzeni.



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Up,...,U, < V.

1. Zbiér
U1+U2:{U1+U2:U1€ Ui, up € U2}

jest podprzestrzenig przestrzeni V.
2. Zbiér

Ui+...+Us={wni+...4+up:u € U,...,up € Uy}

jest podprzestrzenig przestrzeni V.



Dowdéd:

Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega
analogicznie.
Ustalmy u1 + wp, uj + uy € Uy + Us, gdzie u, uy € U oraz
up, Uy € Us.
Woéwczas:
(i1 + wp) + (uf + uh) = (11 + vy) + (w2 + up) € Uy + Us.
—_—

S el

Ponadto dla a € F:

a(uy + wp) = (auy) + (awz) € Uy + Us
—— =

S el



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Up,...,U, < V.

Podprzestrzen U; + U nazywamy suma podprzestrzeni Uy i Us.
Ogolniej, odprzestrzen Uy + ... + U, nazywamy suma
podprzestrzeni Uy, ..., U,.



Przyktad:

5. Rozwazmy przestrzen liniowa V' i jej podprzestrzenie

U=lin(u,...,up) oraz W = lin(wi, ..., wn). Wowczas:
veU+W & v=u4+worazue UweW
& v=u-+woraz u= ayui + ...+ apup,
w=bw+...4+ bpwpn,
dla pewnych ay,...,a, € F,by,...,bm € F
& v=aui+...+apup+ biwy + ...+ bpwp,
dla pewnych ay,...,ay, b1,...,bpy € F
< velin(u,...,up,wi,. .., Wn).

A zatem

lin(uy, ..., un)+lin(wy, ... ,wp) =lin(ur,...,up,wi,..., Wn).



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Ug,...,U, < V.
1. Nastepujace dwa warunki s3 réwnowazne:
(a) Unt, = {9},
(b) jesli ug + up = uf + uh, gdzie uy,uy € Uy, up, th € Us, to
Uy = Uy oraz up = uj.
2. Nastepujace dwa warunki sg réwnowazne:
(a) U;ﬂ(U1+...+ Ui_1+ U,'+1+...+ U,,):{G}, dla
ie{l,...,n},
(b) jesli vy +wo+ ...+ up = vy + s+ ...+ ul, gdzie u;, v} € U,
dlajie{l,...;n}, tou;=ul, dlaie{l,...,n}.



Dowéd:

Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega
analogicznie.

Zatézmy, ze U; N Us = {0} i niech u1 + up = uj + uh, dla pewnych
up, Uy € Ur, up, uy € Us.

Wéwezas U 5 ug — uy = uh — up € Us.

Skoro Uy N U = {0}, wiec ug — v} =0 oraz ub — up = 6.

Stad u; = v} oraz up = uj.



Na odwrét, zatézmy, ze jesli vy + up = uj + uj, gdzie uq, uj € Us,
up, Uy € U, to uy = uy oraz up = ub.

Ustalmy u € U N Us.

Woéwczas:

a zatem u = 6.



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Ug,...,U, < V.

Jezeli V = Uy + U, oraz spetniony jest jeden z dwdch
rownowaznych warunkéw Uwagi 1., to méwimy, ze V' jest suma
prostg podprzestrzeni U; i U, co oznaczamy przez V = U; @ Us.
Podprzestrzen U, nazywamy wtedy dopetnieniem liniowym
podprzestrzeni Uj.

Ogodlniej, jezeli V = Uy 4+ Uz + ... + U, oraz spetniony jest jeden z
dwdéch rownowaznych warunkéw Uwagi 2., to méwimy, ze V jest
suma prosta podprzestrzeni Uy, Us, ..., U,, co oznaczamy przez
V=UoUod...® U,.



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Up,....,U,<VinechV=U®U®...& U, Wowczas
V§U1XU2><...><U,7.



Dowadd:

Zdefiniujmy odwzorowanie f : V — Uy x Us x ... x U, wzorem
fluu+u+...+uy) = (u,u2,...,Upy).

Sprawdzenie, ze jest to dobrze okreslony izomorfizm pozostawiamy
czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.



Baza i wymiar.



Definicja
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Podzbiér
B C V nazywamy baza przestrzeni V, jezeli:

1. B jest liniowo niezalezny,

2. B jest generujacy, tzn. lin(B) = V.



Przyktady:

1. Rozwazmy przestrzen Q", lub R”, lub C”, lub ZZ, lub
GF(p™)", lub, najogdlniej, F", gdzie F jest dowolnym ciatem.
Niech

1 0 0
0 1 0
€1 = , €2 = . ) ;€n =
0 0 1
Woéwczas (€1, €p, ..., €n) jest baza. Nazywamy ja czesto baza

kanoniczng.



2. Rozwazmy przestrzen M["(F) i niech

(00 ... 0 ... 0
00 0 ... 0
00 1 0 —
EU: .
(00 ... 0 0 |
i
J
Wéwczas (611, B N T 523 I ETURN o, Y SO Gy .,Emn) jest

baza.



3. Rozwazmy przestrzeh F[x]. Wéwczas (1, x,x2, x3,...) jest

baza.

4. Rozwazmy przestrzen C nad ciatem R. Wéwczas (1,7) jest
baza.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech B C V.
Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. B jest baza,

2. B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem V.



Dowéd:

(1)=(2):

Zatézmy, ze B jest baza.

Przypusémy, ze istnieje liniowo niezalezny podzbiér B C B’ C V.
Niech v € B"\ B.

Poniewaz V' = lin(B), wiec v = ajvi + a2vo2 + ... + amVm, dla
pewnych vi,...,vy, € Boraz a1,...,am € F.

Wéwezas 1-v —ajvi — ... —amvim =0 1 1 # 0, a wiec B nie jest
liniowo niezalezny.



(2) = (1):

Zatézmy, ze B jest maksymalnym liniowo niezaleznym podzbiorem
V.

Wystarczy pokazaéd, ze B jest generujacy. Ustalmy v € V. Jedli

v € B, to v € lin(B).

Jedli v ¢ B, to BU{v} jest liniowo zalezny, a wiec

av+aivi+ ...+ amvm = 0 dla pewnych a,a1,...,an € F oraz
Vi,...,Vm € B.
Poniewaz vy, ..., vy s3 liniowo niezalezne, wiec a # 0.

Zatem v = —Zv; — ... — 2my, € lin(B).



Whiosek

Kazda przestrzen liniowa ma baze.



Dowdéd.

Jezeli V = {0}, to zbiér pusty jest baza.

Jezeli V # {0}, to istnieje 6 # v € Vi A= {v} jest zbiorem
liniowo niezaleznym.

W niepustej rodzinie

X ={BCV:ACBiB jest liniowo niezalezny}

uporzadkowanej przez inkluzje kazdy tancuch ma ograniczenie
gbrne, a wiec wobec lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element
maksymalny, ktéry wobec poprzedniego twierdzenia jest bazg. [



Przykfad:

5. Rozwazmy przestrzen R nad ciatem Q. Z poprzedniego
twierdzenia wynika istnieje bazy tej przestrzeni, jakkolwiek
wskazanie jej elementéw nie jest mozliwe. Baze te nazywamy

baza Hamela.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech B C V.
Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. B jest baza,

2. B jest generujacy i dla kazdego v € V istnieje doktadnie jedna
kombinacja liniowa taka, ze

v=aivi+ ...+ 3amVm,

dlaa,...,.am€Fiwv,...,vy€B.



Dowdd:

(1) = (2):

Ustalmy v # 0 i przypuéémy, ze
/! /
v=awv+...tamvm=avy +...+a,v,
dlavi,...,Vm,Vq,...,v, € Boraz a1,...,am,ay,...,a, €
Woéwczas

/] )
0=aivi+...+amVm—ajvy — ... — a,v,
i poniewaz v # , nie wszystkie a;, a; s3 réwne 0, skad
Vi, .. s Vms V4, ..., V) sa liniowo zalezne.

Jest to mozliwe, jesli n = m oraz v; = v/.



(2) = (1):
Przypusémy, ze B jest liniowo zalezny.
Wéwczas

V=aivi+...+3amVm

dla pewnych v,vy,...,v,, € Boraz aj,...,am € F. Zatem
v=1-vorazv=aivi+...+ amVm s3 dwiema kombinacjami
liniowymi wektoréw z B dajacymi v.



Definicja

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech B C V.
Dla v € V jednoznacznie wyznaczone skalary ai,...,am € F takie,
ze dla pewnych vy, ..., vy € B:

v=avi+...+amVm

nazywamy wspotrzednymi wektora v w bazie B.



Przyktady:

6. Rozwazmy przestrzen R3. Poniewaz

1 1 0 0
2(=110|4+2]1]|+3]|0
3 0 0 1
1
wiec wektor | 2 | ma w bazie (€1, €2, €3) wspbtrzedne
3

(1,2,3).



7. Rozwazmy przestrzen R3. Poniewaz

1 0
2 | =211]+1
3 1
1
wiec wektor | 2 | ma w bazie
3

wspotrzedne (2,1, 0).

—_ o

= =



Lemat

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

VoVl ooy Vi, We, ..., W, € V. Jezeli

v e lin(vi,...,Vm,wi,...,wp) oraz v & lin(wy,...,w,), to dla
pewnego i € {1,...,m}:

Vi € lin(vi, ... Vic1, Vy Vi, ooy Vimy WA, « .o, Wp).



Dowdd.

Zatézmy, ze v =a1vi + ...+ amVm + biwy + ... 4+ byw,, dla

pewnych ai,...,am,b1,...,b, € F.
Zauwazmy, ze istnieje a; # 0 dla pewnego i € {1,..., m}: gdyby
ay =...=am =0, to wéwczas
v=>biwi+ ...+ byw, € lin(wy, ..., wp).
Wobec tego:
a aj_1 1 aip
Vi=———Vvi—...— Vi_1i+—Vv— Vig1—. ..
a; a; aj aj

dm

——Vp——Wi—...

aj

by
aj

O

bn

aj



Twierdzenie (Lemat Steinitza® o wymianie)

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

VoV, ooy Vi Wi, ..., Wy € V. Zatézmy, ze V = lin(vi, ..., Vvm)
oraz ze wi, ..., Wy sa liniowo niezalezne. Wdwczas:
1. n<m,
2. Istnigja i1, ip, ..., Im—pn takie, Ze
V = lin(wi,...,Wn,Vij,...,Vi_,)

'Ernst Steinitz (1871-1928) urodzony w Laurahiitte, dzié czes¢ Siemianowic
Slaskich.



Dowdd:

Dowdd prowadzimy indukcyjnie wzgledem n.
Dla n = 0 nie ma czego dowodzic.

Zatbézmy, ze jesli wy, ..., wy, s liniowo niezalezne, to n < m oraz
istnieja i1, ..., im—n takie, ze V = lin(w1,..., Wn, Vi, ..., Vi, ).
Niech wi, ..., wyy1 beda liniowo niezalezne.
Jeslin<m,ton+1<m.

Jedli n = m, to wobec zatozenia indukcyjnego V' = lin(w, ..., wy)
i stad wpt1 € lin(wy, ..., wy), a wiec wy, ..., Wy, Wpt1 Nie moga

by¢ liniowo niezalezne.



Pozostaje wykaza¢ cze$¢ (2) twierdzenia.
Wobec zatozenia indukcyjnego:

Wnt1 € V = lin(wi, ..., Wy, Vig, ..., Vi, )

Ponadto w41 ¢ lin(wy, ..., w,). Wobec Lematu ??, po
ewentualnej zmianie notacji

Vi € lin(wa, ..., Wy Wni1, Vigs ooy Vi q)-

Zauwazmy, ze poniewaz kazdy z wektoréw

Wi,...,Wn,Vi,...,V  jest kombinacja liniowg wektoréw
W1,..., Wn, Wnt1, Vi, ..., Vi _ _, Oraz poniewaz
V = lin(w1,...,Wn,Vi,..., Vi, ,) wiec w konsekwencji

V = lin(wi,..., Wn, Wni1, Vijy -y Vi 1)



Whiosek

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Jezeli
n-elementowy ukfad jest baza przestrzeni V, to kazda baza tej
przestrzeni skfada sie z doktadnie n wektordéw.



Dowdd.

Niech (wi,...,wy) i (v1,...,Vvm) beda bazami. Wéwczas uktad
(vi,...,Vm) jest liniowo niezalezny, a (wy, ..., w,) generujacy,
wiec z lematu Steinitza m < n. Przez symetrie n < m. O



Definicja

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Liczbe
elementéw dowolnej skoriczonej bazy przestrzeni V' nazywamy
wymiarem i oznaczamy dim V. Jezeli nie istnieje skoriczona baza
danej przestrzeni, przyjmujemy dim V = oo.



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V = n. Wéwczas jezeli U < V, todim U < n.



Dowdéd.

Wobec lematu Steinitza kazdy liniowo niezalezny podzbiér V ma
co najwyzej n elementéw. Ponadto kazdy liniowo niezalezny
podzbiér U jest liniowo niezaleznym podzbiorem V/, a wiec ma co
najwyzej n elementéw. W szczegdlnosci baza U ma co najwyzej n
elementéw, a wiec dim U < n. O]



Whiosek
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V = n. Niech U < V. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1. U=V,
2. dimU = n.



Dowdéd.

(1) = (2) : Jezeli U = V, to oczywiscie dim U = n.

(2) = (1) : Zatézmy, ze (vi, ..., vy) jest bazg U. Baze te mozna
uzupetni¢ do bazy V. Ale baza V bedzie miata n elementéw, a
zatem (v1,...,Vv,) jest baza V. O



Definicja
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,Vvp €V, niech a1, ...,a, € F. Rownos¢ postaci

aavi+...+apv, =10

nazywamy zaleznosScig miedzy vi, ..., v,. Ciagi wspétczynnikéw
(a1,...,an) odpowiadajacych wszystkim zaleznosciom miedzy
Vi,...,Vp tworza podzbiér przestrzeni F" oznaczany przez

Z(v1,...,vn) i nazywany zbiorem zalezno$ci miedzy v1, ..., v,.



Twierdzenie

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,vp € V. Wdwczas zbiér zaleznosci Z(v1, ..., vy) jest
podprzestrzenig przestrzeni F" oraz

dim Z(va,...,vp) = n—dimlin(vy,..., v,).



Dowadd:

Sprawdzenie, ze Z(vi,..., Vv,) jest podprzestrzenia pozostawiamy
Czytelnikowi jako nietrudne éwiczenie.

Niech r =dim lin(vi, ..., vp).

Woéwczas kazdy maksymalny liniowo niezalezny podzbiér zbioru
{v1,..., vy} sktada sie z r elementéw.

Mozemy zatozyé, ze vi,..., Vv, sg liniowo niezalezne.

Woéwczas

Vegi = apvi+...+ ajvy

dla pewnych aj1,...,a, € F,ie{l,...,n—r}.



Pokazemy, ze

(311,. . .,alr,—l,O,... ,0),
(321,. . .,82,,0,—1,... ,0),

(an—nl, <5 dn—rr, 07 07 R _1)

tworza baze przestrzeni Z(vq,..., vp).
Poniewaz
a1+ ...+ apvy — v =10

wiec (aj1,...,air,0,...,0,=1,0,...,0) € Z(v1,...,Vp).



Zatézmy, ze

(0,,0) = xl(all,...,alr,—l,O,...,0)
+ X2(321,...,32r,0,—1,...,0)

+ Xp—r(@n—r1,--. an—rr0,0,...,—1).
W szczegdlnosci dla wspétrzednej n — r + i
—x; =0,

a wiec x3 = ... = Xp—, = 0 i wektory s3 liniowo niezalezne.



Ustalmy (a1,...,an) € Z(v1,..., Vn).
Wéwczas

(al,...,an)—&-31(311,...,31,,—1,0,...,0)
+ 32(321,...,agr,o,—l,...,O)

+ an(anfr,la teey anfr,r70>07 LR _1)
= (a+aaun+...+anan—r1,...,(ar +a1arr + ...+ anapn—rr,0,..
€ Z(V17"'avn)a

a zatem

(a1tarani+. . .4+anan—r1)vi+...+(ar+arai+. . .+anan—r,)v, = 6.



Poniewaz vi, ..., Vv, s3 liniowo niezalezne, wiec

ait+aian+...+apan—r1=...=ar+aay+...+apan_rr =0
i tym samym
(317"'aan) = _al(alla"'7alr,_1707"'70)
— 82(321,...,azr,o,*l,...,O)

- an(an—r,la"'7an—f,r)0707"'7_1)'



Twierdzenie

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Uy, U, < V, dim Uy < oo, dim Uy < 0o. Wéwczas
dim(U; N U2) < o0, dim(U;y + Uz) < oo oraz

dim(U1 N U2) + dim(U1 + U2) =dim U; +dim U>.



Dowdd:

Poniewaz U; N U, C Uy oraz dim U; < oo, wiec
dim(U1 N U2) < Q.
Niech (vi, ..., vk) bedzie baza U; N Us.

Mozemy uzupetni¢ ja do bazy (vi,..., vk,...,v,) podprzestrzeni
U i do bazy (vi,...,Vk,...,Wn) podprzestrzeni Us.

Oczywiscie lin(vi, ..., Vi, ...y Vpy ooy wy) = U + Us.

Pokazemy, ze wektory (vi, ..., Vi, Vk41y -+ Vny Wkt1y-- -y Wm) S3

liniowo niezalezne.



Zatézmy, ze ajvi + ...+ anvp + bk+1Wk+1 + ...+ byw, =0 dla

pewnych a1, ..., an, bgi1,...,bm € F.
Woéwczas
aivi+ ...+ apvh = —bk+1Wk+1 — ... — bphw, € U,

awiec ajvi + ...+ apvy, € Up N Us.

Tym samym ag41 = ... =a, =0, a wiec
avi+ ...+ akvk + bpiwkr1 + ..o+ bWy = 0 i skoro
(Vi,-.-y Vky..., Wn) s3 liniowo niezalezne, wiec réwniez

a1:...:ak:bk+1:...:bm:0.



Whiosek

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V < oo, niech Ui, U, < V. Wbwczas

dim(U1 N U2) >dimU; +dimU, — n

gdzie dim V = n.



Dowdd.
Wystarczy zauwazy¢, ze dim(U; 4+ Up) < n.



Definicja

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

dim V < oo. Hiperptaszczyzng nazywamy kazda podprzestrzen
przestrzeni V. o wymiarze n — 1.



Twierdzenie

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

dim V = n. Niech U < V i niech dim U = k. Wéwczas U jest
czescig wspdlng n — k hiperptaszczyzn.



Dowdd.
Niech (vi, ..., vk) bedzie baza U.

Mozemy uzupetni¢ ja do bazy (vi,..., Vk, Vk+1,-- -, Va) przestrzeni
V.
Niech W; = /in(vl, ey Vii—1s Vit ds - - - s Vn), i € {]_, oo, n = k}

Pokazemy, ze U= WinN...NW,_k.

Oczywiscie U = lin(va,...,vk) C Win...NnW,_.

Ustalmy v e Wi n...N W, _g.

Niech v = a;v; + ...+ apv, dla pewnych a1,...,a, € F.

Ustalmy i € {1,...,n— k}.

Woéwczas v € W, a wiec aivi + ...+ apvy, € W,

Tym samym agy; = 0. O



Twierdzenie
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dimV = n. Niech Wi, ..., W, beda hiperptaszczyznami. Wéwczas

dm(Win...nW)>n-1.



Dowdd.

Dla I =1 nie ma czego dowodzi¢.

Zatézmy, ze | > 1 i ze dla | hiperptaszczyzn rezultat jest
prawdziwy. Niech Wi, ..., W;;1 beda hiperptaszczyznami.
Woéwczas dim(Win...n W) >n— 1.

Wobec poprzedniego wniosku dim(Wi n...Nn W, N Wiy1) >
dm(Win...nW)+n—-1-n>n—I1—-1=n—(I+1). O



Whiosek

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
dim V = n. Niech U < V i niech dim U = k. Wéwczas U jest
czescig wspdlng n — k, ale nie mniejszej liczby hiperptaszczyzn.



