Przestrzenie liniowe
| podprzestrzenie



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.

Algebre (V, F,+,-), gdzie V # (), + jest dziataniem w zbiorze V
zwanym dodawaniem wektordéw, a - jest dziataniem zewnetrznym
ciata F na V zwanym mnozeniem przez skalar nazywamy
przestrzenia liniowa (lub wektorowa), jezeli:

1.
2.
3.

No o s

8.

Vv,w,u€ Vlv+ (u+w) = (v+u)+w],
Vv,we Vlv+w=w+ V],

Vv € V3w € W[v + w = 0], gdzie 0 jest pewnym ustalonym
elementem V,

VWweVlv+0=0+v=y]

Va,b € FVYv € V[(a+ b)v = av + bv],
Vae€ FVYv,w € V]a(v+ w) = av + aw],
Va,b € FYv € V]a(bv) = (ab)v],

Vve V[l -v=yv]

Elementy zbioru V tradycyjnie nazywamy wektorami.



Przyktady:

1. Niech E bedzie ptaszczyzng euklidesowa, niech P € E bedzie
ustalonym punktemm niech

Sp(E)={PQ: Q € E}

bedzie zbiorem wektoréw zaczepionych w pukcie P.
Woéwczas (Sp(E), R, +,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie +
Jjest dziataniem dodawania wektoréw na ptaszczyznie zgodnie
z reguty réwnolegtoboku, a - jest dziataniem mnozenia
wektoréw przez skalary rzeczywiste.



2. Szczegdlnym przypadkiem powyzszej konstrukcji jest
przestrzen (S(o0)(E), R, +, -) wektoréw zaczepionych w
poczatku uktadu wspétrzednych (0, 0).



3. Uogodlnieniem poprzedniego przyktadu jest przestrzen
wspotrzednych.
Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N, niech

ai

F" = : ta1,...,an €F

an

Woéwczas (F", F,+, ") jest przestrzenia liniowa, gdzie 4 oraz -
sg dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

ai b1 a + bn ai aa;
+ : = : oraz a- : =

an b, an + b, an aap



4. Wektory przestrzeni wspdtrzednych wygodnie jest czasem
zapisywac poziomo zamiast pionowo.
Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € F, niech

Fo=Ala1,...,an) s a1,...,a0 € F}.

Woéwczas (Fp, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz -
sg dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

[al,...,a,,]—i—[bl,...,b,,]:[al—i—bl,...,an—i—bn]

oraz
alai,...,an) = [aa1,...,aan).



5. Niech F bedzie dowolnym ciatem.
Woéwczas (M["(F), F,+, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie +
oraz - sg dziataniami dodawania macierzy i mnozenia macierzy

przez skalar.



6. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech
F>* ={(a1,a2,...):ai € F, dlaieN}

bedzie zbiorem ciggdéw elementéw ciata F.
Woéwczas (F°, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + oraz
- 53 dziataniami zdefiniowanymi wzorami:

(31,82,.. ) + (bl,b2,...) = (a1 + by, a> + bz,...)

oraz
a(a1, az,...) = (aa1, aa,...).



7. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech
F(o) = {(a1,a2,...): aj € F, dla i € N, a; = 0 dla prawie wszystkic

bedzie zbiorem ciggdéw elementédw ciata F o skonczonej liczbie
niezerowych wyrazdw.

Wéwczas (F(oo), F,+,-) jest przestrzeni liniowa, gdzie +
oraz - sg dziataniami zdefiniowanymi jak w poprzednim
przyktadzie.



8. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech A # () bedzie
niepustym zbiorem, niech

FA={f:A— F:f jest funkcja}

bedzie zbiorem wszystkich funkcji ze zbioru A w ciato F.
Woéwczas (FA, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - s3
dziataniami zdefiniowanymi nastepujaco:

(f+8)(x) = f(x) + g(x), dla x € A,

(a-f)(x) = af(x), dla x € A.



9. Szczegdlnym przypadkiem poprzedniego przyktadu jest
sytuacja, w ktérej zbiér A = {x} jest jednoelementowy.
Zbiér FA oznaczamy wéwczas FX i przestrzeh (FX, F,+,")
definiujemy przez dziatania jak w poprzednim przyktadzie.



10. Niech I C R bedzie przedziatem na prostej rzeczywistej, niech
Co(l) = {f : 1 = R: (" jest ciagta}

bedzie zbiorem wszystkich funkgcji rzeczywistych na przedziale
I, ktérych n—ta pochodna jest ciagta.

Wéwczas (Cp(1), R, +, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie
dziatania + i - definiujemy jak w poprzednich dwéch
przyktadach.



11. Niech F bedzie dowolnym ciatem.
Woéweczas (F[x], F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i -
sg dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu

przez skalar.



12. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N i niech
F(x]n = {f € F[x] : degf < n}

bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej n.

Woéwczas (F[x]n, F,+, ") jest przestrzenia liniowa, gdzie + i -
sg dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu
przez skalar.



13. Niech F bedzie dowolnym ciatem.
Woéweczas (F[x1,...,xn|, F,+,") jest przestrzenia liniowa,
gdzie + i - s3 dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez skalar.



14. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech m € N i niech
Flx1,. ., Xn|m ={f € F[x1,...,xs] : deg f < m}

bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej m.
Woéwczas (F[x1, ..., Xn]|m, F,+,") jest przestrzenia liniowa,
gdzie + i - sg dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia
wielomianu przez skalar.



15. Rozwazmy ciata Q C R C C.
Woéwczas (R, Q, +, ) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - s3
dziataniami dodawania liczb rzeczywistych i mnozenia liczb
rzeczywistych przez liczby wymierne.
Podobnie (C,Q,+,-) i (C,R+,-) sa przestrzeniami liniowymi.



16. Powyzszy przyktad mozna uogdlni¢ jak nastepuje: niech F i E
beda dowolnymi ciatami, przy czym F C E.
Woéwczas (E, F,+,-) jest przestrzenia liniowa, gdzie + i - s3
dziataniami dodawania w ciele E i mnozenia elementéw ciata
E przez elementy podciata F.



17. Szczegdlny przypadek poprzedniego przyktadu zachodzi, gdy
E=F.
Woéwczas (F, F,+,-) jest przestrzenia liniowa ciata F nad
samym soba.



18. Niech (V;, F,+j,+), dla i€ {1,...,n}, beda przestrzeniami
liniowymi nad ciatem F.
Woéweczas (V1 x ... x V,, F,+,-) jest przestrzenia liniowa
gdzie + i - sg dziataniami zdefiniowanymi nastepujaco:

(vi,vo, ..., va)+(wi,wo, ..., wy) = (vitiwr, votows, ..., VptpWi)
oraz

a-(vl,v2,...,v,,):(a~1 vl,a-2v2,...,a-,,v,,).



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Woéwczas:
1.Vviw,ue Vlv+w=v+u=w=u],

2. VWaweVv=—w=v+w=0],

3. Vv,we Vlv—w=v+(—w)],

4. Yae F¥Vve V[lav=0=a=0Vv=0],
5. Ya€ Fla-0=40],

6. Vv e V[0-v =4,

7. Vv e V[-v=(-1)v],

8. Yv,w,ue Vlv—(w+u)=(v—w)—u,
9. Vv,w,ue Vlv—(w—u)=(v—w)+u,
10. Vv,w € V[-(v+ w) = (—v) + (—w)],
11. Yv,w € V[—(v —w) = (—v) + w]

12. Vv,w € Wa € Fla(v — w) = av — aw], ,
13. Vv € WWa, b € F[(a— b)v = av — bv],

14. Vv € VWa € Fla(—v) = (—a)v = —av],
15. Vv € WWa € F[(—a)(—v) = av].



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Podzbiér U
przestrzeni V nazywamy podprzestrzenia, jezeli:

1. Vv,w e Ulv+w e U],
2. Yae FVv e Ula-v e U].
Podprzestrzenie oznaczamy symbolem U < V.



Przykfady:

19. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzei F?, a

w niej podzbidr
a
U—{[za] .aGF}.

Woéwczas zbidr ten jest podprzestrzenia.



. . , a b |.
Istotnie, dla dowolnych dwdch wektoréw { 9 ] [ b } i dla

dowolnego skalara A € F zachodzi:
a b | | a+b | | (a+b)
[2a]+{2b}_{2a+2b]_[2(a—|—b)}eU

[2]-[ 4]

oraz



19. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzeh F2, a

w niej podzbidr
a
o= {[2]-0cr}

. . . .10
Woéwczas nie jest to podprzestrzen; istotnie [ 1 ] € U oraz

1
[1]€U,a|e



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech m, n € N i rozwazmy jednorodny
uktad réwnan o wspoétczynnikach z ciata F:

ayxi1+ ...+ aipxn=0
aixy+ ...+ amx, =0
amix1 + ...+ amnxn = 0.

Woéwczas zbidr rozwigzan Sol(Uf) jest podprzestrzenia przestrzeni
F".



Dowadd:

Niech xi,...,x, oraz yi,...,y, beda rozwigzaniami uktadu U,
niech a € F.
Oczywiscie rozwigzania te mozemy interpretowac jako wektory
X1 Y1
[ : przestrzeni F".

Xn Yn
Pokazemy, ze

X1 X1 X1+wn
+ | | = : € Sol(U).

Xn Xn Xn + Yn



Istotnie, wystarczy pokazaé, ze x1 + y1,...,Xn + ¥n jest
rozwigzaniem uktadu U.

Ustalmy i € {1,..., m}.

Woéwczas:

ajt(x1 +y1) + ai2(x2 + y2) + ... + @in(Xn + yn)
(a,-1x1 + ajpxo + ...+ a,'an) + (a,-1y1 +apy+...+ a,-,,yn)
= 04+0=0.



X1

Pozostaje sprawdzi¢, ze a | : | € Sol(U).

Xn
Faktycznie, dla i € {1,..., m}:

ain(axi)tain(axe)+. . .4ain(ax,) = a(ainxi+apxe+. . .4ainx,) = ad = 0.



Twierdzenie:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F. Podzbiér
U C V jest podprzestrzenia przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy
(U, F,+|uxus|Fxu) jest przestrzenia liniowa.



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech W bedzie
pewna rodzing podprzestrzeni przestrzeni V. Wéwczas (W < V.



Dowéd:

Ustalmy v,w € (\W oraz a € F.

Pokazemy, ze v+ w € W.

Istotnie, jako ze v, w € (W, wiec v, w € U dla wszystkich
UeW, astad v+ w € U, dla wszystkich U € W.

Ale to oznacza, ze v+ w € W.

Analogicznie sprawdzamy, ze av € [\ W.



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowag nad ciatem F,a AC V
pewnym zbiorem. Najmniejsza podprzestrzen przestrzeni V
zawierajaca zbidér A nazywamy podprzestrzenig generowana
przez A i oznaczamy lin(A). Kazdy zbiér A o tej wtasnosci, ze
lin(A) = U nazywamy zbiorem generatoréw podprzestrzeni U.
Jedli A= {wvi,...,vmn}, to oznaczamy

lin(va, ..., vm) = lin(A).

Moéwimy, ze podprzestrzen U jest skonczenie generowana, gdy
istnieja takie wektory vi,...,v, € V, ze

U=lin(vi,...,vm).



Twierdzenie o postaci elementéw podprzestrzeni
generowanej przez zbior:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F oraz niech
A C V. Wéwczas

lin(A) ={aivi+...4+amvm - me€Nja1,...,am € F,v1,..., vy € A}



Dowéd:

Oznaczmy
U={aivi+...+amvm:meN,ay,...,am € F,vi,...,vm € A}.

Pokazemy, ze U < V.

Istotnie, jesli ajva + ...+ amVm, ajvi + ...+ a,v), € U, to
wéwczas aivi + ... + amVm + 3y vi + ...+ ap,v,, € U.
Podobnie dla a € F mamy

a(aivi + ...+ amVm) = @aa1vi + ... + aamvm € U.



Pokazemy, ze U = lin(A).

Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé (C).

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem m.

Dla m =1 niech vy € A.

Woéwczas aivi nalezy do kazdej podprzestrzeni zawierajacej vy, w
szczegblnosci do lin(A).



Dla m > 1 ustalmy v1,...,vy, € Aoraz ai,...,am € F i zatébzmy,

ze
avi+ ...+ amvm € lin(A).

Ustalmy a1 € F oraz vipp1 € A.
Wodwczas
avi+ ...+ amVm + am+1 Vm+1 -
——
€lin(A) €lin(A)

——
clin(A)




Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

Vi,...,Vm € V, niech a1,...,an € F. Wektor
avi+...+amVm

nazywamy kombinacjg liniowag wektoréw vy, ..., vp,.



Przyktady:

21. Rozwazmy przestrzen R3. Wektor

1 1
1 1|1 +1-{0([+0
0 1

jest kombinacja liniowa wektoréw



Definicja:

Niech (V,F,+v,-v) i (W, F, 4w, -w) beda przestrzeniami
liniowymi nad ciatem F. Funkcje f : V — W nazywamy
izomorfizmem przestrzeni liniowych, jezeli jest bijekcja i spetnione
sg warunki:

1. Vv,w e V[f(v+y w) = f(v) +w f(w)],

2. VYae FYv e Vif(a-yvv)=a-w f(v)]
Jezeli istnieje izomorfizm f : V — W, to przestrzenie V i W
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez V = W.



Przyktady:

22. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N.
Woéwczas przestrzenie F" oraz F,, sa izomorficzne.
Istotnie, rozwazmy funkcje f : F” — F, dang wzorem

X1
f : = [x1,. .., Xxn]-

Xn

Sprawdzenie, ze funkcja ta jest bijekcja pozostawiamy
czytelnikowi jako fatwe éwiczenie.



X1 n

Ustalmy | @ |,| @ | € FlorazacF.
Xn Yn
Woéwczas:
X1 341 X1+ y
f S =f :
Xn Yn Xn + Yn
= [x1+yi,- s Xn+ Y] = [x1,-- -, %) + D1, - -
X1 Y1
= f ; +f :

Xn Yn

» Yn)



Podobnie:

= [axi,...,axs] = a[x1, ..., xn]

]




23. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech m,n € N.
Wowczas przestrzenie Fpn, oraz MJ(F) sa izomorficzne.
Istotnie, podobnie jak wczedniej sprawdzamy, ze odwzorowanie
f: Fom — M](F) dane wzorem:

f([X11>"‘7Xln7X2l>"‘7X2n7"'7Xml7"'aan])
X11 X12 ... Xiln
X21 X22 ... Xop
Xml Xm2 ... Xmn

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.



24. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n € N.
Woéwczas przestrzenie Fpi1 oraz F[x], sa izomorficzne.
Istotnie, podobnie jak wczesniej sprawdzamy, ze odwzorowanie
f: Foy1 — F[x]n dane wzorem:

f([ao,al,...,a,,]):ao+alx+agx2+...+anx"

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.



Twierdzenie:

Izomorfizm przestrzeni liniowych jest relacja réwnowaznosci w
klasie wszystkich przestrzeni liniowych.



Przyktad:

25. Niech F bedzie dowolnym ciatem, niech n,m € N.
Woéwczas przestrzenie F™™ i M (F) sa izomorficzne. Istotnie,
poprzednio sprawdzilismy, ze F"™ 2 F,.. oraz Fpm = M (F).
Poniewaz relacja 22 jest réwnowaznos$cia, a wiec w
szczegdlnosci jest przechodnia, réwniez F"™ = M! (F).
Podobnie mozemy sprawdzi¢, ze F"1 = F[x],.



liniowa niezaleznosc.
Warstwy i przestrzenie

ilorazowe.



Definicja:
Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech A C V.
Zbiér wektoréw A nazywamy liniowo niezaleznym, jezeli

Vmée NVvy,...,vy, € AVay,...,am € F

[a1v1+...—|—amvm:0:>al:32:...:am:0].

Jezeli dany zbiér wektoréw nie jest liniowo niezalezny, to méwimy,
ze jest liniowo zalezny.



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

A={vi,...,vm}.
Woéwczas zbidr A jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vai,...,am € Flaivi+...+amvm =0 = a1 =a=...=a, =0|.



Przykfady:

1. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F3.

1 0 0
Woéwczas wektory e = [ 0 |, eo=| 1 [ ies=| 0 | sa
0 0 1

liniowo niezalezne.
Istotnie, ustalmy a1, ap, a3 € F i zatébzmy, ze

1 0 0 0
ai| 0| 4+af|l|4+a|0]|=]|0
0 0 1 0



Oznacza to, ze aj, as, a3 jest rozwigzaniem uktadu:

la; +0ay +0a3 =0
U:<¢0a;+1ar+0a3 =0
O0a; + 0ay +1a3 =0

Macierz wspétczynnikéw lewych stron réwnan uktadu U jest réwna
1 00
A=101 0|,
0 01

a jej wyznacznik det(A) = 1 # 0, a zatem wobec wzoréw Cramera
uktad ten ma dokfadnie jedno rozwigzanie a; = a» = a3 = 0.



2. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F3.

1 0 1
Woéwczas wektory e = | 0 |, ea=| 1 | ie1+e=1| 1
0 0 0
s liniowo zalezne.
Istotnie:
1 0 1 0
1 O|+1-]1]-1 1 (=10



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,Vm € V. Wektory vq,..., vy s3 liniowo zalezne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € {vi,..., vy} bedacy
kombinacja liniowg pozostatych.



Dowdd:

(=) : Zatézmy, ze vi,..., vm s3 liniowo zalezne.

Woéwczas istniejg skalary ai,...,am € F takie, ze
avi+ ...+ amvm = theta,

z ktérych przynajmniej jeden jest niezerowy.
Powiedzmy, ze a; # 0.
Wobec tego:



(<) : Zatézmy, ze jeden z wektordw, powiedzmy vy, jest
kombinacja liniowa va, ..., vpy:

vi=aWo + ...+ amVm-

Woéwczas 1-vi —apvo — ... — amVm = 0 oraz 1 # 0.



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
A C B C V. Wéwczas:

1. jesli A jest liniowo zalezny, to B jest liniowo zalezny;
2. jesli B jest liniowo niezalezny, to A jest liniowo niezalezny;

3. jesdli A jest liniowo zalezny, to istniejg wektory vi,..., vy, € A,
ktére sa liniowo zalezne.



Definicja:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech U < V.
Warstwg wektora v € V wzgledem podprzestrzeni U nazywamy
zbidr

v+U={v+w:we U}

Zbiér wszystkich warstw oznaczamy przez V//U.



Przyktad:

3. Rozwazmy ciato Z3 i przestrzen Zg.

B ARTA

jest podprzestrzenig przestrzeni Z%, za$ sama przestrzen Z%
sktada sie z nastepujacych wektoréw:

s - (213103
HiIRER!
HiBtR]






Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech U < V.

W zbiorze warstw V /U definiujemy dodawanie:
(v+U)+(w+U)=(v+w)+ U

oraz mnozenie przez skalar a € F:

a-(v+U)=(a-v)+ U.

Woéwczas (V /U, F,+,-) jest przestrzenia liniowa. Nazywamy ja
przestrzenia ilorazowg.



Przyktad:

4. Odwotujac sie do poprzedniego przykfadu, rozwazmy
przestrzen ilorazowa Z3/U = {U, Wy, Wh}, gdzie

o={[s][s]-[3]}
m{[3] LR B

Sprawdzamy, ze, na przyktad:

o= (29 (2]
(o[-



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech m,n € N i rozwazmy uktad réwnan o
wspdtczynnikach z ciata F:

ax1+ ...+ ainxn = b
anx1 + ...+ anpxp = b

amiX1 + ...+ amnXn = bm.

Niech ponadto Uy bedzie uktadem jednorodnym powstatym z U
przez zastgpienie prawych stron réwnan zerami:

ajixy+...+anxp =0
anxi+...+amx, =0

amiX1 + ...+ amnxn = 0.

Woéwczas zbidr rozwigzan Sol(U) jest warstwa podprzestrzeni
rozwigzan uktadu jednorodnego U = Sol(Up) w przestrzeni F".



Dowéd:

X1 7

Niech : oraz : beda rozwigzaniami uktadu /.
Xn Yn

Pokazemy, ze

X1 i X1 — 0N
— : = : elU= Sol(Z/lo).

Xn Yn Xn — Yn



Ustalmy i € {1,..., m}.
Wédwczas:

ajt(x1 — y1) + ain(x2 — y2) + ... + ain(xn — yn)
= (aiix1 + aipx2 + ...+ ainxn) — (ai1y1 + aioy2 + ... + ainyn)

= bj—b;j=0.
X1 7
Oznaczato,ze | : | €| : | +U.
Xn Yn
X1 n
Wobec dowolnosci | @ |, oznacza to, ze Sol(Ud) C | @ | + U.

Xn Yn



Dla dowodu drugiej inkluzji ustalmy

y1 4] n+az n

: + : = : c : + U, gdzie
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Ustalmy i € {1,..., m}.
Wéweczas:

ait(yi +2z1) +an(y2+2)+ ...+ ain(yn + zn)
(aiyr + ainy2 + ... + ainyn) + (ai1z1 + ainz2 + . . . + ainzn)
bi 4+ 0 = b;,
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