Algebra macierzy.



Definicja:

Macierzg nad ciatem F nazywamy prostokatna tablice elementéw
ciata F.

Zbidér macierzy o wymiarach m x n oznaczamy M/ (F).

Napis A = [ajj] oznacza, ze macierz A skfada sie z takich
elementéw, ze w i—tym wierszu i j—tej kolumnie znajduje sie aj;.
Macierze Ai B s3 réwne, gdy A, B € M](F) i jedli A= [a;],
B:[b,-j],toa,-j:b,-j, dal<i<m 1<j<n.



Sume macierzy A = [a;] | B = [bjj], A, B € M](F) definiujemy
jako macierz C = [¢;;] € M]J(F), gdzie ¢;j = aj; + bj;.

lloczyn macierzy A = [a;], A € M](F), przez skalar A € F
definiujemy jako macierz C = [¢;] € M[(F), gdzie ¢;j = X\ X aj;.
Macierz zerowg © definiujemy jako © = [0].



Uwaga:

W szczegdlnosci zauwazmy, ze dodawanie jest dziataniem
wewnetrznym w zbiorze macierzy, a mnozenie przez skalar jest

dziataniem zewnetrznym.



Przyktady:

1. Woprost z definicji dodawania macierzy nad ciatem R:

BRI ER T



1 2

2. Dodawanie [ 3 4

] + [ 5 6 | nie jest wykonalne.



3. Woprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R przez

skalar z ciata R:
5. 1 2 |2 4
3 4| |6 8|



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech A, B, C € M (F), niech A\, u € F.
Woéwczas:

1. (A+B)+ C=A+(B+ (0),
2. A+ B=B+A,

3. 0+ A=A

4. A+ (—A) =0,

5. (A4 p)A = AA+ A,

6. NM(A+ B) = A+ \B,

7. A(pA) = (M)A,

8. 1-A=A0-A=0,

9. je$li M A=0,toA=0Ilub A=0.



Uwaga:

W szczegblnosci zauwazamy, ze (M] (F),+) jest grupa
przemienng, w ktérej elementem neutralnym jest ©, a element
przeciwny do A to —A.



Mnozenie macierzy



Definicja:

lloczynem macierzy A = [a;] | B = [bj], gdzie A € M](F),
B € MJ'(F), nazywamy macierz C = [ci]|, C € MJ(F), dana

wzorem p
Cik = E djj bjk.
j=1

Oznaczamy C = A B.



Przyktady:

4. Woprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R:

1 2][5 6] [1.5+2.7 1-6+2-8] [19 22
3 4| |7 8| |3.5+4-7 3-6+4-8| |43 50|



1 2

5. Mnozenie [ 3 4

] .| 5 6 | nie jest wykonalne.



6. Mnozenie nie jest tez przemienne:

2] 13 415 o]

ale



5. W algebrze macierzy z dziataniem mnozenia istniejg dzielniki

zera “:”[}:”:[88]



Twierdzenie:

1. (AB)C = A(BC), dla A€ M(F), B € M2(F), C € M§(F).

2. MAB) = (M)B = A(AB), dla A€ MT(F), B € MI(F),
AeF.

3. (A+B)C=AC + BC, dla A, B € M”(F), C € M2(F).

4. D(A+ B) = DA+ DB, dla dla A, B € M™(F), D € M(F).



Definicja:
Macierz I, = [6;] € M](F), gdzie
1, gdy i =
5 :{ , gdy i =

0, gdy i1 #J

nazywamy macierzg identycznosciowa.
Macierz A € M](F) nazywamy odwracalng (lub nieosobliwg),
jezeli istnieje macierz B € M[(F) taka, ze

AB = BA = I,.

Macierz B nazywamy wéwczas macierzg odwrotng do A i
oznaczamy AL,



Whiosek:

W szczegdlnosci zauwazamy, ze (M](F),+, ) jest pierScieniem z
jedynka, ktéry nie musi by¢ przemienny.



Whniosek:

. Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.
- (AB)"' =B 1ALl dla A, B € M"(F).

AL =1LA=A dla Ae MJ(F).

S (AHY = A

B 0 NN =



Twierdzenie:

a b

c d
Wowczas A jest nieosobliwa oraz

1 d —b
-1 _ +
A _A[C a]'

Niech A = [ ] € MJ(F) i niech A = ad — bc # 0.



Dowod:

Bezposrednio sprawdzamy, ze

alfe S lal=lot)



Definicja:

Macierzami elementarnymi nazywamy macierze:
1. E;j € M](F), powstate z I, przez zamiane miejscami i—tego i
J—1tego wiersza;
2. Ei(\) € MJ(F), powstate z I, przez pomnozenie i—tego
wiersza przez A € F;

3. Ej(X) € MJ(F), powstate z I, przez dodanie do i—tego
wiersza j—tego wiersza pomnozonego przez A € F.



Operacjami elementarnymi na macierzy A € M](F) nazywamy
operacje polegajace na:

1. zamianie miejscami I—tego | J—tego wiersza;
2. pomnozeniu |—tego wiersza przez A € F;

3. dodaniu do /—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego
przez A € F.



Przyktad:

8. Sprawdzamy, ze na przykfad:

1 0 0] 1 0
Exs=|0 0 1|,E-1)=|0 -1
01 0 0 0 1
1 0 0 ]
Ex(—1)=|0 1 -1
00 1 |

Mozemy tez powiedziel, ze kazda z powyzszych macierzy
powstata z /3 przez zastosowanie odpowiedniej operacji
elementarne;.



Twierdzenie:

Macierz E - A, gdzie A € M](F),
E € {Ej, Ei(\), Ej(N\)} C M](F), powstaje z macierzy A przez
wykonanie odpowiedniej operacji elementarnej.



Dowod:

Niech A = [a;;] € M](F).
Pokazemy, dla przyktadu, ze macierz E;; - A powstaje z A przez

zamienienie miejscami /—tego i j—tego wiersza.
Istotnie:

1 0 0 0 a1 a2 ain a1 a2
0 1 0 0 a1 ax azn a1 ax
0 6 0 i
0 6 i 0

o0 oo

dln
aon

dnn



Przyktad:

9. Sprawdzamy, na przyktad, iz:

a b
g h

o)

0]
\.‘I\

Q 0¥




Whiosek:

Macierze elementarne s3 nieosobliwe oraz
~1
1. Eij = Ej;,
2 E7H V) = E(D).
“1(\) — F.(—
3. E,.j (A) = E;i(—=)).



Dowadd:

Wystarczy w poprzednim twierdzeniu w roli A wzia¢ Ej;, E;(\) i
Eii()\), odpowiednio.



Definicja:

Macierze Ai B, A, B € M](F), sa wierszowo réwnowazne, jesli
B mozna otrzymaé z A przez cigg operacji elementarnych na
wierszach.



Uwaga:

Macierze Ai B, A, B € M](F), sa wierszowo rownowazne wtedy i
tylko wtedy, gdy istniejg macierze elementarne Eq, ..., E, takie, ze

B=E -E_1-...-E-E-A



Twierdzenie:

Niech A bedzie macierza nieosobliwa, A € M(F). Wéwczas:
1. A jest wierszowo rownowazna macierzy /,,

2. A jest iloczynem macierzy elementarnych



Dowadd:

Wobec poprzedniej uwagi wystarczy oczywiscie udowodnic tylko
pierwszg czes¢ twierdzenia.

Niech A = [a;]] € M7(F) i zatézmy, ze istnieje macierz A~1, a
zatem taka, ze A1 A= 1,.



Rozwazmy ukfad réwnan:

)
aiixy + apxe + ...+ aipx, =0

ar1xi1 + axxo + ...+ aypx, =0

L 9n1X1 + amX2 + ...+ apnXn = 07

lub, rbwnowaznie, uzywajac notacji macierzowe;j:

X1 0
X2 0
A- =
Oczywiscie x;1 = xo = ... = x, = 0 jest jednym z rozwigzan uktadu

U.



Zauwazmy, ze w istocie jest to jedyne rozwigzanie, jesli bowiem

X1,...,Xp € F jest dowolnym rozwigzaniem, to wowczas:

_Xl_ _Xl_ _X1_ _O_ _O_
X2 X2 1 X2 1 0 0
/.| T | =A1.A. —A Ll | =
| Xn | | Xp | | Xn | 0 0

czyli xy =x0 =...=x, =0.

Tym samym ukfad U po sprowadzeniu do postaci diagonalnej

przybiera forme

10 ... 0 0]
0 1 0 0

00 ... 1 0
Ale sprowadzenie uktadu do postaci diagonalnej polega na

wykonaniu ciggu operacji elementarnych na wierszach macierzy A,
udowodniliSmy zatem, ze A jest wierszowo réwnowazna z /,,.



Twierdzenie:

Niech A € M](F) bedzie wierszowo réwnowazna macierzy I, (lub,
rbwnowaznie, niech bedzie iloczynem macierzy elementarnych).
Woéwczas A jest nieosobliwa i macierz A~ moze by¢ wyznaczona
przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych na /,,,
jakie zostaty wykonane na A aby otrzymac /,.



Dowod:

Niech A = El-EQ-...-Er.
Poniewaz kazda z macierzy Eq, E», ..., E, jest nieosobliwa, wiec
istnieja macierze E; ' E; ..., E7t oraz:

E-t..  E 'E['E\E ... E =1,

r

Jednoczeénie réwnoéé¢ E-1 ... E2_1E1_1 - A = I, oznacza, ze macierz
I, otrzymujemy przez kolejne zastosowanie operacji elementarnych
odpowiadajacych macierzom E-1, .. .. E2_1, El_1 na macierzy A,
zaé réwnoéé A~ = E-1 . E;YE; Y - |, oznacza, ze macierz A}
otrzymujemy przez kolejne zastosowanie operacji elementarnych
odpowiadajacych macierzom E-1, ..., E2_1, El_1 na macierzy /.



Przyktad:

10. Ostatnie twierdzenie dostarcza praktycznej metody
wyznaczania macierzy odwrotnych.
Przyktadowo wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy

A:“f]

Praktycznie jest “powiekszy¢"’ rozwazang macierz o macierz b
| wykonywac wszystkie operacje elementarne rownoczesnie na
obydwu macierzach, sprowadzajac macierz A do macierzy b |
jednoczeénie macierz I do macierzy A= 1:



—



Wyznaczniki



Definicja:

Niech A € M](F) i niech A;; oznacza macierz powstaty z A przez
skreslenie 1—tego wiersza i j—tej kolumny.

Wyznacznik macierz A definiujemy indukcyjnie w oparciu o
rozwiniecie Laplace’a wzdfuz pierwszego wiersza macierzy A:

> det([a11]) = a11;
> det(A) = a11 det(A11) — a1? det(Alg) +...+ (_1)1—|—n det(Aln).

Zamiast det(A) piszemy tez |A|.
Pojawiajace sie w definicji wyznaczniki det(A;;) nazywamy
minorami macierzy A.



Przyktad:

1. Niech A = [ a1 912 ]
d21 a2

Wéwczas:
det(A) = 311422 — a12a721.



2. Niech A =

Wédwczas:

ailr  ai2
dar1 a2
d31 432
det(A)

d13
d23
d33

= aj1(axasz — axzas)
— aio(ar1a33 — a»3aszi)

+ a13(a1a32 — axasy).



Wzér ten stosunkowo tatwo jest zapamietac stosujgc schemat
Sarrusa:

Powiekszamy macierz A jeszcze raz przepisujac jej dwie pierwsze
kolumny:

dil1 d12 di3 4di1 412
d21 d22 d23 d21 422
d3]1 d32 d33 4d31 4d32




Nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wszystkich tréjek czynnikow
lezacych na przekatnych biegnacych z lewego gornego do prawego
dolnego rogu oraz odejmujemy iloczyny trojek z przekatnych
biegnacych od prawego gérnego rogu do lewego dolnego:

\%,}{/
/%1){\

| w rezultacie otrzymujemy:

det(A) = ai1a22a33 + 312323331 + 313321332

— d13d22d31 — d11d234d32 — d124d214d33-



Widzimy, ze obliczanie wyznacznikow wprost z definicji jest mato
ekonomiczne z obliczeniowego punktu widzenia:

» obliczenie wyznacznika macierzy stopnia 3 wymaga obliczenia
3 wyznacznikédw macierzy stopnia 2,

» obliczenie macierzy stopnia 4 wymaga obliczenia 4
wyznacznikdw macierzy stopnia 3, a zatem 12 wyznacznikow
macierzy stopnia 2 itd.

W praktyce wyznaczniki obliczamy stosujgc odpowiednie operacje
elementarne na wierszach i kolumnach macierzy.



Twierdzenie o wyznaczniku macierzy trdjkatnej:

Niech A = [a;] € M](F) bedzie macierzy tréjkatng, a zatem taka,
ze a;; = 0, gdy 1 <.
Woéwczas

det(A) = a11-ax ... ann.



Dowod:

Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n = 1 teza jest oczywista.

Zatézmy, ze A = [aj;] € M](F) jest macierzy tréjkatng i ze
wyznacznik kazdej macierzy tréjkatnej stopnia n —1 > 1 réwny
jest iloczynowi wspotrzednych na gtéwnej przekatne.



Wdwczas:

di1l 0 0 ce 0 0
d21 a2 0 ce 0 0
det(A) =
dnl dn2 dn3 ... dnn-1 dnn
doo 0 ce 0 0
— a1 - : : : :
dn2 dn3 ... dpnp-1 dnn
— 0-det(A12) + ...+ (—=1)""10 - det(A1,)
= 311°a2 ... ann

wobec zatozenia indukcyjnego.



Twierdzenie o wyznaczniku macierzy klatkowej:

Niech A = [a;] € M](F), B = [b;j] € MJ(F), C = [c;ij] € M](F) i
D = [di] € M (F).
Niech ponadto

dij gdy I < na.j < n,
I,j—n>s d . S 9 . > 9
E:[AC]:[GU],gdZieeij:<Cd gyl n./. "
D ‘ B di—n,j7 gdy I > na./ S n7
\bi—n,j—na gdy > na.j > Nn.
Wobwczas:
Al©
1. 5T B | = det(A) - det(B),
Al C mn
2. blo|= (—1)™ det(C) - det(D).




Dowod:

Udowodnimy cze$¢ (1), dowdd czesci (2) jest analogiczny i
pozostawimy go jako ¢wiczenie.

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n =1 i dowolnego m:

diil 0 0 0 0
A ‘ e dii bin b2 ... bim-1 bim
Alo] |4 b b b
dml bml bm2 S bm,m—l bmm

= ajy -det(B) = det(A) - det(B).




Zatbézmy, ze dowodzony rezultat jest prawdziwy dla dowolnej liczby
naturalnef moraz n—1 > 1.

Niech A = [a;] € M](F), B = [bjj] € MJI(F), D = |d;j] € M]"(F)
| niech D; oznacza macierz powstatg z D przez wykreslenie j—te;
kolumny.

Wowczas:

Aij | ©

2

Al®© - -
‘ DB |:Z(—1)”’3u
=1



Poniewaz Ajp; jest macierzg stopnia n — 1, wigc wobec zatozenia
indukcyjnego:

‘ A1y | © ':det(Alj)det(B),
i | B
a stad:
A‘@ _ - 1+j.A1j‘@
J=1 /
= ) (—1)"7ayj det(Ay)) det(B)
j=1

En:(—l)”falj det(Ay;) | - det(B) = det(A) - det(B).
j=1



Twierdzenie o wyznaczniku macierzy transponowanej:

Niech A = [a;] € M7(F) i niech AT = [b;j] € M7(F) bedzie
macierzg transponowang do A, czyli zdefiniowang wzorem
b,'j = djj.
Wodwczas

det(A) = det(A7).



Dowod:

Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, gdyz wéwczas A = AT.
Dla n = 2 twierdzenie wynika wprost ze wzréw podanych w
Przyktadzie (1).

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n—1 > 2.



Niech A = [a;;] € M](F), niech A; x.;; oznacza macierz powstata z
A przez wykreslenie wierszy o wskaznikach i oraz k, a nastepnie
kolumn o wskaznikach j oraz /.

Woéwczas:

n

> (—1)"ayjdet(Ayj) = ) (—1)"ay; det(A]))
j=2 j=2

=2

D (—1)"Hay (Z(—1)2+iai1 det(Al,i;l,j)>
j=2

n
= Z(—l)’+f+131jai1 det(Ay,i1,5).
jj=2



Podobnie:

Z( 1) a1 det((AT)1)) Z( 1)1+ a;1 det(Air)

n

D (=D an | > (—1)*ay det(Ay i)
=2

j=2

n
= ) (—1)"ayaj det(Ayi1y).
ij=2



Wobec tego:

det(A) = i(—l)“faudet(%\u)
j=1

— Z(—l)lHaU det(A1j) + a11 det(A11)
j=2

— Z(—1)1+iail det((A")1;) + a1 det((A7)11)

— Zn:(—l)1+iai1 det((AT)li) — det(AT).



Twierdzenie o liniowosci wyznacznika:

Niech A = [a;;] € M](F).
Oznaczmy ﬁ,‘ = [ dj1

T
A= :
| B _
Niech ponadto A\, u € F oraz ﬁ,’- = [ af-l
Wodwczas
oy ([
Bi-1 Bi—1
det ABi + us; = Adet i
6,’4_1 6i-|—
\|" 3, |/ \ 5.

+pdet

Ain ] dla i€ {1,...,n}, tak aby

B1 ]

Bi—1

I

Bit1

i




Dowod:

Dowdéd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n =1 teza jest oczywista.

Zatbézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wyznacznikédw macierzy
stopnia n—1 > 1.

Jezeli i > 1, to teza wynika wprost z zatozenia indukcyjnego i
definicji wyznacznika.



Zatozmy wiec, ze | = 1.

Wodwczas:

(

det

gdzie A =

- A\G1+ pfy

2

A

Bn

j=1

- A\B1+ pfy

/

2

Bn

— Z(—1)1+j()\alj - ,ua’lj) det(Ay))
j=1

—1)"ay;det(Ay) + p Y (—1)"a); det(Ay)),

j=1



Poniewaz Ay; =

n

Z(—1)1+jalj det(A;j) = det

j=1

oraz

n

Z(—1)1+ja’1j det(Ay;) = det

Jj=1

oraz Alj =

co konczy dowdd twierdzenia.

wiec
1
B
S \
Y




Whiosek:

Niech A = [a;;] € M](F). Oznaczmy:

alj
aJ: ,dlaJE{l,,n},
| 9nj _
tak aby A= | ag ‘ ‘ ap |. Niech ponadto A, u € F oraz
_allj_
ozj-: :
A
Woéwczas:
det ([ o1 |- | ejoa | Aaj+paf | aja | o | g ])
= Met([o1|... | ojo1 | [ ajpa |- | an ])
+ udet([al‘...‘aj_l‘aj’- g1 | --- | an |).



Whiosek o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi
typu 2:

Niech A = [a;] € M](F).
1. Jezeli w macierzy A pomnozymy /—ty wiersz przez A € F, to

wyznacznik det(A) réwniez nalezy pomnozy¢ przez A € F.

2. Jezeli w macierzy A pomnozymy j—t3 kolumne przez A € F,
to wyznacznik det(A) réowniez nalezy pomnozy¢ przez A € F.



Twierdzenie:

Niech A = [a;;] € M](F).
Oznaczmy 3; = [ ail ... ain ] dla i€ {1,...,n}, tak aby

h

n

Jezeli B; = Bk, dla pewnych i, k € {1,...,n}, i # k, to wdwczas
det(A) = 0.



Dowod:

Mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze 1 < k.

Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Jezeli n=2,to i =1 oraz k = 2 i dowodzony wzoér wynika wprost
ze wzoru na wyznacznik macierzy stopnia 2.

Zatozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy stopnia
n—12>2.

Jezeli 1 > 1 to teza wynika wprost z zatozenia indukcyjnego i
definicji wyznacznika.



Zatozmy wiec, ze | = 1.
Mozemy réwniez zatozyé, ze k = 2, jezeli bowiem k > 2, to na
mocy udowodnionej juz czesci twierdzenia:

det

[

P

B2 + Bk

5/;—1

B2 + Bk

Brk+1

5

)

= 0, det

(

B 7
B

Br—1
52

Brk+1

B .

)

= 0, det

B1
Bk

Br—1
Bk

Bk+1

B .



det

_I_

51

B2 + Bk

ﬁk.—l

B2 + Bk

Bk+1

det

5

i

Bk

A

Y

B1

Br—1

52

Bk+1

B

— det

+ det

T

Wobec Twierdzenia o liniowosci wyznacznika:

T

! _\

p

Br—1
B2

Bk+1

5

(_51_

Bk

Br—1
Bk

Brk+1

==

+ det

-5

P2

Br—1
Bk

Bk+1

B




skad

(==

. Bk—1
det(A) = —det 5

Bk+1

\[" 5 1/

| tym samym wystarczy rozwazac przypadek / = 1 oraz k = 2.




Oznaczmy przez Aj 2.+ macierz powstaty z A przez skreslenie
dwdch pierwszych wierszy oraz kolumn o wskaznikach s i t.
Woéwczas:

det(A) = zn:(—l)1+j31j det(Ay;)
j=1

n Jj—1
— Z(—1)1+j31j |:<Z(—1)1+5325 det(A1,2;s,j)>

j=1 s=1

n

+ Z (—1)5325 det(A1,2;j,s)

s=j+1 i
n Jj—1
= > (-1)ay KZ(1)1+5a15det(A1,2;5,j))
j=1 s=1

n

+ [ ) (—1)%arsdet(A 5;6)
s=j+1




a11d12 det(A172;1)2) + ...+ (—1)”31181,, det(A]_72;]_7n)
aipair det(A1212) + ...+ (—1)"apa1pdet(A12:2.5)

(—1)”31,,311 det(ALQ;l,n) 4+ ...+ d1nd1,n—1 det(ALQ;n_l,n) = 0.



Whniosek:

Niech A = [a;;] € M]/(F). Oznaczmy:

alj
oj = ,dIajE{l,...,n},
| dnj |
tak aby A = [ o1 ‘ ‘ o } Jezeli aj = ay, dla pewnych

i,k €{l,...,n}, i # k, to wéwczas det(A) = 0.



Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 1:

Niech A= [aj] € MJ(F), Bi=| ain ... ain |, A=

(2|
5/'.—1
Bk
Bit
Woéwczas det(A) = — det ;
Bk—

/

Bk+1




Dowod:

51

5:'-—1

Bi + B

Bit1

Rozwazmy macierz B =

5k.—1

Bi + Bk

Br+1

5




Wobec Twierdzenia o liniowosci wyznacznika det(B) = 0.
Ponadto:

det B = det(A)

_|_

det

i

5,'.—1
Bk
5i+1

5k 1
Bi

Brk+1

P

B ]

+ det

o

ﬁi.—l
Bk
Bit1

ﬁk.—l
Bk

Bk+1

L O

+ det

o

5,
bi
ﬁl—i—l

5k 1
Bi

Bk+1

P




= det(A) + det

5i.—1
Bk
Bit1

Bk
Bi

Brk+1

1




Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 1:

Niech A = [a;] € M](F). Oznaczmy:

o
Qj = ,dIajE{l,...,n},
| 9nj
tak aby A= | ag ‘ ...‘oz,, |. Wéwczas

|A|:—| al‘...‘a;_l‘@k‘aiﬂ‘...‘ozk_l‘a;‘akﬂ‘...‘an ‘



Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 3:

Niech A = [a;] € M](F).

Oznaczmy B; = | aj1 ... ajn |, dlaie{1,...,n}, tak aby
e
A=|
| Bn
Niech A € F.
Wowczas:

-

5

det(A) = det

Bk + AB;

5




Dowadd:

Wystarczy zauwazyc, ze:

det

n

|

P

Bi

Bk + ABi

5

— det

+ A det

= det(A).



Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 3:

Niech A = [a;;] € M](F). Oznaczmy:

dij
ajf = : , dlaje{l,...,n},
| 9nj _
tak aby A= | ag ‘ ...‘oz,, |. Wéwczas

det(A):—det([ a1 ‘ ...‘oz,- ‘ ...‘oqut)\oz,- ‘ ...‘an ])



Przyktady:

3. Twierdzenie o wyznaczniku macierzy trojkatnej wraz z
wnioskami o zwigzkach z operacjami elementarnymi daja
praktyczng metode obliczania wyznacznikdéw: najpierw
sprowadzamy dang macierz przez cigg operacji elementarnych
do macierzy trojkatnej, a nastepnie mnozymy wyrazy na
gtéwnej przekatnej.

Dla przykfadu obliczymy wyznacznik macierzy

=N W =
_ O VB
WKL BN
DN OC1 =




Mamy kolejno:

det(A)

(—2)

O O O = _ d W0 =

O O O =

_ O = =

WKL BN

BN O =

Wo — 3W1
W3 — 7W1
Wqg — W1

W3 + W»p



lT

N <

= =

eV

Vg

— O |_|
.

X<

oY

X<

XN |

— T
™

| A\

— O O
o O O

wa + 13ws

—6

—12

30
2:-1-1-1-30=1060




Whiosek:

Niech A = [a;;] € M](F). Wéwczas det(A) # 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy macierz A jest elementarnie rownowazna macierzy /,,.



Podamy teraz trzy wazne rezultaty teoretyczne:

» uogollnienie drugiej czesci definicji wyznacznika (twierdzenie
Laplace'a),

» zwigzek z uktadami réwnan (twierdzenie Cramera)

> i zwigzek z mnozeniem macierzy (twierdzenie Cauchy’ego).



Rozwiniecie Laplace’a:

Niech A = [a;;] € M]/(F) i niech Aj; oznacza macierz powstatg z A
przez skreslenie i—tego wiersza | j—tej kolumny. Wéwczas

det(A) = ) (—1)""a;det(A;), dla dowolnych i € {1,...,n},
j=1

det(A) = ) (—1)""aj;det(A;), dla dowolnych j € {1,...,n}.
=1



Dowadd:

Udowodnimy pierwsza czesSC twierdzenia, dowdd drugiej czesci
bedzie wynikat wprost z Twierdzenia o wyznaczniku macierzy

transponowanej.
Oznaczmy (; = [ a1 ... ain ] dlaie€{l,...,n}, tak aby

-
A=

n

Jesli 1 = 1 to teza twierdzenia wynika wprost z definicji
wyznacznika.



Latdbzmy, ze | # 1.
Niech:
-
b

A= Bi1
Bit

n

Wéwczas Aj; = A’lj oraz, stosujac kolejno i — 1 razy Whniosek o
zwigzku z operacjami elementarnymi typu 1

det(A") = (—1)" "1 det(A).



Stad:
de
t(A) = (—=1)"1det(A)
= (_1)"—12(—1)”13,--(1 t(Al)
| < j A€ Ay

— Z(—l)i+ja;j det(A,-j).

j=1



Wzory Cramera:

Rozwazmy ukfad réwnan:

,
aiix1 + ...+ aipxn = by
azx1x1 + ...+ apXn = bo

(@n1X1 + ... T dppXn = b,.

Niech A = [a;;] € M](F) bedzie macierza wspétczynnikéw lewych
stron rownan ukfadu U | oznaczmy przez A; macierz powstatg z A
przez zastapienie j—tej kolumny kolumna wyrazéw wolnych.
Wowczas uktad &/ ma dokfadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko

wtedy, gdy det(A) # 0 i wyraza sie ono wzorami

~ det(A1)  det(Ay) ~ det(Ap)
~ det(A) 2T det(A) " T det(A)

X1



Dowod:

Wyznacznik det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest
elementarnie rbwnowazna macierzy /,, a to z kolei ma miejsce

wtedy I tylko wtedy, gdy uktad &/ ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Pozostaje udowodnié, ze

det(A;) det(A;) det(A,)
i - n = b;,
det(A) P2 det(A) T T I det(A)

dlaie{1,...,n}.

di1




Wobec wzordéw Laplace’a

det(A;) = Y (1) bidet(Ay), dlaj € {1,...,n},

i=1
a wobec tego
Z ajdet(A;) = Z Z a;ii(—1) " b; det(A;)
j=1 j=1 i=1

= ) bi [ ) (—1)ajdet(A)
i=1 j=1

ci det(A).



Twierdzenie Cauchy’ego:

Niech A, B € M](F). Wéwczas det(A - B) = det(A) - det(B).



Dowod:

Niech

[ A]®
c= [ te )

Wobec twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowe;j:
det(C) = det(A) - det(B).

Niech C’ oznacza macierz powstaty przez dodanie do (n + j)—tej
kolumny macierzy C, dla j € {1,...,n}, kolumne pierwsza
pomnozong przez byj, kolumne druga pomnozong przez byj, .. .,
kolumne n—t3 pomnozong przez by;.

Woéwczas det(C) = det(C’) i fatwo spostrzec, ze

, [ A |AB
A




Z drugiej strony

det(C') = (—1)" det(AB)det(—1) = (—=1)" (—1)" det(AB) = det(AB),

gdyz dla dowolnej liczby catkowitej n® + n jest liczba parzysta.



