|lzomorfizmy
algebr



Przyktady:

1. Dziatania w grupach czesto wygodnie jest zapisywac w
tabelkach Cayleya.
Na przyktad tabelka dziatan w grupie (ZZ, ®s5) wyglada

nastepujaco:
e (| 1]213]4
1 (1123 ]|4
2 [|2(4]1]3
3 (13[1]4]2
4 1413121




2. W naszych rozwazaniach nie bedziemy ograniczac sie tylko do
przyktadow grup liczbowych.
Jako przyktad grupy "nieliczbowej” rozwazmy tak zwang
grupe symetryczna.

Niech n € N i oznaczmy przez S(n) zbiér wszystkich bijekcji
zbioru {1,...,n} na samego siebie.



Na przyktad dla n = 3 elementy zbioru 5(3) to nastepujace funkcje,
ktére, dla wygody oznaczen, zdefiniujemy za pomoca tabelek:

ids:

5.

X 11213
id3 (X) 1123

X 11213
i (X) 31112

X 1 3
52 (X) 3 1

O1.

S53.

X 11213
tl(X) 21311

X 11213
51(X) 1|32

X 11213
S3(X) 21113 |

Tym samym 5(3) = {id3, 01, 02, 51, %2, S3 -




W zbiorze S(n) definiujemy dziatanie o wzorem

fog(x)="f(g(x)), dlaxe{l,...,n}.

Okazuje sig, ze algebra (S(n), o) jest grupa.

Na przykfad tabelka dziatan w grupie S(3) wyglada nastepujaco:

Widzimy, ze jest to przyktad grupy nieprzemiennej: s; 0 01 = sy, ale

01 © 51 = S3.

O I'd3 01 0)9) 51 52 53
I'd3 I'd3 01 (0, 51 52 53
0O1 0O1 (0] I d3 Y 53 51
(0) (0,) I d3 01 S3 51 )
51 51 53 Y I d3 (0) 01
52 )) 51 S3 01 I'd3 (0]
53 53 )Y 51 (0,9 01 I'd3




3. Innym przyktadem grupy "nieliczbowej” jest grupa izometrii
wtasnych n-kata foremnego, ktérg bedziemy oznaczaé przez
D(n).

Na przyktad dla n = 3 grupa D(3) sktada sie z nastepujacych
izometrii tréjkata réwnobocznego:



/ D3 . 1 2
identycznosc
3
~
"/
02 . 1 2

obrét o 240°

52 : 1 2

symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej

przez wierzchotek 2

Or :

NS
1 2

obrét o 120°
3

symetria wzgledem
symetralne) przechodzace]

przez wierzchotek 1
3

1 2
symetria wzgledem
symetralnej przechodzacej

przez wierzchotek 3



Dziataniem grupowym jest skfadanie izometrii.
Na przykfad tabelka dziatan w grupie D(3) wyglada nastepujaco:

o | ID3| O | O | 51| S5 | S5
IDs || ID3 | O1 | O | 51 | S5 | 53
01 01 02 / D3 52 53 51

Tak jak w poprzednim przyktadzie, grupy D(n) nie s3 przemienne.



Definicja:

Niech (Gi,*1) i (Go,*2) bedg grupami. Funkcje f : G — G
nazywamy izomorfizmem grup, jezeli jest bijekcja i spetniony jest
warunek

Vx,y € Gi[f(x x1y) = f(x) *2 f(y)].

Jezeli istnieje izomorfizm f : G — Gy, to grupy Gy i Go nazywamy
izomorficznymi, co oznaczamy przez G; = Go.



Przyktad:

4. Grupy S(3) i D(3) sa izomorficzne.
Istotnie, rozwazmy funkcje f : S(3) — D(3), ktéra, dla
wygody oznaczen, zdefiniujemy tabelka jako:

O I'd3 01 (0,9 51 52 53
flo) || ID3 | O1 | O | S1 | S2 | S3 |
Oczywiscie jest to bijekcja.

Poréwnujac tabelki dziatan w S(3) i D(3) widzimy, ze jest to
tez izomorfizm grup.




Definicja:

Niech (R1,+1,:1) i (R2,+2,2) beda pierscieniami. Funkcje
f : Ri — R nazywamy izomorfizmem pierscieni, jezeli jest
bijekcja | speftnione s3 warunki:

> Vx,y € Ri[f(x +1y) = f(x) +2 f(y)],

> Vx,y € Ri[f(x-1y) =1(x)2f(y)].

> f(1R1) = 1g,,
gdzie 1g, oznacza jedynke pierscienia R1, a 1g, jedynke pierscienia
R>. Jezeli istnieje izomorfizm f : R; — R», to pierscienie R1 i Ry
nazywamy izomorficznymi, co oznaczamy przez R; = R;.



Definicja:

Niech (F1,+1,-1) i (F2,+2,2) beda ciatami. Funkcje f : Ry — R»
nazywamy izomorfizmem ciat, jezeli jest bijekcjg i spetnione s3
warunki:

> Vx,y € F[f(x +1y) = f(x) +2 f(y)],

> Vx,y € F[f(x-1y) =1f(x) 2 f(y)],

> f(1r) =15,
gdzie 1r, oznacza jedynke ciata Fi, a 1f, jedynke ciata Fp. Jezeli
Istnieje izomorfizm f : [ — F5, to ciata F1 i F> nazywamy
izomorficznymi, co oznaczamy przez F; = F».



Ciato liczb

zespolonych



Twierdzenie:

Niech C = R?. W zbiorze C okre$lamy dodawanie:
(a,b) + (¢c,d)=(a+c,b+d)
oraz mnozenie:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Woéweczas (C, +, -) jest ciatem, w ktérym elementem neutralnym
dodawania jest (0,0), a elementem neutralnym mnozenia jest

(1,0).



Dowad:

Pokazemy dla przykfadu, ze kazdy # (0,0) element ma element
odwrotny wzgledem mnozenia.

Niech (0,0) # (a, b) € C.

Rozwazmy element:

Wédwczas

a b 2>+ b%> ab— ab
(3, ) <32—|—b2’ a2+b2> <a2+b2’az—|—b2> (1,0)




Definicja:

Ciato (C, +, ) nazywamy ciatem liczb zespolonych.

/Zwyczajowo piszemy a + ib zamiast (a, b) oraz a zamiast (a, 0).
Liczbe a nazywamy czesScig rzeczywista liczby a + b/ | oznaczamy
R(a+ bi).

Liczbe b nazywamy czescig urojona liczby a + bi i oznaczamy
3(a + bi).



Przyktady:

1. Sprawdzamy, ze:
(1—i)+ (4+7i)=5+6i,
(-143i)-(2—5i) =
((=1)-2—=3-(=5)+((—1)-(=5)+3-2)i =13 4 11/,

_ f . o\ — . _ 3 10
21++5? = (—1+4+3/)-(2+5/) 1:(—14—3/)-(234—29/)—@.




2. Podobnie sprawdzamy, ze /- i = —1.



Uwaga:

Poniewaz, jak zauwazylisSmy, / - i = —1, intuicyjnie przyjmujemy

VoI=1i



Definicja:

Niech z =a+ bi € C.
Liczbg sprzezong z liczba z nazywamy liczbe Z = a — bi.



Przyktad:

3. Woprost z definicji widzimy, ze 1 +2/ =1 — 2/.



Twierdzenie:

Niech z, w € C. Wéwczas:




Dowadd:

Pokazemy dla przyktadu wtasno$é (4).
Niech z=a-+ bi, w =c+ di.

Woébwczas
z a+bi (at+bi)(c—d) ca+bd+ cb—adl_
w c+d c? + d? 2 4d?2 0 24 d27
skad

ca+bd «c¢cb— ad,

Z

w_ 2+d? 21d?

Z drugiej strony

a—bi  (a—bi)(c+di) ca+bd cb—ad.

c—di c? + d? 24 (2 c2+d21'

z
w



Definicja:

Niech z =a+ bi € C.
Wartoscia bezwzgledna (albo moduftem) liczby z nazywamy
liczbe rzeczywista |z| = Va2 + b2.




Przyktad:

4. Whprost z definicji widzimy, ze |3 + 4i| = /3% + 42 = 5.



Twierdzenie:

Niech z, w € C. Wéwczas:
1. |z— w| = odlegto$¢ miedzy punktami z i w,

2. |z-w|=|z| - |w|,

3. |z]°=z-zZ.



Dowadd:

Niech z=a-+ bi, w =c+ di.
1. Woprost z definicji modutu:

z—wl|=(a—c)+(b—d)i| = /(a— )2+ (b—d)2

co, z kolel, jest dokfadnie rowne odlegtosci miedzy punktami o
wspoétrzednych (a, b) i (¢, d).



2. Podobnie jak w punkcie (1) otrzymujemy:

|z w| = |(ac — bd) + (ad + bc)i|

— /a2c2 — 2abed + b2d? + a2d2 + 2abcd + b2c2
— \/32(C2 + d2) + b2(C2 + d2)
— a2+ b2 /24 d?

= |z|-|w].




3. Podobnie jak w poprzednich punktach:

zP=a*+b*=(a+bi)-(a—bi)=2z-Z



Definicja:

Niech z = a+ bi € C.
Niech (r, ) beda takimi liczbami, ze a = rcos ¢, b = rsin ¢:

z=(a,b)

a

(tj. niech (r,®)) beda wspdtrzednymi biegunowymi punktu (a, b)),
a wiec niech

Z = rcos ¢+ irsin¢ = r(cos ¢ + isin ).



Przedstawienie to nazywamy postacig trygonometryczng z.
Kat skierowany ¢ nazywamy argumentem z i oznaczamy arg(z).
Kat skierowany 6 € [0, 27) taki, ze

cosf) = cosarg(z) i sinf = sinarg(z)

nazywamy argumentem gtéwnym liczby z i oznaczamy Arg(z).



Przyktady:

5. Rozwazmy liczbe z =1 + 1/, czyli punkt o wspdtrzednych
(1,1) na ptaszczyznie zespolonej:

z=(1,1)

V2,

T/4

1

Z rysunku tatwo odczytujemy, ze r = V2, zaé przykfadowa
wartos¢ kata ¢ to 7.



W szczeg6lnodci argument gtéwny liczby z =1 + i to Arg(z) = 7.

Argumentami arg(z) tej liczby moga tez by¢, na przyktad, liczby
9{, 11”, 22“ itd. jako ze

T - Or 17 257
sIn — = SiIn — = SIn —— = Sin ——
4 4
| rOwnoczesnie
T O 177 257
COS — = COS — = COS —— = COS ——.
4 4 4

Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby
z=1+41to

0 0
z:\@(cos%—kisin%) :\/i(cos%—kisin%) = ...



6. Rozwazmy liczbe z = v/3 — i, czyli punkt o wspétrzednych
(v/3,—1) na ptaszczyznie zespolonej:

117/6 V9

z:(\/ST-J)

Z rysunku fatwo odczytujemy, ze r = 2, zas przyktadowa

9y 117
wartosC kata ¢ to =¢-.



W szczegdlnoéci argument gtéwny liczby z = /3 — i to
Arg(z) = B-.

Argumentami arg(z) tej liczby moga tez by¢, na przyktad, liczby

237 35w 47w - . :
= T6 1 6 itd. jako ze

11 237 357 AT
sin —— = sSiIn —— = SIn —— = SIn ——
§) §) §)
| rOwnoczesnie
coc 117 ~ cos 237 ~ cos 357 ~ cos A7
6 6 6 6

Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby

z=1+/3—1ito

= 2 11/N—I—"nll—w = 2 c0523—7r—|—isin23—7T —
zZ = COS 6 I Sl 6 = ; 6 = ...



Twierdzenie:

Niech z; = ri(cos ¢1 + isin¢1), zo = ra(cos ¢ + isin¢y) € C.
Woédwczas:

1. z120 = r1r2[cos(¢1 + ¢2) =+ iSin(¢1 + ¢2)'

> A _n

- 2= decos(p1 — ¢2) + isin(¢1 — ¢2)], o ile 2 # 0,

3. Zil — %(cos ¢$1 — isingy), o ile zp # 0.



Dowod:

Wzory te wynikaja wprost ze wzoréw na sumy i réznice funkgji
trygonometrycznych znane ze szkoty Sredniej.
Udowodnimy dla przyktadu wtasnos¢ (1):

rir2[(cos ¢1 + i sin ¢1)(cos o + isin ¢o)]
r1 r2[(cos ¢1 cos ¢ — sin ¢ sin ¢2)]

+ i(cos ¢1 sin ¢ + sin ¢1 cos @2 )]
rir[cos(op1 + @2) + isin(o1 + ¢2)].

2122



Przyktad:

7. Rozwazmy postaé trygonometryczna liczby (1 + i)(+v/3 — i).
W poprzednich przyktadach sprawdzilismy, ze

T T
1 _ 2( m .. _)
+ \fcos4+/sm4

oraz . .
\/§—i:2(cosTﬁ+isinTﬂ>.

Wobec tego postaé trygonometrzyczna liczby (1 + i)(v/3 — i)

to:
25 25
2v/2(cos 1—; + isin 1—; :



Zauwazmy przy tym, ze

257 2477 T

S e T B
2 - 12 "1 7T+12
wobec czego
247 osﬂ oraz < 247 snw
—— = COS — Or n—— =sin —
COS Ty TS e s T, 12

i liczbe (1 + i)(+v/3 — i) mozemy tez zapisa¢ jako

(1+)(V3—1i)= 2\/_(cos— —|—/S|n17T—2)



Tym samym postugujac sie postacig trygonometryczng liczb
zespolonych mozemy wyznaczy¢ doktadne wartosci funkgji

trvgonometrycznych kata . Istotnie:
Y& ycZny ala 715

(1+)(V3-i) = (V3+1)+(V3-1)i
2\/§<\/§—|—1+\/§—1.>

B 22 V2
:2ﬁ<ﬁjﬂ+ﬁ;ﬂg’

Co po porownaniu z postacig trygonometryczng liczby

(1+1)(v/3—1) daje
T V6+42 T _V6—-v2

COS o = 1 oraz sin o = 1




Whiosek (wzory de Moivre’a):

Niech z = r(cos ¢ + isin¢) € C, niech n € N.
Woéweczas z" = r"(cos n¢ + isin ng).



Przyktad:

8. Przy pomocy wzoréw de Moivre'a potegowanie potrafi by¢

naprawde szybkie.
Obliczmy dla przykfadu (1 + i)10.
SprawdziliSmy juz, ze

78 78
Lo 2( m _)
+ 1 \/_cos4+/sm4

Wobec tego

10m . . ].Oﬂ')

(1+ i)lo = 32 (COST + 1sIn e



Ale z drugiej strony

107 B 3w 27 o T
4 4 T4 Ty
| wobec tego
107 T . 107 .
COS —— = COS — 0Oraz Sin —— = Sin —
4 2 4 2

i liczbe (1 + )% mozemy zapisaé jako

(14 1)1 = 32 (cosg + isin g) — 32(0 + 17) = 32i.



Twierdzenie:

Niech z = r(cos ¢ + isin ¢) € C, niech n € N.
Wowczas z ma n réznych pierwiastkdw stopnia n danych wzorem

n n

2k 2k
Wk:\”/7<cos¢+ 7T—l—isinqb_i_ 7T>,

gdzie k € {0,1,...,n—1}.



Dowadd:

Niech w € C bedzie taka liczba, ze w" = z i niech
w = s(cos 6 + isinf).

Woéweczas s"(cos nf + isin nf) = r(cos ¢ + isin¢), skad s = /r
oraz
cos nfl = cos @ i sin nf = sin ¢.

Tym samym, wobec okresowosci funkcji cos i sin

nd = ¢ + 2k, dla k € N,

a wiec 0 = O+2kT 413 k € N.

n



Zauwazmy jednak, ze dla k > n:

Q5+2k7r_q5+2(n+€)7r_q5+2n7r+2€7r_2 +q/)+2€7r
n n B n - n
skad
¢ + 2km dp+2m . . ¢p+2km . ¢+ 2Unm
cos — COoS | sin = sin .
n n n n

Wobec tego otrzymujemy tylko n réznych liczb i wystarczy
rozpatrywaé¢ k € {0,...,n—1}.



Przyktad:

9. Wyznaczymy wszystkie pierwiastki stopnia 6 z liczby —2.
Sprawdzamy, ze

—2=2(—1+0/) =2(cosm + isinm).

Wobec tego pierwiastki stopnia 6 z —2 wyrazg sie
nastepujacymi wzorami:

wo = /2 (cos — 4+ /sIn —) < /%)

wy = \675<C053%—|—ISI 3%T>:\6/§<cosg—i—/smg)

V2 (04 i1) = V2i



W2

\6/5 (COS% + /sin 5%)

\6/5 [cos (7’(‘ — %) + /sin (
\%(—cos% + 7sin %) —
\6/5 (cos7?7T + /sin %T)

\6/§[cos (W—k%) +isin(

7.(.
7"'__

6
d

-
™+ —

6

)

V3

___|_,'_

2

)

1
2

)



\6/5 (cos 9% + /sIn 9%)

V2 [cos (27 + ) + isin (27 4 )]
V2 (cosm +isinm) = V2 (—1+i0) = —v/2

11 11
V2 (cos Tﬂ + 7sin Tﬂ)

V2 [cos (27T — %) + 7 sIn (27‘(‘ — %)}

\%(cosg—isin %) = %<£—1}> :



cos(¢1 + ¢2)
sin(¢1 + ¢2)
cos(m — «)
sin(m — )
cos(m + a)
sin(7m + «)

COS (1 COS o — SIN @1 SIN P>
COS (1 SIin ¢ + sin 1 COS P2
— COS

sin o

— COS

—sin «



Uktady réwnan
liniowych



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.

Uktadem m rownan liniowych o niewiadomych xi, ..., x,,

m, n € N, o wspdfczynnikach z ciata F nazywamy uktad réwnan
postaci:

(a11x1 + ... + 31Xy = by

azx1x1 + ...+ axpXxn = bo

L dm1X1 + ... T @mnXn = bm

gdzie aj, bj e F,ie{l,...,m}, je{l,...,n}.
Uktad ten nazywamy jednorodnym, gdy by = b, = ... = b,, = 0.



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.

Wielomian f € F[xy, ..., xp] nazywamy forma stopnia m, gdy jest
sumg jednomiandéw stopnia m lub wielomianem zerowym.

Zbiér form stopnia m z pierscienia F[xy, ..., x,] bedziemy
oznaczali przez Fp[x1, ..., Xn]m-

Formy stopnia 1 bedziemy nazywali formami liniowymi.

Formy stopnia 2 bedziemy nazywami formami kwadratowymi.



Uwaga:

Niech F bedzie ciatem, niech 4 bedzie uktadem m rownan
liniowych o n niewiadomych i wspotczynnikach z F.

Lewe strony réwnan nalezacych do U s3 formami liniowymi ze
zbioru Fp[x1,...,Xxn]1, @ prawe elementami ciata F.



Definicja:

Niech F bedzie ciatem, niech

(h = by
b = by
U:<
\/m — bm
bedzie uktadem réwnan liniowych, h, ..., I € Fplx1, ..., xa]1,

bi,...,bn € F.
Kazde réwnanie liniowe:

arh+ab+...4+anly =a1bi +asby+ ...+ ambm,

gdzie aj,...,am € F, nazywamy kombinacja liniowg réwnan
danego ukfadu.



Rozwigzaniem uktadu U/ nazywamy kazdy taki ciag (a1, ..., an)
elementéw ciata F, ze

/i(ala . - -7an) — bi7

dlaie{l,..., m}.



Uwaga:

Kazde rozwigzanie uktadu réwnan liniowych jest rozwigzaniem
kazdego réwnania bedacego kombinacja liniowa réwnan tego
uktadu.



Definicja:

Dwa uktady réwnan U1 | Us nazywamy rownowaznymi gdy kazde
rownanie ukfadu U jest kombinacja liniowa réwnan uktadu s |
vice versa.



Uwaga:

Réwnowazne uktady réwnan majg identyczne zbiory rozwigzan.



Definicja:

Uktad rownan nazywamy sprzecznym gdy réwnanie 0 = 1 jest
kombinacja liniowg rownan tego uktadu.



Whniosek:

Sprzeczny uktad réwnan nie ma rozwigzan.



Rozwazmy ukfad réwnan:

)
aiix1+ ...+ ainxn = by

ax1x1 + ...+ axpXn = bo

L dm1X1 + ... T @mnXn = bm.

Podamy metode rozwigzania tego uktadu przez eliminacje
Gaussa.



Etap | sprowadzenie do postaci trdjkatnej.
Wybieramy réwnanie i niewiadoma o niezerowym
wspotczynniku | nazywamy j3 niewiadomg bazowa
1 kroku.
Zatézmy, ze jest nig x; ze wspodtczynnikiem aj; # O.
Mnozymy wybrane réwnanie (u nas réwnanie
pierwsze) przez z—ﬁ I odejmujemy od drugiego
rownania.



Postepujac indukcyjnie mnozymy wybrane rownanie przez

i
d11

odejmujemy od i—tego réwnania, i € {2,..., m}.

Nastepnie przechodzimy do kroku 2, w ktérym wybieramy
rébwnanie sposrdéd 7 € {2,..., m}, niewiadomg bazowa drugiego
kroku i powtarzamy procedure dla réwnan i € {3,..., m}.

Na koniec tego etapu uktad zostaje przeksztatcony do postaci

(auix1 +axe +aizxs ... +amxs = b
< axnXy +axnxs +... +axp = b
\ aerr _l_ « o o —I_aran — br.
X1, ...,X, zostaty wybrane jako niewiadome bazowe, a x,11,..., X,

pozostajg jako parametry.



Etap Il sprowadzenie do postaci diagonalnej.

W ostatnim réwnaniu (u nas r) wybieramy
niewiadomg bazowg, powiedzmy x,, i eliminujemy z
réwnah i € {1,...,r — 1} odejmujac réwnanie r od i
PO wczesdniejszym pomnozeniu przez %
Nastepnie postepujemy indukcyjnie z réwnaniami
re{l,...,r—2}

Na koniec tego etapu ukfad zostaje przeksztatcony
do postaci

( — — -
d11Xx1 +a1,r4+1Xr+1 T A1, r42Xr42 + .. T
a2 X2 +a2 r+1Xr+1 T 32 r42Xr42 + . T

L ArrXr  Arr+1Xrd+1 T Ar r42Xp42 + ..o+ Ay



Etap Ill zapisujemy rozwigzanie przenoszac parametry na
prawa strone i dzielgc przez wspotczynniki przy

X1y eony Xp
p _

by a1, r+1 dln

X]_ — aL_ aiy Xr_|_1 o o o ail n
b az r+1 ar

X = = — —X — ... — =<Lx

) 2 az? ap rtl axp’n
Er ar,r+1 arm

Xy = =t — —=—/—X —...— =X,.

\ r drr drr r+1 a1



Przyktad:

1. Rozwazmy uktad:

(X1—|—2X2—|—3X3—2X4—|—X5:4

3x1 + 6xp +5x3 —4x4 +3x5 =5
X1+ 2xp + Tx3 — 4xq4 + x5 = 11
\2x1—|—4x2 —2x3 — 3x4 +3x5 = 6

o wspdtczynnikach z ciata Q.



Uwaga:

Chcac zaoszczedzi¢ czas uktady rownan zapisujemy jako macierze,
czyli prostokatne tabliczki liczb, ktére s3 odpowiednimi
wspdtczynnikami w odpowiednich réwnaniach.



Przyktady:

2. Rozwazmy uktad:

(x4 4y + 2715t =0
2X+y+z+4t=0

3x + 5y 4+ 3z +2t =0
\X+4y—|—4z+2t:O

o wspoétczynnikach z ciata Z.



3. Rozwazmy ukfad rownan:

(—2—4i)x+(—2—-6i)y+(3+4i)z+(—2—-i)t=0
2ix —2iy +z—t =0

o wspoétczynnikach z ciata C.



