Zestaw zadan 5: homomorfizmy grup, podgrupy normalne

(1) Sprawdzi¢, ze funkcja ¢ jest homomorfizmem podanych grup. Wyznaczy¢ jadro ker ¢ i obraz imep
homomorfizmu ¢:

(a) ¢ : Z —7Z, ¢(a)=na, neN,
(b) ¢:C = C*,  o(z) =z,
(c) ¢ :R* =R, op(z) =127
(d) p:C* = C*, @(z)=2", neN,
(e) o : Rt = R, ¢(z) =logz,
(f) ¢+ M(n,R) » M(n.R), () = AT,
(g) v:Gl(n, K) = K*, ¢(A) =det A,
(h) 0:ZxXZ —7Z, ¢((a,b))=a,
(D) p:RxR =R, o((z,y) =z —v,
() ¢:CoR, (2 = Re(2)
() ¢ RES R, o(f) = £(1)
(2) Wykazaé, ze grupy
(© Qi
(d) R i R,
(e) CiCH,
(f) R* i R*

nie sg izomorficzne.
(3) Udowodni¢, ze odwzorowanie ¢ : G — G,

(a) ¢(a) = a’,

(b) ¢(a) =a™t,

jest homomorfizmem grup wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grupa abelowa.
(4) Wykazaé, ze odwzorowanie ¢ : G1 x Go — G, ¢((a,b)) = a jest homomorfizmem grup G; i Gs.

Wyznaczy¢ ker ¢ i imep.
(5) Udowodnié, ze homomorficzny obraz grupy cyklicznej/abelowej jest grupa cykliczna/abelowa.
(6) Niech ¢; : G; — F;, i = 1,2 beda homomorfizmami grup. Wykazaé¢, ze odwzorowanie ¢ :

G1 X Gy — Fy x Fy,  ¢((a1, az)) = (p1(a1), ¢2(az)), jest homomorfizmem grup.
(7) Udowodnié, ze G x FF = F x G dla dowolnych grup F' i G.
(8) Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy normalne grupy :

(a) S(3),
(b) D(4),
(C) Z57
(d) U(Zao),
(e) Quat.
(9) Wykazaé, ze
(a) Sl(n, K) <1 Gl(n, K),
(b) {I, —I} < Gl(n, K), gdzie I oznacza macierz jednostkowsa.
(10) Udowodnié, ze :
(a) (G: H)=2= H <G,
(b) HZ<IG2, 221,2:>H1 x Hy <1 Gy XGQ,
(c) X #0ANH <G = HX <G*.



(11) Niech (G, -, 1) bedzie grupa. Dwa elementy a,b € G nazywamy sprzezonymi i piszemy a ~ b,
jezeli istnieje element ¢ € G taki, ze a = ¢ tbe.
(a) Wykazaé, ze relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.
(b) Niech H bedzie podgrups G.
Wykazaé, ze H <G <= Voeg:a € H=>[a|. C H.
(12) Niech H<G, F < G. Wykazaé, ze HF :={hf :h € H, f € F} < G oraz, ze HAQGAF<1G =
HF <G.



