. Rozdzial 0

Elemeniarne wlasnoéci grup

Przyklady grup i zomorlizméw grup

W gadaniach 001-013 zapozpaé sig 2 listy przykiadéw grup 1 symbo-

1ika uzywang do ich ognaczania.

001. Grupy liczbowe
i

(a) (3, + , 0), (&, +,0), (& ¢+ 0), (5
catkowitych, wymiernych, rzeczywlstych i zespolonych.
p-n&?kWiJ

+, 0) - addytywne,

grupy liczb
(v) (Q(” +, 0) - addytywna grupa licsb wymiernych
tych, ten. liezb wymiernych postacl a/b, gdzie a, b€ I,
= 1, p nie dsiell b, p Jest ugtalong liczbg plerwsza.
(e) (Q 5 2§ 0) - addytywna grupa p-ulamkéw, tzn. llezd wymier-
nych postac,[ a,’p , gdzie p Jesat ustalong liczbg p.lervuzq a,k € 1L
(4) (% o0 1) QBF, Sitds (c¥, + , 1) - nultyplikatywne grupy
1icgd wymiernych, rzeczywistych i zespolonych (ré!.nyuh od zera)
(e) ey 3 (x*, + , 1) - multyplikatywne grupy 1iczb wymier
nyeh dodatnich 1 licszb rzeczywistych dodatnich. J
(£) (\!1, + , 1) - multyplikatywna grupa liczd zespolonych o mo-

M(a,h) =

dule 1.
(g) €(@), *

kéw z jedynki stopnia n.
() (e(==), * 1) - multyplikatywna grupa zespolonych plemmat—

, 1) - multyplikatywna grupa gespolonych pierwiast-

kéw z jedynki wsrystkich naturalnych stopni.
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(1) (e(p==), + , 1) h
. = multyplikatywna
5 grupa zespol
kéw & Jedynki stopni p®, gdste P Jest ustalong :1 D:"h T
czbg

zad n przeblega gbiér 1iosb naturalnyoh, Plerwaza,
¥

(=4-)
002. Grupy resst

(a) Niech n bgdste liczbg naturalng oraz %
W zbiorze I okredl Lt A {0'1
i # lamy dzialanie @ nastepujqoo: aib
zielenia liczby a+b przez n. Sprawdzié, te (1_, ® vl
pa zh;lwq. Nﬁ:yvnnz J& addytywng grupg resst nod:; ; 0) T
-y o mn.
! ,,.“w,;qmt“ 2 7-‘!(1: €32 : WD(k,n) = 1} okredlamy dzi
01 86b = regzta z dzielenia licsb: gy
B (z:' k Y @b przez n.

r--.,n-1]_

" 1) Jest grupy abel sp)*wra
owg. Nazywamy typ
! J3 mul
grupg reszt mndulp n (pxemlsyuh wzgledem n), i “kzt -)
.-

003, Grupy praeksztalced

liiech X bedzie dowolnym zbiorem nie

u pustym. Niech

g w::ys;i(}.c: \:::Jemnle Jeﬂnnlna'cn\roh uﬂwzormn;t (zl(:u)knjr;'n::::

ey ":x“! S_CX_) okredlamy dzfaZanie e nastepujaco:

(8(x), o 2 l.dx) Jest grupg. ‘:;tilff::zgx); f(g(x”- s

r

::::.:—y::n :r:::a l:(xx) Jest nieabelowa. Grupe ':(;1)“:;:‘:“3:8-

e t i;:u X = {1,2,. cm), to zamtast 3(x) p:f

.hm"t’ - P.n:“c ywamy grupg symetryczng stopnia n, a jej
Japl gbloru X, Sprawdsid, se IS(a)| = nt.

(=)

0o
004, Grupy naotarsy

Higen x
bgdzie dowol
nym ciatem.
maeer: . M(1,K) osna
- 2¥ kwadratowych stopnia n o ]' ) Phen T gt
H(a,x) elementach z ciala’ K. W
- Eonde magy

e, 1.0

2blo-

okredlone sg dwa d.
zialania: dodawani
ersy w g nie maciersy oraz mno-
Tl oath mastopuiacys [a, 3+ [b, 3 = Loy, + E
13 B”]. gizie °1.J e ”U e éj b“:[.

11714 in°ng”

(a) (M(n,K), + 0) jest grupq abelowa.

(v) Ntech GL(n,E) = (4 € #(n,x): istniede B € M(n,X), ke 4B = L1
systen (0L(n,K), ¢ o 1) jest grupa. Nesywemy Jg ogdlng grupa liniowy
stopnie n nad cialem K (oxrét 0L & ang. "general 1dnear” ).

() Niech SH(n,K) = {0€ H(n,K) 1 det & = 1). System (S1(n,X),
. o 1) Jest grups. Fazywamy {a specjalng grupa ! liniowq stopnia ' 1
ed otazem X (skxét SL 3 amg. "special Aineaz”).

(a) Niech D(n,X) = {46 on(nE) s b =layl ayy=0dle 144}
systean (D(n,X), * » 1) jest grupg abelowd. Nazywamy jg grupa diago-
nalng stopniz n ned ciazem K.

(&) Hiech 2(n, k) = {2 € 6L(n,K) 1 A = [‘131' ay
system (2(n,X), * , 1) jest grupa, Namyweny Ja grues +réikatng stop-
nia n nad ciaem K. _

(£) Hiech U2(n,X) = {a€on(nX)t &= [u“], a
1 81a 4 = 1y...,n)s System (vr(n k), * 4 13 jest  grupa.

-0dala >3}

-0dla 1>1,

oy o
11
Wacywamy Jja grupg unitréjkatna stopnia n pad clatem K.

(g) Hieon UF(n,X) = (o € ur(n,K)t A= [.“}, s = 0 ala

j-1 < u}. Systen (V*(n,K), * 1) Jest grupa.
(n) Niech o(n,K) = {4 & ou(n,X) ¢ 4a¥ a1} (¢ ommacza opera-
). System (o(n,x), * » 1) jest grupd.

clg transponowania maclorey
a n nad ciaem K. Zawwaiyé,

Nagywamy Jj§ ETUps ortogonalng 8topni
so 6*(n k) = o{n,X) 0 SE(n,X) Jeat podgupd o(n,k).

(1) zauvazyé, te gamieniajge w preykiadach (a)-(n) ctato E plex
% 1iczb caikowityeh, otrzymujemy takie odpowiednie grupy
spravazié, te GL(n,2) = {a € M(n,3) ¢

Scienien
1inlowe atopnia n mad L.
: det A = 4'-1).

0032, L;ﬂw praeksztatced liniowyoh i afinicznych
Niech YV bedzde przestrzeniy wektorowa nad claZem K i niech End V
| oznacza zbidr wazystiich endomorfiznéw prrestrzeni v (tm. prze-
kaztaiced linfowyeh V ‘1). W zbiorss Fnd ¥ okredlene sg dwa
mnogenie W apoadb nastgpujacy: .dla
(£-8)(r) = 2(&(7))s 218 katde-
{rm zerowy, VZo. taki, Ze

dziarania: dodawenle oraz
66 tna v, (reg)x) = L)+ eGrh
ouzneczany endomorf:

go €TV, Sywbolem O

o(v) = 0 4la kasdego V & V.




(2) (Ena v, +, 0) jest grupg abelows.
(b) Aut V osnacsa sbiér wesystkich automorfisudw (pan. odwracak
) 1 ¥1iG.
nych cnduuorﬂmdv) przestrzeni V., (Lnt ¥, @ ) Joat tem kartezjafskim grup
grupg. dobnie jak w !
zauvazyé, e Jest to podgrupa S(V). it (b) Niech G ,...,6, beda grupami. Postgpujge  podo i |

n
(e) Niech V bedsie skodczenie wymiay 2vq zorlentowany przestrze-

(a) sdefiniowad produkt kartezjedaki grup n‘,.'..,en. ot
a od 2: grup. Niec -
nig reeceywistq. Wtedy Aut'v - sbige automorfizméw  przestrsoni ¥ (o) Niecn (Gi : 1 € 1} bedzie dowolng rodzing
zachowujqeych orientacje - jest podgrupg grupy Aut V.

- |—1{ﬂi : 1 €1) bedzie produktem ¥artezjaiskinm zblordw Gi’ 1€ I.
@) Bk [ﬂ,‘ W gbiorze P okreélamy driaZanie nastgpujgcot
(801 e o T)s en 7 B F s gy (Srem (e e I)jjt
grupq. Nazywamy )q produitem xartesjadskim rodziny grup (G’ii (-390
Zauwatyé, so jJefli 0O, = & dle katdego 161, to P=G (zob.
006). Grupg o nagywamy potgga kartezjarska | 1| egzemplarzy gru- P

as1é, 2o (BXG, * '(11'10)) jest grupa. Grupg tq nazywamy  produk-

oznacza przestrzed wektorowq wszystkich n-glemen
towych ciggéw elementéw olaza K zapisywanych w postaci macierzy o
n wierszach 4 1 kolumnle. Niech Af(n,K) bedsie sbiorem wazyst-
kich funkegt £ 1 k™' — ™1 tacion, 4o d1a v a7, t((v) =
= AV + a, giate A € OL(n,X), a€ X', Wtedy Af(h,K) s dutadanten

superpozycl funkejl jJest grupy. Nazywamy jg grupg afiniczng stopnia ‘ AL s
n nad elaem K. Zauwatyé, e Af(n,X)<s(x™'), ¢ (a) ¥ produkcie P '[—]{Gl'i € 1} rozpatrsmy podsbiér S rloto- |
(e) Zauwazyé, s¢ sanlenlajqc w proykladzie (4) ofa2o X  prer- ny © wasystkich elementéw (g ), ¢ y Profukts ¥ takich, d8 Ll Sy
deientem 2 liceb calkowitych, otreymjemy takie grupe afiniczng =1, dla prawie wssystkich 1€ I. Sprawdzié, se S Jest podgrupg |
| : tr 8
41(n,2) stopnia n nad 3, Corz) P;  osassamy da Ssil){e 3126 T} 1 nasyyemy ewngtrang auwa

2 = 61, !
prostg redziny grup {GL' 1813 Jedli ﬂi G dla azdego 1 S

to grupg S oznaczamy 3(1) { nagywamy zewngtrzng sumg prosta { B

D06, Grupy funkeji egzemplarsy grupy G.

| (o) Speevastd, ¢o [1{o, » 18 1} = L 18, s s} Ix} ===

Hiech G bedzie d;uolnq grupg i X dowolnym ubiorem niepustym, . | (-'-)
H;'.nucz;my prees (U zbidr vssystkich funkedi f 1 X—=0, W sblo- |
ree G

definfujemy dzialanie mnozenia funkeji nastgpujacer dla
5 ¥ &

i 2

BEG, fon: X —a, (r-n)(x)- I(x)h(x), glzie po  prawej
“ironie mamy mno%enie elementéw grupy 6. Niech 1 € G—I
ilikedq stary, toks se 1(x)
Sy Low (Gx, .

i .
1 008. Niech X bedsie zbiorem i niech P(I) oznacza rodzing wsIy-

1 stiich podzbioréw sbierw X. Dla U,V € p(x) defidtujemy U ¥V =
| = (@uv)N@n ¥). Sprawdzié, te (P(X), % , #) jest grupa abelows.

(==) !

bedsie !
=1 dla kazdego x € X, s;pmw;izié, ie i : 5

» 1) Jest grupg Vakazad Ppraykiad; n | y macierzy naleZgeych \‘;{(
. Y tego typu grup wy | P y 8 nastgpujacych A
‘Hepudaeych w analizie mwatematycaned, Dla G = 3 . (‘00 2 Ratped Ry e T ) i
3 (292 P

“liczayd 1aqd grupy of [} 0 V-1
. 10 =3 0 ] ) [ ] x v -1, -1
I'l-.o1]'1,'|u R erl] et R P A

=~y ; ;
(2) Sprawdsié, e 2. 32 R R TR R )

oraz X = {1_2,

YO, Produkty karicajaiekie i swny proste grupy ‘

() Wieoh » 3 @
uurlnlujnw dzia¥anie na

¥i = § = ik, A

(b) Sprawdzié, se sbidr tych 8 macierzy tworzy grupg re wiglgdu
pe unotenie macierzy. Grupg % oznacsamy Quat 1 pazywamy grupg
Xwatcrnionéw. Jest te podgrupz TJL(Z,C).

Gdy grupasi. ¥ produkeie kavtezjariskim ¥x g
siepujaco: (£,e)(c", g")w (27, ee’). Sprawv




16

¥ dulsgym olggu maciers 1 traktowang Jako element grupy Quat osna-
orad bgdsieuy sywbolem 1.

(o) Sprawdsié, e w gruple Quat: e 14 -1, 3‘111 - 1'1, e
] _12, oraz 4e réwnosci te powwalajs wypisaé kompleing tabelkg dziala
nia grupy Quat, (=)

010. Hieeh D oznacza zbidr liczb niewymiernych i mniech P ]
+ D——=D, 1= 1,...,6 bgda funkcjami okredlonymi nast¢pujaco: %
f1(z) = X, fz(!) = 1/(1-x), fj(x)- (x-1)/x, 14(1) = 1/x, tsﬁx) -
- oK, ‘CG(X) = x/(x-1), dla x € D. Sprawdzié, se £, nalely do
- e ({r‘,...,xs),
8, I)) jest nieabelowg podgrupa grupy S(D). (=4=)

s(n) - grupy symetryoznej zbioru D, Sprawdzié,

011. W zbiorze R 1liczb rzeczywistych definiujemy dziaXanie + ne-
1
stgpujgco: x Ay = x’ + y’. Sprawdzié, ze (X, # , 0) jest gru-
pa abelowy. (- ..)
,

} 012. W zblorze I 1licsb calkowitych definiujemy dziaianie % pa-
+
OtgPUI4CO! X - y = X 4 (-1)’:. Sprawdzié, te (2, - 0) Jjest gru-

P4 nieabelowa. Grupg t¢ oznaczamy symbolem I ., (==)

013. W gbiorde e £ eveX%, m =3 definiujeny dziatanie =
nastQpujgeor
(x"...,xn) Ll (y1,. = .ym) - ‘(x1+y1+x312, X 40 ..,r.mfyn).'

(l) Sprawdzié, se (,‘n' LS (0,...,0)) Jest grupa nieabelows.

(h) Rozpatrzmy naturalne wielokrotnofel kx elementu x= (X ,.u.y
uu.xm) te) grupy (tzn. 1x = x, (k#1)x = kx @ x.). Sprawdn;.é, ie
-

(kx1 + %k(k-ﬂx;xz, KXy ee sk )e (==)

014. V shiorze 3" «
Zanje U te B el XX I, 0322, 033 definlujeny dila

(x

nastgpujgeo:
o 8 (y
17000 %y) E (rppeeeiyy) = (11?Y1+x312. et 100

(o) Spravasié, te (3.7, ¢, (0,40440)) Jest grupq nieabelows re=

du T ;
(v) Sprewdzié, se dla dowolnej liczby naturalne] k 1 dla dowol-

nege T W (21,...,::.) € tn" mamy x = (h1 6%1:(1(-1):3:2, Keysennr |

’ -h‘)-‘
(o) Spravdzié, e dla 1iesby nieparzystej n w grupie (I:, *Y
('n')

(0,...,0)) dla kazdego x € :u“ mamy mx = (0y000,0)s

réwnowatr

(‘r‘)

015. Udowodnié, 2e relacja lzomorfizmu grup jest relacia
nofiel w ¥lasie wezystkich grup.

016, Uzasadnié, sei

(a) ) ¥ 1.
(») Ixl= |y |==8(x) % 8(x).

(e) o(n,R) ¥ 2 x...x % (produkt kartezjafski = egzemplarzy b

*
grupy K.
(a) End x® % M(n,k), gdzle K Jest dowolnym claZem,
(e) but ° % 6L(n,K), K ozmaca dowolne cialo.

() 1x1 = 1¥l==0% % 6", dla dovelnes grupy G

() Py, 2 Gioi=>2w=r'xu1. "
Uogélnié to twierdsenie ma przypadek produktéw kartesjedskich dowcl-
; (=)

nych rodzin grup.

017. (a) Dowiedé, ze grupa (%, + , 0) okveélona w . 011 Jest |

izomorfiezna £ (l, *, D). L
(b) Dowiesé, e grupa 6 funkcji okredlona

ficzna z grupa S(3)- ¥

w 010 Jest 1sonor-|

Gl

8g izomorficine oraZ -x*&wna-nu 3 ~ z‘
£ € P, to réwnanie 22 = g ma roz

: il

018. Jeflt grupy ¥ 1 €
ma rozwigzanie w P dla katdego
wigganie w G dla kazdego g € 0.

4
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019. Zbad, e
019 aé, coy nastqpujgoe grupy s isomorficzne:

CREEEAOLUERNOR LA OLEL SO0

020, Niech K bgdzie dow Inym
3(a)x) = 6L(n,K) % K2 ‘ it
(A,8).(8,b) = (4B,Ab+a).
(a) Dowiedé, e (P(n,X), - , (1,0) Zrupg
(b) Dowiesé, s P(n,K) = Ax(n,l;_ i 7

K=3. W szbiorze
olreslamy mnoenie par mastgpujgeor

W dals
ayn ciagu grupe P(n,X) identyfikujemy z grupg Af(n,X) i obi
» obie !

grupy oznaczamy At(n,X).

(=4+)

021. Niech X bgdzie dowolnym cialem lub X = I

(a) Sprawdzié, ze CA£(n,K) = {(A,a) € Af(n,X) : a = 0K}y |
est

pod,
grupy  Af(n,K). Nazywamy Ja grupy érodkowoafinicung

nad K. stopnia n

.- Dowieié, te CAf(n,K) ¥ GL(nX). ‘
b) Sprawd ;
e u(:wx;ﬂ. te T4f(n,X) = {(A,8) € A£(n,E) ¢ A = I} jest pod- |
,K). Nazywamy Jq grups translacji stopnia n nad K l,1] -
. Do=-

wicié, se TAP(n,K) & K »1 (Kn'1 Jest grupg addytywng
n wierszach { jednej kolumnie o elementach g ¥ ) =yt
macier:" o |
- v

022. Dla K=R lub K= I
=1 mniech Af' X
i det A >0}, Sprawdsié, e Lt+(n.;) ient(::):) i
(a) car(n,k)n ar'(n,n) ¥ aut’ a® PSRN
(b) cAtGn, )0 Ar'(n,2)  55(n,2).
(e) lr"(llr,) a3, d |

(=)
023, iiec : 1 |
“2 eh Af7(1,2) = {(A,a) € A2(1,8) 4 = (_‘)n} 5 |
@.3) Jout podgnn i SO it provdzid, e |
pa Ar(1,2) oraz AfT(1,3) ¥ 127 (zob. 012) i

)

vigzaf Téwnanis
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024. (a) Jebli grupy ¥ 1 G sg izomorfiosme, to zbidr rozwia-

gah réwnania . 1 ¥ grapie B jest réwnoliczny ze zbiorem IO~

g ¥ grupie G.
(b) ¥ykorzystujae (a) dowiess, te B-elem
quat (zob. 009) nie jeat izomorficzna % g-elementows 1 nieabelowd

grupa (1,7, & 4 (0,0,0) (eov. 014): (=) |

sntmia i nieaﬁaloﬂ grups

Aksjomaty grupy | rachunki na elemeniach grupy

025. Sprawdzif, te 41a syatemu (G, - ), gdzie G jest zblorem o= |

Jest dgialaniem w gbiorze ¢, nastgpujace uk¥ady aksjomatdw “

rag *
B4 réwnowaine:
(I) (1) Dgiazanie * Jest Zgozne.

(2) 1stnteje e € G, fe dla xatdego 8 € C sachodzl ea=38e = |

= B, ¥
(3) Dla knaego € G intmicle o€ 6 tekie, te aal = a'a = &
(11) (1) Dziazanie * jeat Xaczne.
(2) Tstniele e € G, %edla xatdego a € G gachodzi ea = 2. |
(3) Dla kazdego 8 € G istnieje a'€ @ takie, e
(111) (1) Pziatanie - jeat Imesne.
(2) Dla Xxatdych a,b € @ | istniege
(3) Dla katdych 8,b € G istnieje

a'a = €.

x € 0 tekie, e xa = D.
y € G takle, e ay = b.

(+:-)

026, Niech (e, * , 1) bedsie grup. W gblorze ¢ definiujemy mo-
we dziatenie / nastqpujacol a/b = o . |
Sprawdzié, se dla xasdych a,b,0 € G zachodzg réwnoelt
1. a/a = bfb.

2. a/('h/b) -a,
3. (a/a)/(vle) = o/b.

4. (a/c)/(b/c) = a/b. (--)
Uwaga. Mozna udowodnié, #e jedli w zbiorze & Jest nkreéloné
dziaranie / o wiasmoSciach 1. = 4., to kiadac 1= ala, W

ktéry

= (h/b)jb oraz a'b = alh-1, otrzymujemy system (8, = » 1)

jest grupa (zob. M. Hall: The theory of groups, New York 1959, § 1.3)
)
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ki

029, (a) Nieoh (@, *

A (g e - e,

Toinocseinie (xy)>
dyeh x,y € 3(3)2

Q0. ey tatntegy g
s %0 dla katdyon e

0 usat e,

L. Powteds, so jog1y
200
398 grupy abe1oyy,

» 1) bgdsie grups. Udowodnié, se 4la kasz-
ch 8,b,g € ¢ oraz n,meg 3

1. ga=gb =>a =1 oraz ag
(l!i)-‘I = h_’aﬂ,‘ 3. de=sg =gl
3. a0, gmm, Co i o=

Gy e ]

02]. Niech @ Dbgdsie zbiorem oras |G| > 1,
jemy dziefanie nastgpujgeo:
(e, +) sveanta sksjomaty (11)(1) 1 (11)(2) & zaa
nie speinia aksjomatu (11)(3). Sprawdzié réwnies, e (e,
ata (111)(1) 1 (zm0)(G);,

028. Niech a,b,c & B. W zbiorze
8t4pujacor X O y = ax + by + o,
)y te (l. ©) jest grupg.

D G) ¥ grupte 5(3) inateds tax
A Téunoozesnie (ah)2 ] nzbz.

()N erunte 5(5) snatess tax
= !5,73- Czy révnodé (;.;;y)3

G4)
Zy kole jne 1iczby naturalne k-1, X, k+1 ta
ementéw x,y erupy G gachodzi
dla n = k-1, k, k+1,
I
(+,4)

2

a2 mq

Xxy=y, dla x,y € 6. Sprawdzié, se

ale nie spemia (III)(Z ). ('-')

¥ zbiorse G definin

lania 025, ale
*) sper-

3 definiujemy dzialanie & na-
Znalesé wazystkie tréjki a,b,c ta-

('r’ )

sachodzit

=bg==a=0D,

i ab = ba<es g h"1
ab = ba ==(ab)" - a™”,

ab = 1,

1€ elementy a,b, se (ab)™! g 4Ty~

de clementy x,y, se (xy)z = xzyz
_13’3 zachodzi dla

dla kazdego elemontu a grupy @,

(=#)

dratéw trzech elementéw grupy GC.

= b ma rogwigeanie x € G,

grupy O wtedy 1 tylko wtedy, gdy réwmante =

=1 oraz ab = b‘u, to takie 'b5 =1 oraz ab = ba,

! =1, =1 g
932, W dowolnej gruple G prazedstawid a” b ab jako 1loczyn kwa~ !

033, (a) Udowodnié, e iloczyn ab dwdch elementéw grupy G jest
iwadratem elementu grupy G wtedy i tylko witedy, gdy réwnanie xax =

(‘b) Udowodnié, te element a grupy G Jest szedoianem elementu

ax u ) ma rozwigga-
nie x € @, : ¥

.‘v 034. Jedll dla dwbch elementéw a,b grupy zachodzg réwnosci bs =

24
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