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14. WYKLAD 14: KONSTRUKCJA PIERSCIENIA ULAMKOW WZGLEDEM ZBIORU
MULTYPLIKATYWNEGO.

Definicja 14.1. Niech R bedzie pierscieniem. Podzbior S C R nazywamy podzbiorem multyplika-
tywnym, jezeli

(1) 1eS,0¢ 5,

(2) Va,b e S(ab € 5).

Przyklady:

(1) Niech R bedzie pier§cieniem. Wéwcezas S = U(R) jest podzbiorem multyplikatywnym.

(2) Niech R bedzie pierscieniem catkowitym. Wowczas S = R\ {0} jest podzbiorem multyplikatyw-
nym.

(3) Niech R bedzie pierécieniem, I < R ideatem pierwszym. Wéwczas S = R\ I jest podzbiorem
multyplikatywnym.

(4) Niech R = Z. Wéwezas S = {2% : k € NU{0}} jest podzbiorem multyplikatywnym.

Twierdzenie 14.1. Niech R = {S; : i € I} bedzie rodzing podzbioréw multyplikatywnych pierscienia R;
(1) Nes Si gest podzbiorem multyplikatywnym pierscienia R,
(2) U,es Si gest podzbiorem multyplikatywnym pierscienia R, o ile R jest taricuchem.

Definicja 14.2. Niech R bedzie pierscieniem oraz A C U(R) pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji podzbior multyplikatywny pierscienia R zawierajgcy zbior A (tj. przekréj wszystkich podzbioréw
multyplikatywnych pierscienia R zawierajgcych A) nazywamy podzbiorem multyplikatywnym ge-
nerowanym przez A.

Definicja i Uwaga 14.1. Niech R bedzie pierscieniem oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. W
zbiorze R x S defintujemy relacje ~ warunkiem

(a1, 1) ~ (ag, $2) wtw. sy € S[so(arse — azsy) = 0].

Wowczas relacja ~ jest relacjg réwnowaznosciowq. Klase abstrakeji [(a, s)]~ nazywamy utamkiem o
liczniku a i mianowniku s i oznaczamy ¢. Zbiér klas abstrakcji relacyi ~ oznaczamy przez STIR. W
zbiorze STIR definiujemy
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Wéwczas (S'R) jest pierscieniem. Nazywamy go pierScieniem ulamkéw (lokalizacja) pierécienia
R wzgledem zbioru multyplikatywnego S.

Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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Definicja i Uwaga 14.2. Niech R bedzie pierscieniem oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. Od-
wzorowanie A : R — S™'R dane wzorem a
A((l) = I

jest homomorfizmem. Nazywamy go homomorfizmem kanonicznym. Ponadto
AS) CcU(ST'R).
Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako é¢wiczenie.

Twierdzenie 14.2. Niech R bedzie pierscieniem oraz S C R podzbiorem multyplikatywym. Homomor-
fizm kanoniczny X : R — S™'R jest réinowartosciowy wtedy i tylko wtedy, gdy

S C R\ D(R).
Dowdd. (<) : Ustalmy a,b € R i zaltézmy, ze
Ala) = A(b)
Wowczas ¢ = %, a zatem dla pewnego sy € S:
so(a —b) = 0.

Poniewaz s nie jest dzielnikiem zera, wigc a — b = 0, czyli a = b.
(=) : Zalézmy, ze sy € S jest dzielnikiem zera, czyli spa = 0 dla pewnego a € R\ {0}. Wéwczas
so(a —0) =0, czyli § = %, a zatem

wiec A nie jest réznowartosciowe. 0

Whniosek 14.1. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym oraz S C R podzbiorem multyplikatywym.
Wéwczas homomorfizm kanoniczny X : R — S™R jest réznowartosciowy.

Definicja i Uwaga 14.3. Niech R bedzie pierscieniem calkowitym oraz S = R\ {0}. Wowczas ho-
momorfizm kanoniczny A : R — SR jest réznowartoSciowy, a pierscieri ST'R jest cialem (to znaczy
kazdy piericien catkowity mozna zanurzyé w cialo). Cialo ST'R nazywamy ciatem utamkéw pierscie-
nia catkowitego R i oznaczamy (R).

Dowdd. Wystarczy pokazad, ze SR jest cialem. Ustalmy ¢ € S™'R\ {¥}. Pokazemy, ze ¢ € U(S™'R).
0
17

Zauwazmy, ze a # 0: istotnie, przypus¢my, ze a = 0. Wowczas § = g = 2, co daje sprzeczno$é¢. Wobec
tego £ € ST'R. Ponadto ¢ - 2 = 1. O
Przyklady:
(5) Niech R = Z. Wéwczas Q = (Z) jest ciatem ulamkéw Z.
(6) Niech R = Fxy,...,z,] bedzie pierScieniem wielomianéw n zmiennych nad cialem F. Wowczas
cialo utamkow pierscienia R oznaczamy F'(xy, ..., z,) i nazywamy cialem funkcji wymiernych

a jego elementy funkcjami wymiernymi n zmiennych.

Twierdzenie 14.3 (whasnos$é uniwersalna pierécienia utamkéw). Niech P, R bedq pierscieniami, S C P
zbiorem multyplikatywnym, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem takim, Ze

¢(S) C U(R).
Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : STYP — SR taki, ze

YoA=a,
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gdzie \ : P — S™'P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jesli ¢ jest réinowartosciowy, to 1 jest
roznowartosciowy. Inaczej: diagram
| A
P

S-ip

jest przemienny.

Dowdéd. Zdefiniujmy odwzorowanie 1 : S~1P — R wzorem
a

Y(<) = ¢(a)(é(s) " dla % €SP

S

Pokazemy, ze 1 jest dobrze okreslone. Istotnie, ustalmy ¢ € S~1P i niech S = ;L: Wobec tego istnieje
element sy € S taki, ze

so(as’ —a's) = 0.
Zatem
d(so(as’ —a's)) = ¢(s0)(¢(a)d(s') — d(a')o(s)) = 0.
Poniewaz ¢(so) € U(R), wiec ¢(a)p(s’) — ¢(a’)p(s) = 0, a stad

/

V(<) = ¢(a)(d(s) " = o(d)(¢(s) " = wé).

Bez trudu sprawdzamy, ze 1 jest homomorfizmem oraz ze jesli ¢ jest réznowartosciowy, to v jest
roznowarto$ciowy. Pokazemy, ze 1) o A = ¢. Ustalmy w tym celu a € P. Mamy:

Yo a) =1v(Na) =v(3) = ¢(a) (1)) = é(a).

Pozostaje wykazaé, ze 1) jest wyznaczone jednoznacznie. Niech bowiem 1,15 : ST'P — S™!R beda
takimi homomorfizmami, ze

Y1 0N = ¢ oraz 0\ = ¢.
Ustalmy ¢ € S~'P. Mamy:

¢1(g) - ¢1(% ) é) = 1/11(%) ’ 1/11&) = ¢1(%) ’ (¢1(§))_1
= i(A(@)(W1(A() ™ = Yo Ma) - (Y20 Ma)) ™
= o(@)(¥(s) " =va(5).

O

Whniosek 14.2. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S C P
zbiorem multyplikatywnym, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem takim, Ze

o(S) CU(R).
Wéwczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ) : S™'P — SR taki, ze

YoA=a,
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gdzie \ : P — S™1P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jesli ¢ jest réinowartosciowy, to 1 jest
roznowartosciowy. Inaczej: diagram

P4¢>R
,\i /
P

S-tp

jest przemienny.

Whniosek 14.3. Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech ¢ :
P — F bedzie homomorfizmem réznowartosciowym. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm
réznowartosciowy v : (P) — F taki, Ze

YoA=0,
gdzie X : P — (P) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jesli ¢ jest réznowartosciowy, to 1 jest
roznowartosciowy. Inaczej: diagram

P F
N A
(P)

jest przemienny (to znaczy dla kaZdego pierscienia calkowitego jego ciato ulamkéw jest najmniejszym
ciatem, w jaki pierscieni ten mozna zanurzyc).



