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14. Wyk≥ad 14: Konstrukcja pierúcienia u≥amków wzglÍdem zbioru
multyplikatywnego.

Definicja 14.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem. Podzbiór S ⇢ R nazywamy podzbiorem multyplika-
tywnym, jeøeli
(1) 1 2 S, 0 /2 S,
(2) 8a, b 2 S(ab 2 S).

Przyk≥ady:
(1) Niech R bÍdzie pierúcieniem. Wówczas S = U(R) jest podzbiorem multyplikatywnym.
(2) Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym. Wówczas S = R \ {0} jest podzbiorem multyplikatyw-
nym.

(3) Niech R bÍdzie pierúcieniem, I C R idea≥em pierwszym. Wówczas S = R \ I jest podzbiorem
multyplikatywnym.

(4) Niech R = Z. Wówczas S = {2k : k 2 N [ {0}} jest podzbiorem multyplikatywnym.

Twierdzenie 14.1. Niech R = {Si : i 2 I} bÍdzie rodzinπ podzbiorów multyplikatywnych pierúcienia R;
(1)

T
i2I Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierúcienia R,

(2)
S

i2I Si jest podzbiorem multyplikatywnym pierúcienia R, o ile R jest ≥aÒcuchem.

Definicja 14.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz A ⇢ U(R) pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji podzbiór multyplikatywny pierúcienia R zawierajπcy zbiór A (tj. przekrój wszystkich podzbiorów
multyplikatywnych pierúcienia R zawierajπcych A) nazywamy podzbiorem multyplikatywnym ge-
nerowanym przez A.

Definicja i Uwaga 14.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. W
zbiorze R⇥ S definiujemy relacjÍ ⇠ warunkiem
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Wówczas relacja ⇠ jest relacjπ równowaønoúciowπ. KlasÍ abstrakcji [(a, s)]⇠ nazywamy u≥amkiem o
liczniku a i mianowniku s i oznaczamy a

s
. Zbiór klas abstrakcji relacji ⇠ oznaczamy przez S�1R. W

zbiorze S�1R definiujemy
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Wówczas (S�1R) jest pierúcieniem. Nazywamy go pierúcieniem u≥amków (lokalizacjπ) pierúcienia
R wzglÍdem zbioru multyplikatywnego S.

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.



82

Definicja i Uwaga 14.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. Od-
wzorowanie � : R ! S�1R dane wzorem

�(a) =
a

1

jest homomorfizmem. Nazywamy go homomorfizmem kanonicznym. Ponadto

�(S) ⇢ U(S�1R).

Prosty dowód pozostawiamy Czytelnikowi jako Êwiczenie.

Twierdzenie 14.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym. Homomor-
fizm kanoniczny � : R ! S�1R jest róønowartoúciowy wtedy i tylko wtedy, gdy

S ⇢ R \ D(R).

Dowód. (() : Ustalmy a, b 2 R i za≥óømy, øe

�(a) = �(b).

Wówczas a
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b
1

, a zatem dla pewnego s
0

2 S:

s
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(a� b) = 0.

Poniewaø s
0

nie jest dzielnikiem zera, wiÍc a� b = 0, czyli a = b.
()) : Za≥óømy, øe s

0

2 S jest dzielnikiem zera, czyli s
0

a = 0 dla pewnego a 2 R \ {0}. Wówczas
s
0

(a� 0) = 0, czyli a
1

=

0

1

, a zatem
�(a) = �(0)

wiÍc � nie jest róønowartoúciowe. ⇤
Wniosek 14.1. Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym oraz S ⇢ R podzbiorem multyplikatywym.
Wówczas homomorfizm kanoniczny � : R ! S�1R jest róønowartoúciowy.

Definicja i Uwaga 14.3. Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym oraz S = R \ {0}. Wówczas ho-
momorfizm kanoniczny � : R ! S�1R jest róønowartoúciowy, a pierúcieÒ S�1R jest cia≥em (to znaczy
kaødy pierúcieÒ ca≥kowity moøna zanurzyÊ w cia≥o). Cia≥o S�1R nazywamy cia≥em u≥amków pierúcie-
nia ca≥kowitego R i oznaczamy (R).

Dowód. Wystarczy pokazaÊ, øe S�1R jest cia≥em. Ustalmy a
s
2 S�1R \ {0

1

}. Pokaøemy, øe a
s
2 U(S�1R).

Zauwaømy, øe a 6= 0: istotnie, przypuúÊmy, øe a = 0. Wówczas a
s
=
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, co daje sprzecznoúÊ. Wobec
tego s
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2 S�1R. Ponadto a
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Przyk≥ady:
(5) Niech R = Z. Wówczas Q ⇠

=

(Z) jest cia≥em u≥amków Z.
(6) Niech R = F [x

1

, . . . , xn] bÍdzie pierúcieniem wielomianów n zmiennych nad cia≥em F . Wówczas
cia≥o u≥amków pierúcienia R oznaczamy F (x

1

, . . . , xn) i nazywamy cia≥em funkcji wymiernych
a jego elementy funkcjami wymiernymi n zmiennych.

Twierdzenie 14.3 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia u≥amków). Niech P,R bÍdπ pierúcieniami, S ⇢ P
zbiorem multyplikatywnym, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem takim, øe

�(S) ⇢ U(R).

Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : S�1P ! S�1R taki, øe

 � � = �,
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gdzie � : P ! S�1P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Inaczej: diagram

P
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R
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<<yyyyyyyy

jest przemienny.

Dowód. Zdefiniujmy odwzorowanie  : S�1P ! R wzorem

 (
a

s
) = �(a)(�(s))�1 dla

a

s
2 S�1P.

Pokaøemy, øe  jest dobrze okreúlone. Istotnie, ustalmy a
s
2 S�1P i niech a

s
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) 2 U(R), wiÍc �(a)�(s0)� �(a0)�(s) = 0, a stπd
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Bez trudu sprawdzamy, øe  jest homomorfizmem oraz øe jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Pokaøemy, øe  � � = �. Ustalmy w tym celu a 2 P . Mamy:

 � �(a) =  (�(a)) =  (
a

1

) = �(a)( (1))�1

= �(a).

Pozostaje wykazaÊ, øe  jest wyznaczone jednoznacznie. Niech bowiem  
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2

: S�1P ! S�1R bÍdπ
takimi homomorfizmami, øe
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⇤
Wniosek 14.2. Niech P bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S ⇢ P
zbiorem multyplikatywnym, niech � : P ! R bÍdzie homomorfizmem takim, øe

�(S) ⇢ U(R).

Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : S�1P ! S�1R taki, øe

 � � = �,
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gdzie � : P ! S�1P jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Inaczej: diagram

P
�
//

�
✏✏

R

S�1P
 

<<yyyyyyyy

jest przemienny.

Wniosek 14.3. Niech P bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, niech F bÍdzie dowolnym cia≥em, niech � :

P ! F bÍdzie homomorfizmem róønowartoúciowym. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm
róønowartoúciowy  : (P ) ! F taki, øe

 � � = �,

gdzie � : P ! (P ) jest homomorfizmem kanonicznym. Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest
róønowartoúciowy. Inaczej: diagram

P
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F
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jest przemienny (to znaczy dla kaødego pierúcienia ca≥kowitego jego cia≥o u≥amków jest najmniejszym
cia≥em, w jaki pierúcieÒ ten moøna zanurzyÊ).


