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13. Wyk≥ad 13: WartoúÊ wielomianu, pierwiastki wielomianu, funkcja wielomianowa.
Wielomiany wielu zmiennych.

13.1. WartoúÊ wielomianu, pierwiastki wielomianu, funkcja wielomianowa.

Twierdzenie 13.1 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia wielomianów). Niech R bÍdzie dowolnym pierúcie-
niem, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
(1) PierúcieÒ R ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:

8P – pierúcieÒ 8r 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : R[x] ! P [ (x) = r ^  �R= �].

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R ⇢ S oraz elementu s 2 S \R takiego, øe S = R[s], jeøeli

8P – pierúcieÒ 8r 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : S ! P [ (x) = r ^  �R= �].

to S ⇠
=

R[x] i izomorfizm ↵ : R[x] ! S jest jednoznacznie wyznaczony przez warunki

↵(x) = s oraz ↵ �R= idR.

Dowód. (1) Ustalmy pierúcieÒ P , element r 2 P i homomorfizm � : R ! P . Zdefiniujmy odwzoro-
wanie  : R[x] ! P wzorem

 

 
nX

k=0

akx
k

!
=

nX

k=0

�(ak)r
k.

Bez trudu sprawdzamy, øe  jest homomorfizmem. Ponadto  (x) = r oraz  (a) = �(a), dla
a 2 R.
Pokaøemy, øe  jest wyznaczony jednoznacznie. Istotnie, za≥óømy, øe  

1

: R[x] ! P oraz
 
2

: R[x] ! P sπ dwoma homomorfizmami spe≥niajπcymi warunki

 
1

(x) = r ^  
1

�R= �

oraz
 
2

(x) = r ^  
2

�R= �.

Wówczas dla
Pn

k=0

akxk 2 R[x]:

 
1

 
nX

k=0

akx
k

!
=
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k=0

 
1
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(x))k =
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1

(ak)r
k

=

nX

k=0

 
2

(ak)r
k
=

nX

k=0

 
2

(ak)( 1

(x))k
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2

 
nX

k=0

akx
k

!
.

(2) Ustalmy pierúcieÒ S, R ⇢ S i niech s 2 S \R. Za≥óømy, øe
8P – pierúcieÒ 8r 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : S ! P [ (x) = r ^  �R= �].

Wobec udowodnionej juø czÍúci twierdzenia istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  
1

: R[x] ! S
taki, øe

 
1

(x) = s ^  
1

�R= idR.

Wobec za≥oøenia istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  
2

: S ! R[x] taki, øe

 
1

(s) = x ^  
1

�R= idR.
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Pokaøemy, øe  
2

�  
1

= idR[x]. Istotnie, dla
Pn

k=0

akxk 2 R[x]:

 
2

�  
1

 
nX

k=0

akx
k

!
=  

2

 
nX

k=0

 
1

(ak)( 1

(x))k
!

=  
2

 
nX

k=0

aks
k

!

=

nX

k=0

 
2

(ak)( 2

(s))k =
nX

k=0

akx
k.

Analogicznie pokazujemy, øe  
1

�  
2

= idS.
⇤

Definicja 13.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej
x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
(1) Dla dowolnego pierúcienia P i jego elementu r 2 P oraz homomorfizmu � : R ! P , jedyne
przed≥uøenie  : R[x] ! P homomorfizmu � takie, øe

 (x) = r oraz  �R= �

nazwamy wartoúciπ wielomianów, a jego wartoúÊ dla wielomianu f 2 R[x],  (f), wartoúciπ
wielomianu f w punkcie r 2 R. Jeøeli wartoúÊ wielomianu f w punkcie r 2 R jest równa 0,
to punkt r 2 R nazywamy miejscem zerowym (lub pierwiastkiem) f . NajczÍúciej rozwaøamy
przypadek, gdy R = P oraz � = idP . Wówczas

 (f) =  

 
nX

k=0

akx
k

!
=

nX

k=0

akr
k.

(2) Dla pierúcienia RR i jego elementu idR 2 RR oraz homomorfizmu � : R ! RR danego wzorem

�(a) = const.a, dla a 2 R,

obraz  (R[x]) poprzez jedyne przed≥uøenie  : R[x] ! RR homomorfizmu � takie, øe

 (x) = idR oraz  �R= �

nazwamy pierúcieniem funkcji wielomianowych o wspó≥czynnikach z R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.

Definicja i Uwaga 13.1. Niech R,P bÍdπ pierúcieniami, a � : P ! R homomorfizmem pierúcieni.
Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R[x] ! P [y] taki, øe

 (x) = y oraz  �R= �.

Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest róønowartoúciowy, a jeúli � jest surjektywny, to  jest
surjektywny. Homomorfizm  nazywamy homomorfizmem pierúcieni wielomianów indukowanym
przez homomorfizm wspó≥czynników.

Dowód. Pokaøemy, øe istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R[x] ! P [y] taki, øe

 (x) = y oraz  �R= �.

Istotnie, wobec Twierdzenia 13.1 wystarczy wziπÊ P = P [y] oraz r = y.
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Za≥óømy, øe � jest róønowartoúciowy. Pokaøemy, øe  jest róønowartoúciowy. Istotnie, ustalmy f =Pn
k=0

akxk 2 ker . Wówczas

0 =  (f) =  

 
nX

k=0

akx
k

!

=

nX

k=0

 (ak)( (x))
k
=

nX

k=0

�(ak)y
k,

a zatem �(ak) = 0, k 2 {0, . . . , n}, czyli ak 2 ker�, k 2 {0, . . . , n}. Poniewaø � jest róønowartoúciowy,
wiÍc ak = 0, k 2 {0, . . . , n}, a zatem f = 0.
Za≥óømy, øe � jest surjektywny. Pokaøemy, øe  jest surjektywny. Istotnie, ustalmy g =

Pn
k=0

bkyk 2
P [x]. Poniewaø � jest surjektywny, wiÍc bk = �(ak), dla pewnego ak 2 R, k 2 {0, . . . , n}. Wówczas

g =

nX

k=0

bky
k
=

nX

k=0

�(ak)y
k

=

nX

k=0

 (ak)( (x))
k
=  

 
nX

k=0

akx
k

!
.

⇤
Twierdzenie 13.2 (Bézout1). Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielo-
mianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto f 2 R[x] oraz a 2 R. Wówczas a
jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy x� a dzieli f .

Dowód. ()): Za≥óømy, øe f(a) = 0. Dzielπc z resztπ f przez x� a otrzymujemy

f(x) = q(x) · (x� a) + r(x) gdzie q, r 2 R[x] oraz deg r < deg(x� a) = 1.

Tym samym deg r 2 {�1, 0}, wiÍc r jest wielomianem sta≥ym. Ponadto
0 = f(a) = q(a) · (a� a) + r(a),

skπd r(a) = 0. Zatem x� a dzieli f .
((): Za≥óømy, øe f(x) = q(x) · (x� a), dla pewnego q 2 R[x]. Wówczas

0 = q(a) · (a� a) = f(a).

⇤
Wniosek 13.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej
x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto f 2 R[x] oraz a 2 R. Wówczas:
(1) f(x) = q(x) · (x� a) + f(a), dla pewnego q 2 R[x];
(2) (schemat Hornera) jeøeli f =

Pn
k=0

akxk, to

f(x) =

 
n�1X

k=0

bkx
k

!
· (x� a) + (a

0

+ ab
0

),

gdzie
bn�1

= an oraz bk = ak+1

+ abk+1

dla k 2 {n� 2, . . . , 0}.
Dowód. (1) Porównaj dowód twierdzenia Bézout.

1
E. Bézout (1730-1780) – matematyk francuski.
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(2) Wobec udowodnionej juø czÍúci twierdzenia:
nX

k=0

akx
k
= q(x) · (x� a) +

nX

k=0

aka
k.

Niech q =
Pn�1

k=0

bkxk. Wówczas:
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k
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k

!
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k=0
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k
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0
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1
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+ . . .+ bn�1
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� b
0

a� b
1

xa� . . .� bn�1
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nX

k=0
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k
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nX

k=0
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0

a

!
+ (b

0

� b
1

a)x+ . . .+ (bn�2

� bn�1

a)xn�1

+ bn�1

xn.

Stπd:
a
0

=

Pn
k=0

akak � b
0

a ) f(a) =

Pn
k=0

akak = a
0

+ ab
0

a
1

= b
0

� b
1

a ) b
0

= a
1

+ ab
1

...
...

...
an�1

= bn�2

� bn�1

a ) bn�2

= an�1

+ abn�1

an = bn�1

) bn�1

= an.

⇤
Definicja 13.2. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej
x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto f 2 R[x] oraz a 2 R. Element a 2 R nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f , gdy f jest podzielny przez (x � a)k, ale nie jest podzielny
przez (x� a)k+1.

Lemat 13.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej x
o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto f 2 R[x] oraz a 2 R. Wówczas a jest pierwiastkiem
k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian q 2 R[x] taki, øe f(x) = (x�a)k ·q(x)
oraz q(a) 6= 0.

Dowód. ()): Za≥óømy, øe istniejπ wielomiany q
1

, q
2

, r
2

2 R[x] takie, øe

f(x) = q
1

(x) · (x� a)k

oraz
f(x) = q

2

(x) · (x� a)k+1

+ r
2

(x) gdzie r
2

(a) 6= 0.

PrzypuúÊmy, øe q
1

(a) = 0. Wówczas, wobec twierdzenia Bézout:

q
1

(x) = q
3

(x) · (x� a).

Zatem
f(x) = q

3

(x) · (x� a)k+1

co jest sprzecznoúciπ wobec jednoznacznoúci dzielenia z resztπ.
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((): Za≥óømy, øe istnieje wielomian q 2 R[x] taki, øe f = (x� a)k · q(x) oraz q(a) 6= 0. Niech a bÍdzie
pierwiastkiem l-krotnym wielomianu f . Oczywiúcie l � k. PrzypuúÊmy, øe l > k. Wówczas

f(x) = q
2

(x) · (x� a)k+1

dla pewnego q
2

2 R[x]. Stπd
q
2

(x) · (x� a)k+1

= (x� a)k · q(x)
a zatem q(x) = q

2

(x) · (x� a), czyli wobec twierdzenia Bézout a jest pierwiastkiem q, czyli q(a) = 0, co
daje sprzecznoúÊ. ⇤
Twierdzenie 13.3 (o rozk≥adzie wielomianu na czynniki liniowe). Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥-
kowitym, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech
ponadto 0 6= f 2 R[x] oraz a

1

, . . . , am 2 R bÍdπ pierwiastkami wielomianu f o krotnoúciach k
1

, . . . , km,
odpowiednio. Wówczas istnieje wielomian q 2 R[x] taki, øe

f(x) = (x� a
1

)

k1 · . . . · (x� am)
km · q(x) oraz q(ai) 6= 0, i 2 {1, . . . ,m}.

Dowód. Dowód prowadzimy przez indukcjÍ wzglÍdem m. Dla m = 1 teza wynika wprost z poprzedniego
lematu. Dla m > 1 za≥óømy, øe jeúli a

1

, . . . , am�1

2 R sπ pierwiastkami wielomianu f o krotnoúciach
k
1

, . . . , km�1

, odpowiednio, to istnieje wielomian q
1

2 R[x] taki, øe

f(x) = (x� a
1

)

k1 · . . . · (x� am�1

)

km�1 · q
1

(x) oraz q
1

(ai) 6= 0, i 2 {1, . . . ,m� 1}.
BÍdziemy chcieli pokazaÊ, øe istnieje wielomian q 2 R[x] taki, øe

f(x) = (x� a
1

)

k1 · . . . · (x� am)
km · q(x) oraz q(ai) 6= 0, i 2 {1, . . . ,m}.

W tym celu pokaøemy najpierw, øe am jest pierwiastkiem wielomianu q
1

. Istotnie, poniewaø am jest
pierwiastkiem wielomianu f , wiÍc

0 = f(am) = (am � a
1

)

k1 · . . . · (am � am�1

)

km�1 · q
1

(am)

i skoro am � ai 6= 0, i 2 {1, . . . ,m� 1} i pierúcieÒ R jest ca≥kowity, to
q
1

(am) = 0.

Za≥óømy, øe am jest pierwiastkiem q
1

o krotnoúci l. Wobec poprzedniego lematu istnieje wielomian
q 2 R[x] taki, øe

q
1

(x) = (x� am)
lq(x) oraz q(am) 6= 0,

a zatem

f(x) = (x� a
1

)

k1 · . . . · (x� am�1

)

km�1 · (x� am)
l · q(x) oraz q(ai) 6= 0, i 2 {1, . . . ,m}.

Pozostaje pokazaÊ, øe l = km. Istotnie, oznaczmy

q
2

(x) = (x� a
1

)

k1 · . . . · (x� am�1

)

km�1 · q(x).
Wówczas

f(x) = (x� am)
lq

2

(x)

i ponadto
q
2

(am) = (am � a
1

)

k1 · . . . · (am � am�1

)

km�1 · q(am) 6= 0,

skoro am � ai 6= 0, i 2 {1, . . . ,m � 1}, q(am) 6= 0 i pierúcieÒ R jest ca≥kowity. Tym samym wobec
poprzedniego lematu am jest l-krotnym pierwiastkiem wielomianu f , a wiÍc l = km. ⇤
Wniosek 13.2. Niech R bÍdzie pierúcieniem ca≥kowitym, (R[x],+, ·) pierúcieniem wielomianów zmiennej
x o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto 0 6= f 2 R[x]. Wówczas:



74

(1) jeúli a
1

, . . . , am 2 R bÍdπ pierwiastkami wielomianu f o krotnoúciach k
1

, . . . , km, odpowiednio, to
mX

i=1

ki  deg(f);

(2) jeúli f jest wielomianem stopnia n, to f ma co najwyøej n pierwiastków;
(3) jeúli R jest nieskoÒczony, to dla pewnego r 2 R, f(a) 6= 0;
(4) jeúli R jest nieskoÒczony, to jedyny homomorfizm  : R[x] ! RR definiujπcy pierúcieÒ funkcji
wielomianowych jest róønowartoúciowy.

Dowód. (1) Wobec Uwagi 12.2 i Twierdzenia o rozk≥adzie wielomianu na czynniki liniowe, poniewaø
istnieje wielomian q 2 R[x] taki, øe

f(x) = (x� a
1

)

k1 · . . . · (x� am)
km · q(x) oraz q(ai) 6= 0, i 2 {1, . . . ,m},

wiÍc

deg(f) =
mX

i=1

ki + deg(q) �
mX

i=1

ki.

(2) Oczywiste.
(3) Wobec (2) wielomian f ma co najwyøej deg(f) pierwiastków, zaú pierúcieÒ R jest nieskoÒczony,
wiÍc dla pewnego a 2 R

f(a) 6= 0.

(4) Niech  : R[x] ! RR bÍdzie jedynym przed≥uøeniem homomorfizmu � : R ! RR danego wzorem

�(a) = const.a, dla a 2 R,

takim, øe
 (x) = idR oraz  �R= �.

Ustalmy f =

Pn
k=0

akxk 2 ker . Wówczas

0 =  (f) =  (
nX

k=0

akx
k
) =

nX

k=0

const.ak · (idR)k.

Poniewaø dla a 2 R:

f(a) =
nX

k=0

const.ak(a) · (idR(a))k = 0,

wiÍc f ⌘ 0.
⇤

13.2. Wielomiany wielu zmiennych.

Definicja i Uwaga 13.2. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem.Wielomianem zmiennych x
1

, . . . , xn

o wspó≥czynnikach z pierúcienia R bÍdziemy nazywali wyraøenie postaci
X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n ,

gdzie m 2 N, wskaüniki i
1

, . . . , in 2 N przebiegajπ wszystkie liczby nie wiÍksze niø m oraz ai1...in 2 R.
Dwa wielomiany uwaøamy za równe, gdy róøniπ siÍ jedynie o sk≥adniki postaci 0 · xi1 . . . xin, gdzie

i
1

, . . . , in 2 N.
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Bedziemy mówili, ze wielomian f =

P
i1,...,inm ai1...inx

i1
1

. . . xin
n jest stopnia r, gdy istnieje taki róøny

od zera wspó≥czynnik ai1...in, øe i1 + . . . + in = r i aj1...jn = 0 o ile j
1

+ . . . + jn > r. Umowa ta nie
okreúla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiÍc dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest �1. StopieÒ
wielomianu f bÍdziemy oznaczaÊ przez deg(f).
Wielomiany stopnia 1 bÍdziemy nazywali liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.
Wielomian postaci a · xi1

1

. . . xin
n , gdzie a 2 R oraz i

1

, . . . , in 2 N nazywamy jednomianem.
W zbiorze wszystkich wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o wspó≥czynnikach z pierúcienia R definiujemy
dodawanie + i mnoøenie ·, k≥adπc dla dowolnych wielomianów f =

P
i1,...,inm ai1...inx

i1
1

. . . xin
n oraz g =P

j1,...,jnr bj1...jnx
j1
1

. . . xjn
n :

f + g =

X

k1,...,knmax{m,r}

ck1...knx
k1
1

. . . xkn
n

gdzie

ck1...kn =

8
><

>:

ak1...kn + bk1...kn , gdy k1, . . . , kn  max{m, r},
ak1...kn , gdy, dla pewnego wskaünika ki, i 2 {1, . . . , n}, ki > r, ale k

1

, . . . , kn < m,

bk1...kn , gdy, dla pewnego wskaünika ki, i 2 {1, . . . , n}, ki > m, ale k
1

, . . . , kn < r,

oraz
f · g =

X

k1,...,knm+r

ck1...knx
k1
1

. . . xkn
n

gdzie
ck1...kn =

X

0l1k1,...,0lnkn

ak1�l1,...,kn�lnbl1...ln .

Ponadto wyróøniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielomian 1 jako element
neutralny mnoøenia. Wówczas zbiór wszystkich wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o wspó≥czynnikach
z pierúcienia R z tak okreúlonymi dzia≥aniami i wyróønionymi elementami jest pierúcieniem przemien-
nym z jedynkπ. PierúcieÒ ten bÍdziemy nazywali pierúcieniem wielomianów zmiennych x

1

, . . . , xn o
wspó≥czynnikach z pierúcienia R i bÍdziemy oznaczali przez R[x

1

, . . . , xn].

Uwaga 13.1. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n
zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto

f =

X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n 2 R[x

1

, . . . , xn] oraz g =

X

j1,...,jnr

bj1...jnx
j1
1

. . . xjn
n 2 R[x

1

, . . . , xn].

Wówczas:
(1) deg(f + g)  max{deg(f), deg(g)};
(2) deg(fg)  deg(f) + deg(g);
(3) jeúli

f 6= 0 ^ g 6= 0 ^R jest pierúcieniem ca≥kowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Wniosek 13.3. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomia-
nów n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Wówczas jeúli R jest pierúcieniem ca≥kowitym,
to R[x

1

, . . . , xn] teø.
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Definicja 13.3. Niech R i P bÍdπ dowolnymi pierúcieniami, niech R ⇢ P i niech S ⇢ P bÍdzie pewnym
zbiorem. Zbiór S nazywamy algebraicznie niezaleønym nad R, jeøeli zbiór

{f 2 R[s
1

, . . . , sn] : n 2 N, s
1

, . . . , sn 2 S, f jest jednomianem}
jest liniowo niezaleøny nad pierúcieniem R.

Twierdzenie 13.4 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia wielomianów wielu zmiennych). Niech R bÍdzie
dowolnym pierúcieniem, (R[x

1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n zmiennych o wspó≥czynnikach
z pierúcienia R.
(1) PierúcieÒ R ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:

8P – pierúcieÒ 8r
1

, . . . , rn 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : R[x
1

, . . . , xn] ! P

[ (xi) = ri, i 2 {1, . . . , n} ^  �R= �].

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R ⇢ S oraz elementów s
1

, . . . , sn 2 S \ R algebraicznie niezaleønych
nad R i takich, øe S = R[s

1

, . . . , sn], jeøeli

8P – pierúcieÒ 8r
1

, . . . , rn 2 P8� : R ! P – homomorfizm 9! : S ! P

[ (si) = ri, i 2 {1, . . . , n} ^  �R= �].

to S ⇠
=

R[x
1

, . . . , xn] i izomorfizm ↵ : R[x
1

, . . . , xn] ! S jest jednoznacznie wyznaczony przez
warunki

↵(xi) = si, i 2 {1, . . . , n} oraz ↵ �R= idR.

Definicja 13.4. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów
n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
(1) Dla dowolnego pierúcienia P i jego elementu r 2 P oraz homomorfizmu � : R ! P , jedyne
przed≥uøenie  : R[x

1

, . . . , xn] ! P homomorfizmu � takie, øe

[ (xi) = ri, i 2 {1, . . . , n} ^  �R= �]

nazwamy wartoúciπ wielomianów, a jego wartoúÊ dla wielomianu f 2 R[x
1

, . . . , xn],  (f),
wartoúciπ wielomianu f w punkcie (r

1

, . . . , rn) 2 Rn. Jeøeli wartoúÊ wielomianu f w punkcie
(r

1

, . . . , rn) 2 Rn jest równa 0, to punkt (r
1

, . . . , rn) 2 Rn nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f . NajczÍúciej rozwaøamy przypadek, gdy R = P oraz � = idP . Wówczas

 (f) =  

 
X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n

!
=

X

i1,...,inm

ai1...inr
i1
1

. . . rinn .

(2) Dla pierúcienia RRn i jego elementów ⇡
1

, . . . , ⇡n 2 RRn takich, øe

⇡j(a1, a2, . . . , aj, . . . , an) = aj, (a1, . . . , an) 2 Rn, j 2 {1, . . . , n},
oraz homomorfizmu � : R ! RRn danego wzorem

�(a) = const.a, dla a 2 R,

obraz  (R[x
1

, . . . , xn]) poprzez jedyne przed≥uøenie  : R[x
1

, . . . , xn] ! RRn homomorfizmu �
takie, øe

 (xi) = ⇡i, i 2 {1, . . . , n} oraz  �R= �

nazwamy pierúcieniem funkcji wielomianowych o wspó≥czynnikach z R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.
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Definicja i Uwaga 13.3. Niech R,P bÍdπ pierúcieniami, a � : P ! R homomorfizmem pierúcieni.
Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R[x

1

, . . . , xn] ! P [y
1

, . . . , yn] taki, øe

 (xi) = yi, i 2 {1, . . . , n} oraz  �R= �.

Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest róønowartoúciowy, a jeúli � jest surjektywny, to  jest
surjektywny. Homomorfizm  nazywamy homomorfizmem pierúcieni wielomianów n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspó≥czynników.

Wniosek 13.4. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów
n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Niech ponadto 0 6= f 2 R[x

1

, . . . , xn]. Wówczas:
(1) jeúli R jest nieskoÒczony, to dla pewnego (r

1

, . . . , rn) 2 Rn, f(r
1

, . . . , rn) 6= 0;
(2) jeúli R jest nieskoÒczony, to jedyny homomorfizm  : R[x

1

, . . . , xn] ! RRn definiujπcy pierúcieÒ
funkcji wielomianowych jest róønowartoúciowy.

Definicja 13.5. Niech (I, <) bÍdzie zbiorem czÍúciowo uporzπdkowanym. Jeøeli

8i, j 2 I9k 2 I[i < k ^ j < k],

to wówczas (I, <) nazywamy zbiorem skierowanym.

Uwaga 13.2. Niech (I, <) bÍdzie zbiorem skierowanym, niech {Ri : i 2 I} bÍdzie rodzinπ pierúcieni
indeksowanπ elementami zbioru I takπ, øe

8i, j 2 I[(i < j) ) (Ri < Rj)].

W zbiorze
S

i2I Ri definiujemy dzia≥ania + oraz · nastÍpujπco:
• jeúli a, b 2

S
i2I Ri, to a 2 Ri, b 2 Rj, dla pewnych i, j 2 I; poniewaø I jest skierowany, wiÍc

dla pewnego k 2 I zachodzi i < k oraz j < k, a zatem Ri < Rk oraz Rj < Rk, wiÍc a, b 2 Rk i
moøemy zdefiniowaÊ

a+ b = a+Rk
b oraz a · b = a ·Rk

b.

Wówczas (
S

i2I Ri,+, ·) jest pierúcieniem.

Definicja i Uwaga 13.4. Niech R bÍdzie pierúcieniem, S pewnym zbiorem, a {xs : s 2 S} rodzinπ
zmiennych indeksowanπ elementami zbioru S. Dla dowolnego skoÒczonego zbioru T = {s

1

, . . . , sn} ⇢ S
definiujemy

RT = R[xs1 , . . . , xsn ].

Wówczas (I,⇢), gdzie I = {T ⇢ S : cardT < 1} jest zbiorem indeksowanym, zaú {RT : T 2 I} rodzinπ
pierúcieni indeksowanπ elementami zbioru I takπ, øe

8T
1

, T
2

2 I[(T
1

⇢ T
2

) ) (RT1 < RT2)].

Wobec poprzedniej uwagi
S

T2I RT jest pierúcieniem. Nazywamy go pierúcieniem wielomianów nie-
skoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z R i oznaczamy
R[{xs : s 2 S}].

Uwaga 13.3. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem
wielomianów nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
Niech ponadto

f 2 R[{xs : s 2 S}] oraz g 2 R[{xs : s 2 S}].
Wówczas:
(1) deg(f + g)  max{deg(f), deg(g)};
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(2) deg(fg)  deg(f) + deg(g);
(3) jeúli

f 6= 0 ^ g 6= 0 ^R jest pierúcieniem ca≥kowitym,

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Wniosek 13.5. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem
wielomianów nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
Wówczas jeúli R jest pierúcieniem ca≥kowitym, to R[{xs : s 2 S}] teø.

Twierdzenie 13.5 (w≥asnoúÊ uniwersalna pierúcienia wielomianów nieskoÒczenie wielu zmiennych).
Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcieniem wielomianów
nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia R.
(1) PierúcieÒ R ma nastÍpujπcπ w≥asnoúÊ:

8P – pierúcieÒ 8� : {xs : s 2 S} ! P – odwzorowanie 8� : R ! P – homomorfizm 9! : R[{xs : s 2 S}] ! P

[ �{xs:s2S}= � ^  �R= �].

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R ⇢ R0 i zbioru T ⇢ R0 algebraicznie niezaleønego nad R i takiego,
øe R0

= R[{xt : t 2 T}], jeøeli

8P – pierúcieÒ 8� : {xt : t 2 T} ! P – odwzorowanie 8� : R ! P – homomorfizm 9! : R0 ! P

[ �{xt:t2T}= � ^  �R= �].

to R0 ⇠
=

R[{xt : t 2 T}] i izomorfizm ↵ : R[{xt : t 2 T}] ! R0 jest jednoznacznie wyznaczony
przez warunki

↵(xt) = t, t 2 T oraz ↵ �R= idR.

Definicja 13.6. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s 2 S}] pierúcie-
niem wielomianów nieskoÒczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s 2 S} o wspó≥czynnikach z pierúcienia
R. Dla dowolnego pierúcienia P i odwzorowanie � : {xs : s 2 S} ! P oraz homomorfizmu � : R ! P ,
jedyne przed≥uøenie  : R[{xs : s 2 S}] ! P homomorfizmu � takie, øe

[ �{xs:s2S}= � ^  �R= �]

nazwamy wartoúciπ wielomianów, a jego wartoúÊ dla wielomianu f 2 R[{xs : s 2 S}],  (f), war-
toúciπ wielomianu f na zbiorze �({xs : s 2 S}) ⇢ P . Jeøeli wartoúÊ wielomianu f na zbiorze
�({xs : s 2 S}) ⇢ P jest równa 0, to zbiór �({xs : s 2 S}) ⇢ P nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f . NajczÍúciej rozwaøamy przypadek, gdy R = P oraz � = idP .

Definicja i Uwaga 13.5. Niech R,P bÍdπ pierúcieniami, S pewnym zbiorem, a � : P ! R homomorfi-
zmem pierúcieni. Wówczas istnieje dok≥adnie jeden homomorfizm  : R[{xs : s 2 S}] ! P [{ys : s 2 S}]
taki, øe

 (xs) = ys, s 2 S oraz  �R= �.

Ponadto jeúli � jest róønowartoúciowy, to  jest róønowartoúciowy, a jeúli � jest surjektywny, to  jest
surjektywny. Homomorfizm  nazywamy homomorfizmem pierúcieni wielomianów n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspó≥czynników.
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Definicja 13.7. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów
n zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Wielomian

0 6= f =

X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n 2 R[x

1

, . . . , xn]

nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia d (lub formπ stopnia d) jeøeli

8i
1

, . . . , in  m[deg(ai1...inx
i1
1

. . . xin
n ) = d].

Formy stopnia 1 nazywamy formami liniowymi, formy stopnia 2 formami kwadratowymi, formy
stopnia 3 formami kubicznymi itd.

Uwaga 13.4. Niech R bÍdzie dowolnym pierúcieniem, (R[x
1

, . . . , xn],+, ·) pierúcieniem wielomianów n
zmiennych o wspó≥czynnikach z pierúcienia R. Wielomian

0 6= f =

X

i1,...,inm

ai1...inx
i1
1

. . . xin
n 2 R[x

1

, . . . , xn]

jest wielomianem jednorodnym stopnia d wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaødego pierúcienia P , R < P i
dla kaødego zbioru n+ 1 algebraicznie niezaleønych nad R elementów a, b

1

, . . . , bn 2 P zachodzi równoúÊ

f(ab
1

, . . . , abn) = adf(b
1

, . . . , bn).


