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13. WYKLAD 13: WARTOSC WIELOMIANU, PIERWIASTKI WIELOMIANU, FUNKCJA WIELOMIANOWA.
WIELOMIANY WIELU ZMIENNYCH.

13.1. Warto$¢é wielomianu, pierwiastki wielomianu, funkcja wielomianowa.
Twierdzenie 13.1 (wlasnosé uniwersalna pierscienia wielomianéw). Niech R bedzie dowolnym pierscie-
niem, (R[x],+, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspolczynnikach z pierscienia R.
(1) Pierscien R ma nastepujgcq wlasno$é:
VP — pierscien ¥Vr € P¥¢ : R — P — homomorfizm 3 : R[z] — Pl(xz) =r A [g= ¢].
(2) Dla dowolnego rozszerzenia R C S oraz elementu s € S\ R takiego, ze S = R|[s|, jezeli
VP — pierscien ¥r € P¥¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : S — P(z) =r A [r= ¢].
to S = R[z| i izomorfizm a : R[z] — S jest jednoznacznie wyznaczony przez warunki
a(x) = s oraz a [g= idpg.

Dowoad. (1) Ustalmy pierscien P, element r € P i homomorfizm ¢ : R — P. Zdefiniujmy odwzoro-
wanie ¢ : R[z] — P wzorem

Y (Z akxk> = Z d(ax)rr.
k=0 k=0
Bez trudu sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem. Ponadto ¢ (z) = r oraz ¥(a) = ¢(a), dla
a € R.

Pokazemy, ze 1 jest wyznaczony jednoznacznie. Istotnie, zatézmy, ze ¢, : R[x] — P oraz
¥y : R[z] = P sa dwoma homomorfizmami spetiajacymi warunki

Vi(x) =r A1 [g= ¢
oraz

Pa(x) =1 NP2 [r= ¢
Wowezas dla Y _,_, axz® € Rlz]:

n

U <Z ak$k> = Z¢1(ak)(¢1(33))k = Z%(ak)rk

k=0

= D talar)r® = va(ar) (¥ ()
= ¢2 (Z akxk> .

k=0
(2) Ustalmy pierscien S, R C S iniech s € S\ R. Zalézmy, ze
VP — pierécien Vr € PV¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : S — Pl(z) =r A [r= ¢].
Wobec udowodnionej juz czescei twierdzenia istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢y : Rx] — S
taki, ze
"Lpl(ﬂf) =S A "Lpl rR: ldR
Wobec zalozenia istnieje doktadnie jeden homomorfizm s : S — R[z] taki, ze

Vi(s) = x ANy [g= idg.
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Pokazemy, ze 15 0 ¢ = idpy). Istotnie, dla Y, apz” € R[x]:

oy 01y (Z aka> = s (Z ¢1(ak)(¢1(9€))k) =1y (Z ak3k>

k=0
n n

= 3 dalan) (Was)t = 3 agat.

k=0 k=0

Analogicznie pokazujemy, ze 1 o 1y = idg.
O

Definicja 13.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R|x], +, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R.

(1)

Dla dowolnego pierscienia P i jego elementu r € P oraz homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne
przediuzenie v : R[x] — P homomorfizmu ¢ takie, Ze

¥(@) =7 oraz ¥ [g= ¢

nazwamy wartosciag wielomiandw, a jego wartosé dla wielomianu f € R[z], ¥(f), wartoscia
wielomianu f w punkcie r € R. Jezeli warto$¢ wielomianu f w punkcie r € R jest rowna 0,
to punkt r € R nazywamy miejscem zerowym (lub pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy
przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp. Wowczas

v(f) =1 <Z akxk> = Zakrk.
k=0 k=0
Dla pierscienia R i jego elementu idr € R® oraz homomorfizmu ¢ : R — R danego wzorem
¢(a) = const.a, dla a € R,
obraz V¥(R[x]) poprzez jedyne przedtuienie v : R[z] — R® homomorfizmu ¢ takie, ze
Y(x) = idg oraz Y [p= ¢

nazwamy piersScieniem funkcji wielomianowych o wspdlczynnikach z R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.

Definicja i Uwaga 13.1. Niech R, P bedq pierscieniami, a ¢ : P — R homomorfizmem pierScieni.
Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm 1 : R[z| — Ply| taki, Ze

V(x) =y oraz ¢ [r= ¢.

Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to 1 jest roznowartoSciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem pierscieni wielomianéw indukowanym
przez homomorfizm wspétczynnikéow.

Dowdd. Pokazemy, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm v : R[z] — Ply| taki, ze

U(x) =y oraz ¢ [r= ¢.

Istotnie, wobec Twierdzenia 13.1 wystarczy wzia¢ P = Ply| oraz r = y.
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Zaloézmy, ze ¢ jest réznowartosciowy. Pokazemy, ze 1) jest réznowartosciowy. Istotnie, ustalmy f =
" apz® € ker . Wowcezas
k=0

= Y wla)@@)* = Y dlany,

a zatem ¢(ay) =0, k € {0,...,n}, czyli a € ker¢, k € {0,...,n}. Poniewaz ¢ jest réznowartosciowy,
wiec ap =0, k € {0,...,n}, a zatem f = 0.

Zatbzmy, ze ¢ jest surjektywny. Pokazemy, ze 1) jest surjektywny. Istotnie, ustalmy g = > 7 _, byt €
Plz]. Poniewaz ¢ jest surjektywny, wiec by = ¢(ay), dla pewnego a; € R, k € {0,...,n}. Woéwczas

g = > b= o)y
k=0 k=0

= S wa) () = ¢ (Z ) .

g

Twierdzenie 13.2 (Bézout'). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z],+,-) pierscieniem wielo-
mianow zmiennej x o wspolezynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R[z]| oraz a € R. Wéwczas a
jest pierwiastkiem wielomianu f wtedy @ tylko wtedy, gdy x — a dzieli f.

Dowdd. (=): Zatézmy, ze f(a) = 0. Dzielac z reszta f przez x — a otrzymujemy
f(z) =q(z) - (x —a) + r(z) gdzie ¢,r € R[z] oraz degr < deg(z —a) = 1.
Tym samym degr € {—o0,0}, wiec r jest wielomianem stalym. Ponadto
0= f(a) = q(a) - (a—a) +r(a),

skad r(a) = 0. Zatem x — a dzieli f.
(«<): Zatézmy, ze f(x) = q(z) - (x — a), dla pewnego ¢ € R[z]. Wowczas

0=yg(a)-(a—a)= fla)
U

Whiosek 13.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x o wspolezynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R[z| oraz a € R. Wéwczas:

(1) £(z) = 4(2) - ( — ) + f(a), dla pewnego q € Rfz];
(2) (schemat Hornera) jezeli f =Y _, axx®, to

f(z) = (i bkxk) (z —a) + (ag + aby),

gdzie
bn_1 = a, oraz by = a1 + abgyy dla k€ {n—2,...,0}.
Dowdd. (1) Poréwnaj dowdd twierdzenia Bézout.

1. Bézout (1730-1780) — matematyk francuski.
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(2) Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia:

n

Z arz® = q(z) - (x —a) + Zakak.
k=0

k=0

: -1 ,
Niech ¢ = >~ —, bra®. Wowcezas:

Zakxk = <Zbkx> r—a +Zaka
k=0
= bol’—l-blx ++bn 1ZL’

— bpa —bjxa— ... —b,_1z" a—i—g apa®

= (Z CLkCLk — b(]a) -+ (bo — bla):c + ...+ (bn,Q — bn,la)xnfl -+ bn,lx".
k=0

Stad:
a = Ypowmd —ba = fla) = Dp_,apa” = ag+ aby
a1 = b() — bla = b() = a+ ab1
Qp—-1 = bn72 - bnfla = bn72 = Qp-1 + abn,1
An, = b,_1 = b,_1 = a,.

O

Definicja 13.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej
x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R|x]| oraz a € R. Element a € R nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f, gdy f jest podzielny przez (x — a)¥, ale nie jest podzielny
przez (v — a)*L.

Lemat 13.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-) pierscieniem wielomianéw zmiennej x
o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto f € R[z] oraz a € R. Wéwczas a jest pierwiastkiem
k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomian q € R[z] taki, ze f(z) = (x—a)*-q(x)
oraz q(a) # 0.

Dowdd. (=): Zalbézmy, ze istnieja wielomiany ¢, g2, 72 € R[z] takie, ze

fl@)=aq(z) - (z—a)
oraz
f(x) = q@(r) - (v — a)kﬂ + ra(z) gdzie ro(a) # 0.
Przypusémy, ze ¢;(a) = 0. Wowczas, wobec twierdzenia Bézout:
@(z) = gs(x) - (x —a).
Zatem
f(a) = gs() - (x — )"

co jest sprzecznoscig wobec jednoznaczno$ci dzielenia z reszta.



73

(«): Zaloézmy, ze istnieje wielomian ¢ € R[z] taki, ze f = (x —a)* - q(x) oraz q(a) # 0. Niech a bedzie
pierwiastkiem [-krotnym wielomianu f. Oczywiscie [ > k. Przypusémy, ze | > k. Wowczas

f(@) = @a(x) - (z — @)

dla pewnego ¢, € R[z]. Stad

¢2(7) - (x —a)*"! = (2 — a)* - q(x)
a zatem q(z) = ¢(x) - (x — a), czyli wobec twierdzenia Bézout a jest pierwiastkiem ¢, czyli ¢(a) = 0, co
daje sprzecznosc¢. O

Twierdzenie 13.3 (o rozkladzie wielomianu na czynniki liniowe). Niech R bedzie pierscieniem cal-
kowitym, (R[z],+,+) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspélczynnikach z pierscienia R. Niech

ponadto 0 # f € R[x| oraz ay,...,a, € R bedqg pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach ki, ... kpy,
odpowiednio. Wowczas istnieje wielomian q € R|x] taki, Ze

flx)=(z—a)* ... (z —an)* - q(x) oraz q(a;) #0,i € {1,...,m}.
Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem m. Dla m = 1 teza wynika wprost z poprzedniego
lematu. Dla m > 1 zalézmy, ze jesli aq,...,a,,—1 € R sa pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach
ki,..., km_1, odpowiednio, to istnieje wielomian ¢; € R[z] taki, ze

f@)=(x—a)* ... (x —apm_1) " q(z) oraz q1(a;) #0,i € {1,...,m —1}.

Bedziemy chcieli pokazaé, ze istnieje wielomian g € R[z] taki, ze

flx)=(x—a)" ... - (x — an)* - q(x) oraz q(a;) # 0,i € {1,...,m}.

W tym celu pokazemy najpierw, ze a,, jest pierwiastkiem wielomianu ¢;. Istotnie, poniewaz a,, jest
pierwiastkiem wielomianu f, wiec

0= f(am) = (am —a))™ ... (am — Gm-1)"" - q1(am,)
i skoro a,, —a; 0,1 € {1,...,m — 1} i pierscieni R jest catkowity, to
¢ (am) = 0.

Zatézmy, ze a,, jest pierwiastkiem ¢; o krotnosci [. Wobec poprzedniego lematu istnieje wielomian

q € R[z] taki, ze
I

q(z) = (z — am)'q(x) oraz q(am) # 0,

a zatem
@) = (@ = a)™ - (5= am ) (2= a) - q(x) oraz glag) 70,1 € {1,...,m}.
Pozostaje pokazaé, ze | = k,,. Istotnie, oznaczmy
@)= (x—a)™ ... (2 = ap_1)" " q(x).
Wowezas
f(@) = (¢ = am)'a2(2)
i ponadto
ga(am) = (am — al)kl co (am — am—l)khw1 ~q(am) # 0,

skoro a,, —a; # 0,1 € {1,...,m — 1}, q(a,) # 0 i pierScien R jest calkowity. Tym samym wobec
poprzedniego lematu a,, jest [-krotnym pierwiastkiem wielomianu f, a wiec | = k,,. U

Whniosek 13.2. Niech R bedzie pierscieniem catkowitym, (R[z],+,-) pierscieniem wielomianow zmiennej
x o wspolczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € Rlx|. Wowczas:



74

(1) jesli ay, ..., anm € R bedg pierwiastkami wielomianu f o krotnoSciach ky, . .., kn, odpowiednio, to

Z ki < deg(f)
i=1

(2) jesli f jest wielomianem stopnia n, to f ma co najwyzej n pierwiastkow;

(3) jesli R jest nieskoniczony, to dla pewnego r € R, f(a) # 0;

(4) jesli R jest mieskoriczony, to jedyny homomorfizm v = Rlx] — RE definiujgcy piericien funkciji
wielomianowych jest réznowartosciowy.

Dowad. (1) Wobec Uwagi 12.2 i Twierdzenia o rozkladzie wielomianu na czynniki liniowe, poniewaz
istnieje wielomian ¢ € R|x] taki, ze
flx)=(x—a)™ ... - (z = an)" - q(z) oraz q(a;) #0,i € {1,...,m},
wiec

deg(f Zk + deg(q) > i

(2) Oczywiste.
(3) Wobec (2) wielomian f ma co najwyzej deg(f) pierwiastkéw, zas pierécien R jest nieskonczony,
wiec dla pewnego a € R

fla) #0.

(4) Niech v : R[z] — R bedzie jedynym przedtuzeniem homomorfizmu ¢ : R — R danego wzorem
¢(a) = const.a, dla a € R,
takim, ze
Y(z) = idg oraz ¢ [g= ¢.
Ustalmy f = > ,_,arz” € ker ¢p. Wowczas

0=1(f) = ¢(Z apz®) = Z const.ay, - (idg)".

k=0

Poniewaz dla a € R:

fla) = Z const.ay(a) - (idg(a))* = 0,

k=0
wiec f = 0.
O
13.2. Wielomiany wielu zmiennych.
Definicja i Uwaga 13.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennych x4, ..., x,
o wspotczynnikach z pierscienia R bedziemy nazywali wyrazenie postaci
Z ailminxlf R iL‘iLn,
i1yerin<m
gdzie m € N, wskazniki i1, ..., i, € N przebiegajg wszystkie liczby nie wieksze niz m oraz aZl in E R.
Dwa wielomiany uwazamy za réwne, gdy rozniq sie jedynie o sktadniki postaci 0 - x' ...x", gdzie

11y ty € N
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Bedziemy mowili, ze wielomian f = Z“Zn<m i, 3, T ...z jest stopnia r, gdy istnicje taki réiny
od zera wspétczynnik a;, i, 2e 11 + ...+ =1 i a4, = 0 oile ji + ...+ j, > r. Unowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Wielomian postact a - a:zf ...xin | gdzie a € R oraziy,. .., i, € N nazywamy jednomianem.

W zbiorze wszystkich wielomianow zmiennych x1, . .., x, o wspotczynnikach z pierscienia R definiujemy
dodawanie + i mnoZenie -, kladgc dla dowolnych wielomiandéw f =" i oraz g =

i1 yeensin <m Qi1 .in "
R i gn .
Ejh...,jngr b]1...]n$1 R Al

f+g= > Chy ey X0 2
k1,....kn <max{m,r}
gdzie
Ahy.ode + Oy ks 9y K1y oo Ky < max{m, 1},
Chyodin = & Qky. ks 9dy, dla pewnego wskaznika k;, i € {1,...,n}, k; >r, ale ky,... k, <m,
bky.. ks 94y, dla pewnego wskaznika ki, 1 € {1,...,n}, ki >m, ale ky,... k, <,
oraz
Frg=" D Chokayt.ab
k1o kin <mr
gdzie

Chy.y = Z ey —11, ol Dy 1 -
0<l1<k1,....0<l, <kn
Ponadto wyrozniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielomian 1 jako element
neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianéw zmiennych xy,...,x, o wspotczynnikach
z pierscienta R z tak okreslonymi dzialaniami i wyréznionymi elementami jest pierScieniem przemien-
nym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pierscieniem wielomianéw zmiennych x,...,x, o
wspdlczynnikach z pierscienia R i bedziemy oznaczali przez Rlxy, . .., Ty,)].

Uwaga 13.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xy, ..., x,], +, ) piersScieniem wielomiandw n
zmiennych o wspétczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

_ i1 i _ J1 j
f= E @iy i, T € Rlxy, ... ] oraz g = E bj. jni . i € Rlxy, ..., xy).
il)‘”vingm jlv“wjngr

Wowczas:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)};
(2) deg(fg) < deg(f) + deg(g);
(3) jesli
f#0NAg+#0AR jest pierscieniem catkowitym,

to

deg(fg) = deg(f) + deg(yg).

Whniosek 13.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[zq,...,x,],+,) pierscieniem wielomia-
now n zmiennych o wspotczynnikach z pierscienia R. Wowczas jesli R jest pierscieniem catkowitym,
to Rlzy,...,x,) tez.
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Definicja 13.3. Niech R i P bedg dowolnymi pierscieniami, niech R C P i niech S C P bedzie pewnym
zbiorem. Zbior S nazywamy algebraicznie niezaleznym nad R, jezeli zbior

{f €R[s1,...,8:) :n€N,sq1,...,8, €S, [ jest jednomianem}

jest lintowo niezalezny nad pierscieniem R.

Twierdzenie 13.4 (wlasno$¢ uniwersalna pierscienia wielomianéw wielu zmiennych). Niech R bedzie
dowolnym pierscieniem, (R[xq,...,xy,],+,) pierscieniem wielomianéw n zmiennych o wspdlczynnikach
z pierscienia R.

(1)

(2)

Pierscien R ma nastepujgcqg wiasnosc:
VP - pierscien Nry,...,r, € PV : R — P — homomorfizm 3 : R[xq,...,x,] — P
[WW(x;) =rii € {1,....,n} A [r= 9.

Dla dowolnego rozszerzenia R C S oraz elementow sy, ...,s, € S\ R algebraicznie niezaleznych
nad R i takich, Ze S = R[s1,..., S|, jezeli

VP — pierscien Nry,...,r, € PV¢ : R — P — homomorfizm A : S — P
[V(s;) =rii € {1,...,n} A [r= @]

to S = Rlxy,...,x,] i izomorfizm o : R[xy,...,x,] — S jest jednoznacznie wyznaczony przez
warunki
alx;) = s;,i € {1,...,n} oraz a [g= idg.
Definicja 13.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xy, ..., x,], +,) pierscieniem wielomiandw

n zmiennych o wspotczynnikach z pierscienia R.

(1)

Dla dowolnego pierscienia P 1 jego elementu r € P oraz homomorfizmu ¢ : R — P, jedyne
przedtuzenie v : Rlxy, ..., x,| — P homomorfizmu ¢ takie, ze

[W(x:) =ri,i €{1,...,n} ANV [r= 9]
nazwamy wartoscia wielomiandw, a jego wartosé dla wielomianu f € Rlxy,...,x,], ¥(f),
warto$cig wielomianu f w punkcie (rq,...,7,) € R". Jezeli wartosé¢ wielomianu f w punkcie
(r1,...,m) € R™ jest réwna 0, to punkt (r1,...,r,) € R" nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp. Wowczas

V(f) = ( Z iy i miﬁ) = Z iy i
i1yein<m i1yeyin<m
Dla pierscienia RF" i jego elementéw my, ..., m, € RE" takich, ze
mi(ar, ag, ... a4, ... a,) = aj,(a1,...,a,) € R",j€{1,...,n},
oraz homomorfizmu ¢ : R — RF" danego wzorem
¢(a) = const.a, dla a € R,

obraz Y(R[z1, ..., x,]) poprzez jedyne przedtuzenie v : Rlxy,...,x,] — RE" homomorfizmu ¢
takie, zZe

W(x;) =m,i €{1,...,n} oraz ) [g= ¢
nazwamy pierscieniem funkcji wielomianowych o wspotczynnikach z R, a jego elementy
funkcjami wielomianowymi.



7

Definicja i Uwaga 13.3. Niech R, P bedq pierscieniami, a ¢ : P — R homomorfizmem pierscieni.
Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm v : Rz, ..., x,] — Plyr, ..., ys] taki, Ze

U(x;) =y, it € {1,...,n} oraz p [gr= ¢.

Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to 1 jest roznowartoSciowy, a jesli ¢ jest surjektywny, to ¢ jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem pierscieni wielomianéw n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspétczynnikéw.

Whiosek 13.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x1, ..., x,], +,) pierscieniem wielomiandw
n zmiennych o wspétczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto 0 # f € Rlxy, ..., x,]. Wowczas:
(1) jesli R jest nieskoniczony, to dla pewnego (r1,...,1,) € R", f(r1,...,1m) # 0;
(2) jesli R jest nieskoriczony, to jedyny homomorfizm v : Rlxy,. .., x,] — RE" definiujgcy pierscien
funkcgi wielomianowych jest réznowartosciowy.

Definicja 13.5. Niech (I, <) bedzie zbiorem czeSciowo uporzgdkowanym. JeZeli
Vi,je I3k elli <kNj<Ekl,
to wowczas (I, <) nazywamy zbiorem skierowanym.
Uwaga 13.2. Niech (I,<) bedzie zbiorem skierowanym, niech {R; : i € I} bedzie rodzing pierscieni
indeksowang elementams zbioru I takq, zZe
Vi,j e I[(i < j) = (R; < Rj)].
W zbiorze \J,c; Ri definiujemy dziatania + oraz - nastgpuggco:
o jesli a,b € | J,e; Ri, toa € Ry, b € Ry, dla pewnych i,j € I; poniewaz I jest skierowany, wigc
dla pewnego k € I zachodzi i < k oraz j < k, a zatem R; < Ry oraz R; < Ry, wiec a,b € Ry, 1
mozemy zdefiniowaé
a+b=a+p boraza-b=a-p b
Wowczas (\J;c; Ri, +,-) jest pierscieniem.
Definicja i Uwaga 13.4. Niech R bedzie pierscieniem, S pewnym zbiorem, a {zs : s € S} rodzing
zmiennych indeksowanqg elementami zbioru S. Dla dowolnego skonczonego zbioru T = {sy,...,s,} C S
definiujemy
Rr = Rlxg, ...,z ]
Wowczas (I,C), gdzie I = {T C S : card] < oo} jest zbiorem indeksowanym, zas {Rr : T € I} rodzing
pierscieni indeksowang elementami zbioru I takq, Ze
VT, T, € I[(Tl C TQ) = (RT1 < RT2)].

Wobec poprzedniej uwagi \Jpo; Rr jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem wielomianéw nie-
skonczonej liczby zmiennych ze zbioru {z; : s € S} o wspdblczynnikach z R i oznaczamy
Rl{zs:s € S}.

Uwaga 13.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{x, : s € S}| pierscieniem
wielomiandw nieskonczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspélczynnikach z pierscienia R.
Niech ponadto

feR{zs:s€ S} orazg e R{zs: s € S}.

Wowczas:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)};
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(2) deg(fg) < deg(f) + deg(g);
(3) jesli
f#0ANg+#0AR jest pierscieniem catkowitym,
to
deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Whiosek 13.5. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s € S}| pierscieniem
wielomiandw nieskonczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspélczynnikach z pierscienia R.
Wowczas jesli R jest pierscieniem calkowitym, to R[{xs: s € S} tez.

Twierdzenie 13.5 (wlasno$é uniwersalna pierdcienia wielomianéw nieskonczenie wielu zmiennych).
Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s € S}| pierscieniem wielomianéw
nieskoriczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspétczynnikach z pierscienia R.

(1) Pierscien R ma nastepujgcg wlasno$é:

VP — pierscien VA : {zs: s € S} — P — odwzorowanie ¥Y¢ : R — P — homomorfizm 3 : R[{zs:s € S}| — P
[¢ r{xs:SES}: AN 1/J fRZ ¢]

(2) Dla dowolnego rozszerzenia R C R i zbioru T C R’ algebraicznie niezaleznego nad R i takiego,
e R = R[{xy : t € T}|, jezeli

VP - piericien Y\ : {x; : t € T} — P — odwzorowanie V¢ : R — P — homomorfizm 3¢ : R’ — P
[V Natery= AN [r= ¢].

to R = R[{x; : t € T}] i izomorfizm o : R[{x; : t € T}| — R’ jest jednoznacznie wyznaczony
przez warunki

a(xy) =t,t €T oraz a [g=idg.

Definicja 13.6. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, S pewnym zbiorem, R[{xs : s € S}| pierscie-
niem wielomiandw nieskoriczonej liczby zmiennych ze zbioru {xs : s € S} o wspdlczynnikach z pierscienia
R. Dla dowolnego pierscienia P i odwzorowanie X : {xs : s € S} — P oraz homomorfizmu ¢ : R — P,
jedyne przedtuzenie v : R[{xs: s € S} — P homomorfizmu ¢ takie, ze

W r{xs:SGS}: AN w rR: ¢]

nazwamy wartoscia wielomiandw, a jego warto$é dla wielomianu f € R[{xs : s € S}, ¥(f), war-
todcig wielomianu f na zbiorze A({z; : s € S}) C P. Jezeli wartosé wielomianu f na zbiorze
A{zs : s € S}) C P jest rowna 0, to zbior A({zs : s € S}) C P nazywamy miejscem zerowym (lub
pierwiastkiem) f. Najczesciej rozwazamy przypadek, gdy R = P oraz ¢ = idp.

Definicja i Uwaga 13.5. Niech R, P bedqg pierscieniami, S pewnym zbiorem, a ¢ : P — R homomorfi-
zmem pierscieni. Wowczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm 1 : R[{zs: s € S} — P[{ys : s € S}]
taki, ze

w(l‘s) =Ys, S € S oraz 77D rR: ¢

Ponadto jesli ¢ jest roznowartosciowy, to 1 jest roznowartosciowy, a jesl ¢ jest surjektywny, to 1 jest
surjektywny. Homomorfizm 1 nazywamy homomorfizmem pierscieni wielomianéw n zmiennych
indukowanym przez homomorfizm wspoétczynnikéw.
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Definicja 13.7. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xy, ..., x,], +,) pierscieniem wielomiandw
n zmiennych o wspétczynnikach z pierScienia R. Wielomian

0# f= Z @iy, @ oy € Rl @]
i1 yeryin <m
nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia d (lub forma stopnia d) jezeli
Vit in < mldeg(ai,..q, @t . 2y) = dl.

Formy stopnia 1 nazywamy formami liniowymi, formy stopnia 2 formami kwadratowymi, formy
stopnia 3 formami kubicznymi itd.

Uwaga 13.4. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[xq, ..., x,], +, ) pierscieniem wielomiandw n
zmiennych o wspotczynnikach z pierscienia R. Wielomian

0Ei= Y st € Rl
i1,ein<m

jest wielomianem jednorodnym stopnia d wtedy @ tylko wtedy, gdy dla kazdego pierscienia P, R < P i
dla kazdego zbioru n + 1 algebraicznie niezaleznych nad R elementéw a, by, ..., b, € P zachodzi réwnosé

flaby, ... ab,) = a®f(by,... by,).



