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12. WYKEAD 12: KONSTRUKCJA PIERSCIENIA WIELOMIANOW JEDNEJ ZMIENNEJ.

Definicja i Uwaga 12.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennej x o wspot-
czynnikach w pierscieniu R bedziemy nazywali wyrazenie o postaci

n
g+ a1x + ... +a,x",

gdzien € N oraz a, . ..,a, € R.

Dwa wielomiany vwazamy za rOwne wtedy i tylko wtedy, gdy réziniq sie tylko o sktadniki postaci 0 - x;,
gdzie 1 € N.

Bedziemy mowili, Ze wielomian f = ag+ a1z + ... + a,x" jest stopnia n, gdy a, # 0. Umowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiec dodatkowo, zZe stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywaé liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Dla wielomianu f = ag+a1x+. . .4+a,x" wspolczynnik a,, nazywamy najstarszym (lub najwiekszym)
wspotczynnikiem. Jezeli najstarszy wspotczynnik réwny jest 1, to wielomian f nazywamy unormowa-
nym.

W zbiorze wszystkich wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R definiujemy do-
dawanie + 1 mnozenie -, kladgc dla dowolnych wielomianow f = ag + a1x + ... + a,a™ oraz g =

(ag + bg) + (ay + b))z + ... + (an + bp)x™ + bpyr12™™ + ... + ba™, gdy m > n,
f+g=4q(ap+by)+ (a1 +b)x+ ...+ (a, +by)z"™, gdy m =n,
(ap +bo) + (a1 + b))z + ... + (Am + b)) T™ + b 2™ + o+ D™, gdy m < n.

f-g=co+crx+ ...+ cpma™t™,

gdzie

7
C = g a;—ibr,
=0

dla i € {0,...,n+ m}. Ponadto wyréiniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wie-
lomianl jako element neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspot-
czynnikach z pierScienia R z tak okreslonymi dziataniami i wyrézinionymi elementamsi jest pierscieniem
przemiennym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw zmiennej x o
wspdlezynnikach z pierscienia R i bedziemy oznaczali przez R|x].

Uwaga 12.1. Przy liczeniu stopni wielomianow przyjmujemy nastepujaca umowe notacyjna:

e Vn € N(n > —o0,
o (—00) + (—00) = —o0,
o Vn e N(—oo+n=—00).

Uwaga 12.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z|,+,-) pierscieniem wielomianéw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a+az+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpx™ € R|x].

Wowczas:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}:
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(2) jesli
deg(f) # deg(g),

to

deg(f + g) = max{deg(f),deg(g)};
(3) deg(fg) < deg(f) + deg(g);

(4) jesli
f#0Ng#0A (a, jest reqularny V by, jest reqularny),
to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);
(5) jesli
f#0ANg# 0N R jest pierscieniem catkowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).

Dowad. (1) Niech h = f+ g =Y o, ckx”, przy czym ¢, = 0 dla prawie wszystkich k& € N. Ustalmy
k > max{n,m} = max{deg(f), deg(g)}. Wowczas:
Wobec tego deg(f + g) < maxc{deg(/). deg(g)}.
(2) Oczywiste.
(3) Niech h = f+ g = > oo, ca®, przy czym ¢, = 0 dla prawie wszystkich & € N. Ustalmy
k> n+m = deg(f)+ deg(g). Mamy
k
Cr — Z ak_ibi.
i=0
Jezelii € {0,...,m},tok—i € {n+1,...,k}, wiec ar_; = 0. Podobnie, jezeli i € {m+1,... k},
to b; = 0. Zatem ¢, = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).
(4) Niech h = f +g =7, ckx”, przy czym ¢ = 0 dla prawie wszystkich k € N. Mamy
n+m A
Cntm = Z an—i—m—ibl
i=0
= Qpim bO + Gpym—1 by + ...+ a'nbm + Gp—1 bm—l—l +...Fag bm+n
—— —— ~—~— ——
-0 =0 =0 =0
= aub,
Poniewaz a,, lub b, jest regularny, wiec ¢, 1, # 0.
(5) Wynika wprost z (4).
0]

Whniosek 12.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-) pierscieniem wielomianéw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a +az+...+a,2" € R[z].
Wowczas:

(1) jesli a,, jest reqgularny w R, to f jest reqularny w R[z];
(2) kazdy wielomian unormowany jest elementem regularnym w R|x];
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(3) jesli R jest calkowity, to R[z| jest calkowity.

Twierdzenie 12.1 (o dzieleniu wielomianéw z reszta). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[], +, )
pierscieniem wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z piericienia R. Niech ponadto

f=a +az+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].
Wowczas istniejg liczba | € NU {0} oraz wielomiany q,r € R[x] takie, Ze

a,-g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
Dowdéd. Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to ktadziemy [ =0, ¢=0, r = g.

Jezeli deg(g) = m =n =deg(f),tol =1, ¢ = by, r = a,g — by, f. Istotnie, zauwazmy ze woéwczas
deg(r) < n = deg(f).

Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdd prowadzimy metoda indukeji wzgledem deg(g) = m.
Zatézmy, ze dlam’ € {n +1,...,m — 1} i dla wielomianéw postaci
g =by+bx+... +0b 2™ € Rla]
istnieja liczba I € NU {0} oraz wielomiany ¢, € R|x] takie, ze
ay g1 =q -+
oraz deg(ry) < deg(f). Polézmy
g1 = apg — bpx™ " f.
Wowczas
deg(g1) e {n+1,...,m—1},
istnieja liczba I € NU {0} oraz wielomiany ¢;,7m € R|x] takie, ze
a - g =q - f +r, oraz deg(ri) < deg(f)
czyli
av - (ang — bpx™ " f) = q1 - f + 1y oraz deg(ry) < deg(f)
lub réwnowaznie
a g = (g1 + bpax™ ™) - f + 11 oraz deg(ry) < deg(f).
Tym samym kladac | =1, + 1, ¢ = ¢ + allb,2™ ™ oraz r = r otrzymujemy teze. 0
Whiosek 12.2. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z], +, ) piercieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a+azr+...+a,2" € Rlx] oraz g =by+ bz + ...+ bp2z™ € R|x].
Wowczas:
(1) jesli a,, = 1, to istniejg wielomiany q,r € Rx] takie, Ze
g=aq-f+r
oraz deg(r) < deg(f);
(2) jesli R jest cialem, to istniejg wielomiany q,r € R[z| takie, ze

g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
Dowad. (1) Oczywiste.
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(2) Jezeli R jest cialem, to istnieje element a, ' € R, a wiec taki, ze a,'a, = 1. Wobec tego istnieja
wielomiany ¢, € R[z] takie, ze
g=aq-a, f+m

oraz deg(ri) < deg(a,'f) = deg(f). Zatem kladac q = qia,,' oraz r = ry otrzymujemy teze
0

Twierdzenie 12.2 (o jednoznacznosci dzielenia z reszta). Niech R bedzie dowolnym pierscieniem,
(R[z], +, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspolczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a +az+...+a2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].
Jesli a,, jest reqularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomianéw q,r € Rx|, Ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
Dowdd. Niech

g=q - f+ry,deg(r) <degf ,q,r € Rlz],

9= Gz f+rs,deg(r) < deg f,qo,1m2 € R[z].
Stad

0= (q1 — @) f + (11 —12),
lub réwnowaznie
o —T1 = (Ch - Q2)f-
Wobec Uwagi 12.2
deg(f) > max{deg(r1),deg(rs)} — deg(ra —r1) = deg((q1 — ¢2)f) = deg(q1 — g2) + deg(f).

Tym samym deg(q; — g2) = —00, a wiec q1 — q2 = 0, skad tez ro = 7. OJ

Whiosek 12.3. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[], +, ) piercieniem wielomiandw zmiennej
x 0 wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a+az+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € R|x].
(1) Jezeli R jest calkowity, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomiandéw q,r € R[z], Ze
g=aq-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
(2) Jezeli a, =1, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandéw q,r € R[z], Ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).
(3) Jezeli R jest cialem, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € R[z], Ze

g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
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Definicja 12.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, ) pierscieniem wielomianow zmiennej
x o0 wspotczynnikach z pierScienia R. Niech ponadto

f=ao+ax+...+a2" € R[z] oraz g = by + byx + ... + ba™ € R[z].
Jezeli istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € R[x], Ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f) to mowimy, ze w pierscieniu R[x] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu
g przez f. Wielomian q nazywamy wowczas niepelnym ilorazem, a wielomian r reszta z dzielenia.



