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11. WYKEAD 11: PIERSCIEN ILORAZOWY, TWIERDZENIE O HOMOMORFIZMIE. IDEALY PIERWSZE I
MAKSYMALNE.

11.1. Pierscien ilorazowy, twierdzenie o homomorfizmie.

Definicja i Uwaga 11.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech I << R. Oznaczmy
a+I={a+i:iel}
R/I={a+1:a€ R}

i w zbiorze R/I okreslmy dziatania dodowania i mnozenia:

(a+1)+(b+1)=(a+b)+1,
(a+1)-(b+1)=(a-b)+1.
Wowczas R/ jest pierscieniem, nazywamy go pierScieniem ilorazowym R wzgledem 1.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-

wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Przyklady:

(1) Rozwazmy pierscien Z oraz (3) <1 Z. Wowczas:
Z/(3) = {0+ (3),1+ (3),2+ (3)}.
(2) Rozwazmy pierécien R[z] oraz (2?) < R[z]. Wowczas:
R[z]/(2*) = {ao + a1x + (2°) : ag, a; € R}.

Definicja i Uwaga 11.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Wowczas odwzorowanie K :
R — R/I dane wzorem k(a) = a + I jest homomorfizmem surjektywnym oraz ker k = I. Nazywamy go
epimorfizmem kanonicznym.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whniosek 11.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech I C R. Wowczas I < R wtedy i tylko wtedy, gdy I
jest jadrem pewnego homomorfizmau.

Dowdd jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Twierdzenie 11.1 (o homomorfizmie). Niech P, Ry, Ry bedq pierscieniami, ¢1 : P — Ry homomorfi-
zmem surjektywnym, ¢o 1 P — Ry homomorfizmem.
(1) Jesli istnieje homomorfizm 1) : Ry — Ry taki, Ze 1 o ¢1 = ¢a, to ker ¢1 C ker ¢s.
(2) Jesli ker ¢y C ker ¢o, to istnieje dokladnie jeden homomorfizm ¢ : Ry — Rs taki, Ze 1 o ¢1 = ¢s.
Ponadto wéwczas imyp = imey oraz ker 1p = ¢ (ker ¢5).
Inaczej: diagram

P
1 2
” na77
Ri—————- R
1 ¥ > 1o

jest przemienny.
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Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whniosek 11.2. Niech P, Ry, Ry bedq piersScieniami, ¢1 : P — Ry homomorfizmem surjektywnym,
¢y : P — Ry homomorfizmem. Niech ponadto ker ¢1 C ker ¢po. Wowczas istnieje dokladnie jeden ho-
momorfizm V¥ : Ry — Ry taki, Ze 1 o ¢1 = ¢o oraz:

(1) jesli ¢o jest surjektywny, to ¢ jest surjektywny;

(2) jesli ker ¢y = ker ¢y, to 1 jest réinowartosciowy;

(3) jesli o jest surjektywny i ker ¢1 = ker ¢o, to 1 jest izomorfizmem.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whiosek 11.3 (twierdzenie o homomorfizmie dla pierscieni ilorazowych). Niech P, R bedg pierscieniami,
niech I <1 P, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem.
(1) Jesli istnieje homomorfizm ¢ : P/I — R taki, Ze ¢ o k = ¢ (gdzie k : P — P/I oznacza
epimorfizm kanoniczny), to I C ker ¢.
(2) Jesli I C ker ¢, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ) : P/I — R taki, Ze 1pok = ¢. Ponadto
wowcezas imyp = ime oraz ker v = k(ker ¢).
Inaczej: diagram

jest przemienny.

Dowod jest bardzo podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla grup, w zwiazku z czym pozosta-
wiamy go Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

Whniosek 11.4. Niech P, R bedg pierScieniami, niech I < P, niech ¢ : P — R bedzie homomorfizmem.
Niech ponadto I C ker ¢. Wowczas istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : P/I — R taki, Ze ok = ¢
(gdzie k : P — P/I oznacza epimorfizm kanoniczny) oraz

(1) jesli ¢ jest surjektywny, to 1 jest surjektywny;

(2) jesli I = ker ¢, to 1 jest réznowartosciowy;

(3) jesli ¢ jest surjektywny i I = ker ¢, to 1 jest izomorfizmem.

Twierdzenie 11.2 (twierdzenie o izomorfizmie). Niech P, R bedq pierscieniami, niech ¢ : P — R bedzie
homomorfizmem. Wowczas
im¢ = P/ ker ¢.
Przyklady:
(3) Rozwazmy pierscien R oraz odwzorowanie ¢ : R — R dane wzorem ¢(z) = x. Woéwczas im¢ = R,
ker ¢ = {0}, a zatem R/{0} = R.
(4) Rozwazmy pierscienie Z i Z,, oraz odwzorowanie ¢ : Z — Z,, dane wzorem ¢(x) = reszta z dzielenia x prz
Woéwezas imo = Z,,, ker ¢ = nZ, a zatem Z/nZ = Z,.
(5) Rozwazmy pierscienie R[z] i R oraz odwzorowanie ¢ : R[z| —
R dane wzorem ¢(f) = f(a), gdzie a € R jest ustalone. Wéwcezas im¢p = R, ker ¢ = (x — a), a
zatem Rz]/(z —a) = R.
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(6) Rozwazmy pierscienie R[z] i C oraz odwzorowanie ¢ : R[z] — C dane wzorem ¢(f) = f(3).
Wowcezas im¢ = C, ker ¢ = (22 + 1), a zatem Rz]/(2? + 1) = C.

11.2. Idealy pierwsze i maksymalne.

Definicja 11.1. Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Ideal I nazywamy idealem pierwszym,
jesli jest wlasciwy oraz
Va,be Rlabe I = (a€ IVbel).
Przyklady:
(1) Rozwazmy pierécien Z oraz {0} <1 Z. Wéwczas {0} jest ideatem pierwszym.
(2) Rozwazmy piericieni R¥ oraz [ = {f € R® : f(2) = 0} < R®. Wéwezas I jest ideatem pierwszym.
Twierdzenie 11.3. Niech R bedzie pierScieniem, niech I < R. Wowczas
R/I jest pierscieniem catkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy I jest pierwszy.
Dowdéd. (<): zaldzmy, ze I jest ideatem pierwszym. Ustalmy a+1,b+1 € R/I i zalézmy, ze (a+1)(b+1) =
0+ 1. Wowczas ab € I, azatema e [lubbe [, czylia+1=0+1Tlubb+1=0+1.
(=): zatézmy, ze R/I jest pierscieniem catkowitym. Ustalmy a,b € R i zatézmy, ze ab € I. Wowcezas
ab+1=0+1,azatem (a+1)(b+1)=0+1.Skoroa+I=0+11lubb+1=0+1, wieca € I lub
bel. O

Whniosek 11.5. Niech P, R bedqg piersScieniami, niech J < R bedzie pierwszy, niech ¢ : P — R bedzie
homomorfizmem. Wéwczas ¢~*(J) jest idealem pierwszym.

Dowéd. Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : P — R/J wzorem ¢ = k o ¢, gdzie k jest epimorfizmem kano-
nicznym. Zauwazmy, ze ker ¢ = ¢~'(J): istotnie, zachodzi
a€keryy & YPla)=J < k(e(a)) =J
& Pla)+J=J< ¢la) e J
& aco(J).
Wobec twierdzenia o izomorfizmie:
P/¢™(J) = im.
Ponadto imiy) < R/J i jako podpierécien pierécienia catkowitego jest catkowity. Zatem P/¢~1(J) jest
catkowity, a tym samym ¢~ '(J) jest pierwszy. O
Whniosek 11.6. Niech R bedzie pierscieniem. Wowczas:
R jest pierscieniem catkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest idealem pierwszym.
Dowdéd. Wobec twierdzenia o izomorfizmie R/{0} = R, a zatem R jest calkowity wtedy i tylko wtedy,
gdy R/{0} jest catkowity, wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest pierwszy. O
Przyklady:
(3) Rozwazmy pierécien Z oraz (n) < Z. Wéwczas (n) jest ideatem pierwszym wtedy i tylko wtedy,
gdy n jest liczba pierwsza.
(4) Rozwazmy pierécien Z[x] oraz (z) < Z[z]. Woéwezas (x) jest ideatem pierwszym.
Definicja 11.2. Niech R bedzie pierscieniem, niech I < R. Ideat I nazywamy idealem maksymalnym,

jesli jest wilasciwy oraz
VI<AR[ICJ=(I=JVJ=R).
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Twierdzenie 11.4. Niech R bedzie pierscieniem, niech I << R. Wowczas
R/I jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy I jest maksymalny.
Dowdéd. Epimorfizm kanoniczny x : R — R/I jest surjekcja oraz ker k = I. Wobec lematu o odpowied-
niosci miedzy ideatami rodziny
I={J:J<Rorazl C J}
oraz
J={K:K <R/}
sa rownoliczne. Wobec tego R/I jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy |J| = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy
|Z| = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy I jest ideatem maksymalnym. O

Whniosek 11.7. Niech P, R bedq pierscieniami, niech J < R bedzie maksymalny, niech ¢ : P — R bedzie
epimorfizmem. Wéwczas ¢~1(J) jest ideatem maksymalnym.

Dowod jest podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla ideatow pierwszych i pozostawiamy go
Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Whniosek 11.8. Niech R bedzie pierscieniem. Wowczas:
R jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy {0} jest ideatem maksymalnym.
Dowod jest podobny do dowodu analogicznego rezultatu dla ideatow pierwszych i pozostawiamy go
Czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.
Whniosek 11.9. Niech R bedzie pierScieniem, niech I < R. Wowczas
jesli I jest ideatem maksymalnym, to I jest ideatem pierwszym.
Dowdéd. Jedli I jest ideatem maksymalny, to R/I jest ciatem, a wiec pierdcieniem catkowitym, skad [
musi by¢ pierwszy. O
Whiosek 11.10. Niech R bedzie pierscieniem idealow gléwnych, niech {0} # 1 < R. Wowczas
jesli I jest ideatem pierwszym, to I jest ideatem maksymalnym.
Dowdéd. Ustalmy ideat pierwszy {0} # I <@ R. Poniewaz R jest pierScieniem ideatéw glownych, wiec
I = (a), dla pewnego a € R\ {0}, a poniewaz I jest pierwszy, wiec:
Vb, c € Rlbc € (a) = (b€ (a) Ve (a)).
Ustalmy ideal J <t R i niech I C J. Poniewaz R jest pierécieniem idealow gltéwnych, wiec J = (b), dla
pewnego b € R\ {0}. Poniewaz I C J, czyli (a) C (b), wigc a € (b), czyli a = be, dla pewnego ¢ € R\ {0}.
Poniewaz R jest pierwszy, wiec b € (a) lub ¢ € (a). Jesli b € (a), to (b) C (a), wiec I = J. Jezeli ¢ € (a),
to ¢ = ad, dla pewnego d € R\ {0}. Zatem:
a = bad,
skad bd = 1, a wiec b jest odwracalny i tym samym J = R. U
Przyktlady:
(5) Rozwazmy pierscien R[z| oraz (z — 1) < R[z]. Wowcezas (x — 1) jest ideatem maksymalnym.
(6) Rozwazmy pierscien R[z| oraz (22 + 1) <1 R[x]. Wowcezas (2% + 1) jest idealem maksymalnym.
(7) Rozwazmy pierscien R[z] oraz (z? —1) < R[z]. Wowczas (22 — 1) nie jest idealem maksymalnym,

nie jest tez ideatem pierwszym.

Uwaga 11.1. Niech n > 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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) (n) jest idealem pierwszym w Z;

) (n) jest ideatem maksymalnym w 7Z;
) Zy, jest pierscieniem calkowitym,

) Z, jest ciatem;

(5) n jest liczbg pierwszq.

(1
(2
(3
(4

Twierdzenie 11.5. Niech R bedzie pierScieniem, niech I < R. Wowczas
gesli I jest wlasciwy, to jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym.

Dowdd. Ustalmy ideal R # I <1 R i zdefiniujmy rodzine:
R={J<R:J#Roraz I C J}.

Poniewaz I € R, wiec R # ). Oczywiscie (R, C) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym.
Ustalmy tancuch J C R. Pokazemy, ze J ma ograniczenie gorne. Istotnie, zdefiniujmy

K=|J{7:7e7}

Wobec Twierdzenia 10.7 K <1 R. Oczywiscie I C K. Zauwazmy tez, ze K # R, albowiem dla wszelkich
J € J zachodzi 1 ¢ J, azatem 1 ¢ K i tym samym K jest wlasciwy. PokazaliSémy wobec tego, ze K € J
i, oczywiscie, J C K, dla J € J.

Wobec lematu Kuratowskiego-Zorna w rodzinie R istnieje element maksymalny, ktory jest poszuki-
wanym ideatem maksymalnym. O

Whniosek 11.11. Niech R bedzie pierScieniem. Wowczas:

(1) w R istnieje pewien ideal maksymalny;
(2) w R istnieje pewien ideal pierwszy.

Definicja 11.3. Niech R bedzie pierscieniem. Wowczas:
(1) zbior wszystkich ideatéw pierwszych pierscienia R nazywamy spektrum pierwszym pierscienia
R i oznaczamy Spec(R);
(2) zbior wszystkich ideatow maksymalnych pierscienia R nazywamy spektrum maksymalnym
pierscienia R i oznaczamy Specm(R).



