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9. WYKEAD 9: SPECJALNE TYPY ELEMENTOW PIERSCIENIA.

Definicja 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem.
(1) Element x € R taki, ze
Jye R\ {0}z-y=0
nazywamy dzielnikiem zera. Zbior wszystkich dzielnikéw zera oznaczamy przez D(R).
(2) Element x € R taki, ktory nie jest dzielnikiem zera, nazywamy elementem regularnym.

Przyktady:
(1) Niech (R, +, -) bedzie pierscieniem. Wowczas 0 jest dzielnikiem zera, nazywamy je niewlasciwym
dzielnikiem zera. Wszystkie pozostate dzielniki zera nazywac¢ bedziemy wlasciwymi.
(2) Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas 0, 2, 3, 4 sa dzielnikami zera.
(3) Rozwazmy pierscien Q x Q. Wéwcezas (1,0) i (0, 1) sa dzielnikami zera.
Twierdzenie 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, niech x,y € R. Wowczas:
(1) zy=0=2€ D(R)Vy € D(R);
(2) jesli x jest regularny, to
zy=0=y=0;
(3) jesli x jest reqularny, to
Y =2 =Y = 2.
Przyktad:
(4) Rozwazmy pierécien Zg. Woéwczas 3 -2 =3 -4, ale 2 # 4.
Definicja 9.2. Pierscien bez wilasciwych dzielnikéw zera nazywamy pierscieniem catkowitym (lub
dziedzing caltkowitosci, lub dziedzing).
Przyklady:
(5) Z;
(6) Z[i];
(7) Zs.
Uwaga 9.1. Podpierscien pierscienia caltkowitego jest pierscieniem catkowitym.
Definicja 9.3. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Element x € R nazywamy elementem odwracal-
nym, gdy
Jy € R(x -y = 1g).

Zbior wszystkich elementéw odwracalnych oznaczamy przez U(R).

Twierdzenie 9.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Wowczas:

(1) zbior elementow reqularnych jest zamkniety na mnozenie;
(2) kazdy element odwracalny jest reqularny;
(3) U(R) jest grupg abelowq, nazywamy jg grupa elementéw odwracalnych pierscienia R.

Dowad. (1) Niech z,y € R beda elementami regularnymi. Przypusémy, ze zy € D(R), a wiec zatdz-
my, ze istnieje z € R\ {0} taki, ze (zy)z = 0. Woéwczas réwniez x(yz) = 0 i poniewaz x jest
regularny, wiec yz = 0. Zatem y € D(R), co daje sprzecznosc.
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(2) Ustalmy x € U(R) i przypusémy, ze x € D(R), a wigc zalézmy, ze istnieje z € R\ {0} taki, ze
xz = 0. Z drugiej strony istnieje y € R taki, ze xy = 1, a zatem
0=0z=(x2)y=2yz=1ly=y

co daje sprzecznosc.
(3) Wystarczy pokazaé, ze zbiér elementéw odwracalnych jest zamkniety na mnozenie. Ustalmy
z,y € U(R). Wowczas istnieja z,t € R takie, ze zz = 1 oraz yt = 1. Zatem:

1=1-1=2xzyt = (zy)(zt),
wiec zy € U(R).

O
Przyktady:
(8) Z, U(Z) = {~1,1};
(9) Ze, U(Zs) = {1,5};
(10) Zs, U(Zs) = {1,2,3,4} = Z;
(11) Q@ U(Q) = Qr;
(12) Qx Q, (2,3) e Q x Q.

Uwaga 9.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Wowczas:
(1) R jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy U(R) = R*;
(2) jesli R jest cialem, to R jest pierscieniem calkowitym;
(3) jesli R jest ciatem i P < R, to P jest pierscieniem calkowitym.

Przyktad:

(13) Rozwazmy Z < Q. Wéwcezas Z jest pierscieniem catkowitym, ale Z nie jest cialem.

Uwaga 9.3. Niech Ry, Ry bedg pierscieniami. Wowczas:
(1) U(Ry X Ry) =U(Ry) x U(Ry);
(2) D(Rl X R2) = Rl X D(RQ) U D(R1> X RQ.

Twierdzenie 9.3. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem skoriczonym. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) = jest elementem odwracalnym;
(2) = jest elementem regularnym;
(3) istnieje m € N takie, Ze 2™ = 1.

Dowdd. (1) = (3): ustalmy = € U(R). R jest skoficzony, wiec U(R) jest skoniczona, powiedzmy |U(R)| =
m. Wowcezas 2™ = 1.

(3) = (2): ustalmy = € R iniech 2™ = 1, dla pewnego m € N. Jezeli m = 1, to x = 1 i w szczegdlnosci
x jest regularny. Jesli m > 1, to wowczas

1 =2a™=z""1g,

a zatem x € U(R) i tym samym zx jest regularny.
(2) = (1): ustalmy = € R i niech = bedzie regularny. Zdefiniujmy odwzorowanie f, : R — R wzorem

fo(y) = zy.

Pokazemy, ze f, jest roznowartosciowe. W tym celu ustalmy y,z € R i zatdézmy, ze f.(y) = f.(2).
Wowcezas xy = zz 1 poniewaz z jest regularny, wiec y = z.
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Poniewaz R jest skonczony, wiec f, jest tez surjektywne. W szczegdlnodci

Jy € R[f.(y) = 1],
a wiec dla pewnego y € R zachodzi zy = 1. Zatem = € U(R). O
Whiosek 9.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem skoriczonym. Wowczas:

(1) R=U(R)UD(R) oraz U(R) N D(R) = 0;
(2) R jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy R jest pierscieniem catkowitym.

Uwaga 9.4. Niech n > 1. Wowczas:
(1) D(Z,) ={k € Z,, : NWD(k,n) > 1};
(2) U(Zy,) ={k € Z, : NWD(k,n) =1}.
Whniosek 9.2. Niech n > 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) Z,, jest pierscieniem catkowitym;
(2) Z,, jest ciatem;
(3) n jest liczbg pierwszq.
Definicja 9.4. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Wéwczas:
(1) element x € R nazywamy nilpotentnym (lub nilpotentem ), gdy
dn € N(z" = 0),
a zbidr wszystkich elementéw nilpotentnych pierscienia R oznaczamy przez Nil(R);
(2) element x € R nazywamy idempotentnym (lub idempotentem ), gdy
? =
(3) elementy idempotentne x,y € R nazywamy idempotentami ortogonalnymi, gdy:
r+y=1orazxy = 0.
Uwaga 9.5. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Wowczas:
(1) kazdy element nilpotentny jest dzielnikiem zera;

(2) kazdy element idempotentny rézny od 1 jest dzielnikiem zera.

Dowdéd. Czesé (1) jest oczywista, a dla dowodu czesci (2) zauwazmy, ze

r(z—-1)=a>-r=2—-1=0.
O
Przyktlady:
(14) Rozwazmy dowolny pierécien R. Wéwezas 0 jest nilpotentem, nazywamy go nilpotentem try-
wialnym.

(15) Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas 0 jest jedynym nilpotentem.

(16) Rozwazmy dowolny pierscienn R. Wéwezas 0 i 1 sa idempotentami, nazywamy je idempotentami
trywialnymi.

(17) Rozwazmy pierécien Zg. Wéwcezas 0, 1, 3, 4 sa idempotentami.

(18) Rozwazmy pierécien Zio. Wowczas 5 i 6 sa idempotentami ortogonalnymi.



