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8. WYKLAD 8: POJECIE PIERSCIENIA. PODPIERSCIENIE. PODPIERSCIENIE GENEROWANE PRZEZ
ZBIOR.

8.1. Pojecie pierscienia.

Definicja 8.1. Niech R bedzie zbiorem niepustym.

(1) Algebre (R, +,+) nazywamy pierscieniem, gdy (R, +) jest grupg abelowq, dziatanie - jest laczne
oraz rozdzielne wzgledem dziatania +, to znaczy

Ve,y,2z€ Rlz-(y+2)=x-y+az-2,
Ve,y,z€ Rl(y+2)-x=y-x+2-xl.

Dziatanie + nazywamy dodawaniem w pierScieniu R, a dziatanie - mnozeniem. Element neu-
tralny dodawania nazywamy zerem i oznaczamy przez 0. Pierscien (R, +, ) nazywamy pierscie-
niem zerowym, jezeli R = {0}.

(2) Algebre (R, 4+, ) nazywamy pierscieniem przemiennym, gdy jest pierscieniem i gdy mnozenie
jest przemienne.

(3) Algebre (R, +,-) nazywamy pierscieniem z jedynka, gdy jest pierscieniem i gdy mnoZenie ma
element neutralny, ktory wowczas nazywamy jedynka @ oznaczamy przez 1.

(4) Algebre (R, +,-) nazywamy ciatem, gdy jest niezerowym pierscieniem przemiennym z jedynkq i
gdy dla kazdego elementu réznego od 0 istnieje element odwrotny wzgledem mnozenia.

Uwaga 8.1. Niech (R,+,-) bedzie ciatem. Wowczas:

(1) R zawiera co najmniej dwa elementy,
(2) (R,+) jest grupg abelowaq,
(3) (R*,-) jest grupg abelowq, gdzie R* = R\ {0}.

Przyklady:

(1) PierScienie liczbowe. (Z, +,-), (Q,+,-), (R, +, ), (C,+, ) sa przyktadami pierécieni przemien-
nych z jedynka. (N, +, ) nie jest pierscieniem. Ponadto (Q, +,-), (R, +, ), (C, +, -) sa ciatami, za$
(Z,+, ) nie jest.

(2) Pierscienie reszt. Niech n € N i rozwazmy Z,, = {0,1,...,n — 1} z dzialaniami &,, oraz ®,.
(Zy,, ®pn, ®y) sa przyktadami pierscieni przemiennych z jedynka. (Z,,®,, ®,) na ogdl nie jest
ciatem, chyba ze n jest liczba pierwsza.

(3) Pierscienie wielomianéw. Niech R[z] bedzie zbiorem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynni-
kach rzeczywistych. Wéwezas (R[x], 4, -) jest pierScieniem przemiennym z jedynka, ktory nie jest
ciatem, gdzie + i - oznaczaja dziatania, odpowiednio, dodawania i mnozenia wielomianow.

(4) Pierécienie macierzy. Niech F' bedzie dowolnym ciatem, niech M (n, F') oznacza zbiér macierzy
kwadratowych stopnia n o wspétezynnikach z ciata F. (M(n, F'), +, -) jest pierécieniem z jedynka,
przy czym + i - oznaczaja tu, odpowiednio, dodawanie i mnozenie macierzy. Pierécien ten na ogot
nie jest przemienny.

(5) Pierscien endomorfizméw. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa. (V,+). Oznaczmy przez
End(V') zbiér endomorfizméw liniowych przestrzeni V. (End(V'), 4+0) jest pierécieniem z jedynka,
ktéry na ogél nie jest przemiennt, przy czym + i o sg tu dziataniami, odpowiednio, dodawania i
sktadania przeksztatcen liniowych.

(6) Pierscienie funkcji. Niech (R, +g, -r) bedzie pierscieniem, niech X # (). W rodzinie funkcji

R ={f:X — R: [ jest funkcja}
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definiujemy dziatania

(f +9)(x) = f(z) +r g(x) oraz (f - g)(x) = f(z) -r g(z).
(RX,+,+) jest pierécieniem, ktory jest przemienny, gdy R jest przemienny.
(7) Skonczony produkt pierscieni. Niech (R, +1,1), ..., (Rn, +n, n) beda pierscieniami. W pro-
dukcie kartezjanskim R = Ry X ... X R, definiujemy dziatania “po wspotrzednych”:
(al,...,an)+(b1,...,bn) = (a1 “+1 bl,...,an +n bn),
(al,...,an) . (bl,...,bn) = ((ll 1 bl,...,an nbn)
(R, +, -) jest pierscieniem, ktory jest przemienny (z jedynka), gdy wszystkie pierécienie Ry, ..., R,
sa przemienne (z jedynka).
(8) Pierscien grupowy. Niech (G, %) bedzie grupa, niech (R, +g, -g) bedzie pierscieniem. Rozwazmy
zbior
R[G] = zbiér funkcji f : G — R prawie wszedzie réwnych 0.
W zbiorze tym definiujemy dziatania:

(f +9)(x) = f(z) +r g(x),
(f-9)@)=> flaxy™) rgy).

yeG
(R[G],+, -) jest pierscieniem.
W dowolnym pierscieniu (R, +, ) wprowadzamy oznaczenia:

ry+z = (v-y)+ 2,

n 0

ZI‘Z‘ = x1+...+xn,2xi:0,
i=1 i=1

n 0

H.Ti = .ﬁl]ll’n,HlL’lzl
i=1 i=1

W szczegblnosei Y i, x = nx oraz [[;_, © = z™.

Twierdzenie 8.1. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem przemiennym z jedynkg. Wowczas:

(1) =(—2) ==,
2) —((37 +) y) = (=2) + (=),
nx + mr = (n;+ m)x,

O0x +20 =0,

(_1)1‘ = —Z,

(—z)y = —(zy) = 2(—y),
(—z)(—y) = 2y,

r+z=y+tz=>x=y,
:L,nxm_anrm;
xn)m_l,nm’

T+ Y)" =D ko (Z)xkynik'
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Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako é¢wiczenie.

W dalszym ciggu tego wyktadu piszac “pierscien” bedziemy na ogo6l mieli na mysli “pierscien prze-
mienny z jedynka”.
8.2. Podpierscienie, podpierscienie generowane przez zbior.

Definicja 8.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Podzbiér P # () zbioru R nazywamy podpierscie-
niem pierscienia R (piszemy P < R), gdy (P,+ [pxp,- [pxp) jest pierscieniem.
Przyklady:
(1) Z < R;
(2) R<C;
(3) Z, nie jest podpierécieniem pierécienia Z.
Twierdzenie 8.2. Niech ) # P C R i niech (R,+,-) bedzie pierscieniem. Nastepujgce warunki sq
rOWNOWazne:
(1) P<R;
(2) P ma nastepujgce wlasnosci:
e lpe P,
o Vr,ye Plx —y € P),
o Vr,ye P(x-ye P).
Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi jako é¢wiczenie.
Przyklady:
(4) Z[V2] = {a+bV2 : a,b € Z} < R. Istotnie, 1 € Z[v/2]. Ustalmy x,y € Z[/2], to znaczy niech
T =11+ 22V2, y = y1 + y2v/2. Wowcezas:

z—y = (v1—y)+ (22— y)V2 € ZV2],
zoy = (T + 21y2) + (2192 + 2201)V2 € Z[V2].

(5) Zpy = { : NWD(m,n) = 1 oraz p # n} < Q, gdzie p jest liczba pierwsza. Istotnie, 1 € Z).
Ustalmy z,y € Z), to znaczy niech z = 21, NWD(my,ny) =1, piny,y= o2, NW D(mg,ng) =
1, p 1 ny. Wowezas:

my mo ming — Many
— —— = ————— € Z), bop{ning oraz NWD(myny — moni,ning) = 1,
m U ning

my My mims

—— = € Zpy, bo p{ning oraz NWD(mima,ning) = 1.

ny N ning

Piercien Z,) nazywamy pierscieniem liczb p-catkowitych.

Twierdzenie 8.3. Niech R = {R; : i € 1} bedzie rodzing podpierscieni pierscienia R;
(1) (e Ri jest podpiericieniem piericienia R,
(2) U, Hi jest podpierscieniem pierscienia R, o ile R jest tarncuchem.
Prosty dowo6d pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie.
Definicja 8.3. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz A C R pewnym zbiorem. Najmniejszy w sensie
inkluzji podpierscien pierscienia R zawierajgcy zbior A (tj. przekréj wszystkich podpierscieni pierscienia
R zawierajgcych A) nazywamy podpierécieniem generowanym przez A i oznaczamy [A].

Uwaga 8.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz P < R. Wéwczas:
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(1) [P]
(2) (7]

Definicja 8.4. Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze [A] = R nazywamy zbiorem generatoréw pierscienia
R. Jesli A={ay,...,a,} to oznaczamy

)

P
R.

a1, ..., a,] = (A).

Mowimy, zZe pierscien jest skonczenie generowany, gdy istniejqg elementy aq,...,a, € R takie, zZe
R=1ay,...,a,).

Twierdzenie 8.4 (o postaci elementéw podpierécienia generowanego przez zbiér). Niech (R, +,-) bedzie

pierscieniem oraz A C R pewnym zbiorem. Wowczas

[A] = {x : x jest sumq elementéw postaci +ay - ... ap, k € NU{0},a; € A}.
Prosty dowo6d pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie.

Definicja 8.5. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem oraz A C R pewnym zbiorem. Niech ponadto P < R.

Podpierscien generowany przez zbior PU A nazywamy podpier$cieniem generowanym przez A nad

P i oznaczamy P[A].

Jezeli A = {aq,...,a,}, to pierscien R[{aq,...,a,}] nazywamy podpierécieniem skoriczenie ge-
nerowanym przez A nad P i oznaczamy Play, . .., ay,)].

Whniosek 8.1 (o postaci elementéw podpierscienia generowanego przez zbiér nad pierécieniem). Niech
(R, +, ") bedzie pierscieniem oraz A C R pewnym zbiorem. Niech P < R. Wowczas

P[A] = {z : x jest sumq elementéw postaci pa; - ...-a, k € NU{0},a; € A,p € P}.
Whniosek 8.2. (1) Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem oraz niech a € R. Niech P < R. Wéwczas
Pla] ={zo+z1a+ ...+ z,a" : n € NU{0},z; € P}.
(2) Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem oraz niech {ay,...,a,} C R. Niech P < R. Wéwczas
Play,. .., a,] = {x : x jest sumgq elementéw postaci pa’* -...-a' iy, ... i, € NU{0},p € P}.
Przyklady:
(6) Z[i] = {wo + i + 208> + ... + 2,i" :n € NU{0},2; € Z} = {u +iv : u,v € Z}. Pierscien ten
nazywamy pierscieniem Gaussa.

(1) ZIV2] = {xo + 21vV2 + 22(V2)2 + ...+ 2,(V2)" :n e NU{0}, 2 € Z) = {u+V2v 1 u,v € Z}.
(8) Z[V2] = {mo + V2 + 22(V2)? + ... + 2,(V2)" : n € NU{0},2; € Z} = {u + v2v + V4t :

u,v,t € Z}.



