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7. WYKLAD 7: GRUPY PERMUTACJI.

Twierdzenie 7.1 (Cayley’a). Dowolna grupa G jest izomorficzna z pewng podgrupg grupy przeksztalcer

S(G).

Dowéd. Zdefiniujmy odwzorowanie ® : G — S(G) wzorem ®(a) = A, gdzie A\, : G — G jest przesunie-
ciem lewostronnym. Wobec Twierdzenia 3.1 ® jest dobrze okreslonym homomorfizmem.
Pokazemy, ze ® jest monomorfizmem. Ustalmy w tym celu a € ker ®. Wéowcezas:

O(a) =idg < Ny =idg = Vb e Glab=1b) & a = 1g.

Ponadto, oczywiscie, im® < S(G), a zatem G = im® < S(G). O
Uwaga 7.1. Niech X 1Y bedg zbiorami réwnolicznymi. Wowcezas S(X) = S(Y).
Dowaod. Niech f : X — Y bedzie bijekcja ustalajaca réwnolicznosé. Zdefiniujmy odwzorowanie ¥ :
S(X) — S(Y) wzorem ¥(o) = fooo fL.

Pokazemy, ze U jest homomorfizmem. Ustalmy w tym celu oy, 09 € S(X). Wéwezas

P(or00y) = fooioaoft=Ffoaioftofooyof
= ¥(01) o p(02).
Pokazemy, ze 1 jest surjektywne. Ustalmy w tym celu 7 € S(Y'). Wowczas
T=fofltorofofTt=y(forof)
Pokazemy, ze 1) jest réznowartosciowe. Ustalmy w tym celu o € ker ). Wowcezas

crEker@Z)(:)@Z)(cr):idy(:)foaof_lzidy(:)cr:idx.

O
Whniosek 7.1. Dowolna grupa n-elementowa G jest izomorficzna z pewng podgrupg grupy permutacyi
S(n).
Dowdd. Ustalmy grupe G i niech |G| = n. Wowcezas G jest réwnoliczna z {1,...,n}, zatem S(G) =
S(n). O

Whniosek 7.2. Dla ustalonej liczby n istnieje skoriczona liczba grup parami nieizomorficznych rzedu n.

Definicja 7.1. Niech o € S(n).
(1) Zbior
supp(o) ={a € {1,...,n} : o(a) # a}

nazywamy nosnikiem permutacyi o.

(2) Mowimy, ze permutacje 01,09 € S(n) sq rozlaczne (lub niezalezne), gdy
supp(cy) Nsupp(os) = (.

(3) Permutacje o € S(n) nazywamy cyklem o dlugosci k, gdy istnieje podzbior A = {aq,...,ax} C

{1,...,n} taki, ze

o(ay) = as,o(az) = as,...,o(ax_1) = ax,o(ax) = a;
oraz
o(i) =1, dlai e {l,...,n}\ A.
Cykl taki zapisujemy jako
o= (ay,ag,...,a).

Przyjmugemy ponadto, Ze idg .. ny jest cyklem o dlugosci 1 i oznaczamy go jako (1).

.....
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(4) Cykl o dlugosci 2 nazywamy transpozycja.
Przyklady:
(1) Rozwazmy o = ( Zl% ; :1)) ;l 2 i ) Woweczas:

supp(a) = {17 37 47 57 6}

. 1 2 3 4 1 2 3 4 , . .
(2) Rozwazmy oy = ( 9 1 3 4 ), 0y = < 1 9 4 3 ) Wéwezas o1 1 09 sg permutacjami roz-
tacznymi.
(3) Rozwazmy o = ( Zl% ; g le i ) Woéwezas o jest cyklem:
o=(1,3,2,5,4).
. 1 2 3 4 , . .
(4) Rozwazmy o = ( 5 1 3 4 ) Woéwezas o jest transpozycja:

o=(1,2).

Uwaga 7.2. Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.
(1) Jeslioc € S(n) i a € supp(o), to o(a) € supp(o).
(2) Jesli o € S(n) i k €N, to supp(c*) C supp(o).
(3) Jesli o € S(n), to supp(c~!) C supp(o).
(4) Jesli o,7 € S(n) i supp(o) Nsupp(7) =0, tocoT=700.

Dowdd. (1) Ustalmy o € S(n) i a € supp(o). Wéwezas o(a) # a i poniewaz o jest bijekcja, to
o(o(a)) # o(a), czyli o(a) € supp(o).
(2) Ustalmy o € S(n) i k € N. Ustalmy a € supp(c*). Woéwezas o¥(a) # a. Przypuéémy nie wprost,
ze o(a) = a. Woéwczas:

ola) = a
o?(a) = o(a)=a
o3(a) = o*a)=0c(a)=a
ofa) = ...=a

(3) Ustalmy o € S(n) i a € supp(oc™?). Wéwcezas 01 (a) # a. Niech 071 (a) = b, b # a. Wowczas
a = o(b) i poniewaz o jest bijekcja, wiec o(a) # o(b), czyli a # o(a).
(4) Ustalmy o,7 € S(n) i niech supp(c) Nsupp(r) = 0. Ustalmy a € {1,...,n} i rozwazmy kilka
przypadkow.
(a) Niech a ¢ supp(o) Usupp(r). Wowcezas o(a) = a, 7(a) = a, wiec 0 o 7(a) = 7 o o(a).
(b) Niech a € supp(o). Wowczas o(a) € supp(o). Dalej, o(a) ¢ supp(7) oraz a ¢ supp(7). Zatem
cot(a) =0(a) =71(c(a)) =Too0.
(c¢) Niech a € supp(7). Rozumowanie prowadzimy analogicznie.

O

Uwaga 7.3. Niech S(n) bedzie grupg permutacii.
(1) Jesli o € S(n) oraz 0 = (a,...,a), tosupp(o) = {ai,...,ax}.
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(2) Jeslioc € S(n) oraz o = (ay,...,ax), to

o= (ag,...,a1,a1) = (ag,...,a1,a2) = ... = (Qg,...,Qp_9, Q1)

(3) Jesli o € S(n) oraz o = (ay,...,a), to

ot = (ag,...,a1).

Uwaga 7.4. Niech S(n) bedzie grupg permutacyi.

(1) Diai,j € {1,...,n} zachodzi (i,7)* = (i,5) o (1,7) = (1).

(2) Dlai,j € {1,...,n} zachodzi (i,7) = (j,1).

(3) Dlai,j € {1,...,n} zachodz (i,j) = (1,i) o (1,5) o (1,1).
Twierdzenie 7.2. Kaida permutacja o € S(n) da sie przedstawié w postaci iloczynu cykli parami
roztgcznych. Przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnos$ciq do kolejnosci cykli.

Dowdéd. Pokazemy istnienie stosownego rozktadu. Niech m = |[supp(c)|. Dowdd poprowadzimy przez
indukcje wzgledem m. Jezeli m = 0, to woéwczas

(1 2 ...n
7=\ 12 ...
a zatem o = (1).

Jezeli m > 2, to zatézmy, ze kazda permutacja o € S(n) taka, ze
[supp()| < m
daje si¢ roztozy¢ na iloczyn cykli parami roztacznych. Ustalmy permutacje o € S(n) taka, ze

|supp(a)| = m.
Pokazemy, ze o daje sie roztozy¢ na iloczyn cykli parami roztacznych. Ustalmy w tym celu a; € supp(o)
i rozwazmy ciag
by = ay, by = o(by),bs = o(bs),. ..
Oczywiscie
Vp € N(b, € {1,...,n}),
a zatem
3p1,p2 € N(by, = by,).
Wobec tego niech
k =min{p € N: b, = b, dla pewnego s € {1,...,p}}.
Pokazemy, ze s = 1. Przypu$émy bowiem, ze s > 1. Wowczas w szczegolnosci:
brr1 = bs dla pewnego s € {2,...,k}
i zgodnie z okresleniem ciagu (by,bo, .. .):
o(bx) = b1 = bs = 0(bs-1),
ale poniewaz o jest bijekcja, wiec
b, = bs—1
czyli
bk—1y41 = bs_1oraz s —1 e {1,..., k—1}.

Wszelako k byto najmniejsza liczba o powyzszej wlasnosci, co daje sprzecznosc.
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Wobec tego liczby
by = a1, by = 0o(b1),b3 = 0(ba), ..., b = o(br—1)

sg parami rozne oraz

b1 = b1
Mamy wiec
o bl b2 ce bk C1 Co ce Cm—Ek o
7= ( by by ... b ) ° ( oler) o(ca) .. o(cmr) ) = by, by) o
Jeslim =k, to o = (by,...,by) jest cyklem. Jesli m > k, to |supp(7)| = m — k < m, wiec na podstawie

zatozenia indukcyjnego
T=m0...07,
gdzie v;, i € {1,...,1} sa cyklami roztacznymi. Wobec tego
oc=(by,....,bp)oy10...07
oraz
Vi€ {1,...,1}(supp(v;) Nsupp(bi, ..., by) = 0).
Pokazemy jednoznaczno$¢ (z doktadnoscia do kolejnosci) stosownego rozktadu. Niech
O=710...0% =70...07,,

gdzie y1, ..., Y5715 - - -5, S& cyklami oraz

Vi, j € {1,.... li}(supp(v:) Nsupp(v;) = 0),

Vi,j € {1,..., la}(supp(v;) Nsupp(y;) = 0).

Przypusémy, ze
Ustalmy a; € supp(v1) C supp(o). Dla pewnego i € {1,...,l5}
ar € supp(7;)

1 mozemy — zmieniajac ewentualnie numeracje — zatézy¢, ze

ay € supp(Y}).

Wobec tego:
Y1 = (ala as, ..., ak1)7
7 = (a1,d), ..., ay,).
Ale poniewaz o jest bijekcja, wiec:
ay = ol(ay) = a,
ay = olaz) = as,
zatem ~y; = ], co jest sprzecznoscig. U

Przyklady:



(5) Rozwazmy o = ( il)) 1 g ;l i g g ? ) € S(8). Wowezas:
o=(1,3,2)0(4,6,5)0(7,8).
. 123456 78 ,
(6) Rozwazmy o = ( 9351678 4 ) € S(8). Wowezas:
o =(1,2,3,5,6,7,8,4).

Whiosek 7.3. Grupa S(n) jest generowana przez zbior wszystkich cykli.
Uwaga 7.5. Rzqd cykli o dlugosci k w grupie S(n) jest réwny k.
Dowdd. Ustalmy v, = (a1, aq,...,ax) € S(n). Wowczas:
T G R )
Ustalmy ¢ € {1,...,k — 1}. Wéwczas:
v'(a1) = ai

alei+1€{2,...,k}, wiec
V(1) # a1

Twierdzenie 7.3 (Ruffiniego). Jezeli o € S(n) ma nastepujacy rozklad na cykle rozlgczne:
O="90...0%n
o dtugosciach, odpowiednio, ki, ..., kn,, to wowczas
r(o) = NWW(ky,..., kn).
Dowdd. Ustalmy o o rozktadzie jak w twierdzeniu. Niech (o) = r. Oznaczmy:
w=NWW(ky,... kp)
oraz dobierzmy liczby naturalne ¢y, ...,t,, tak, aby
Vie{l,...,mlw = ki;.

Wéwezas

a” = (mo...omm)’=no...oyy=mn"o.. .oy

= ()" oo (yhm)tm = (1).
Wobec tego r|w. Z drugiej strony:
(I)=0"=(mo...o0,)" =v]0...07,,
oraz vy,...,7,, sa cyklami parami roztacznymi. Zatem:
skad kq|r, ..., ky|r. Wobec tego w|r.
Przyktad:

kit1 kmtm

37
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(7) Rozwazmy o = ( ; ?) :1)) Z; g g ) € S(9). Wowezas:

Q ot ot

78

49

=(1,2,3)0(4,7) 0 (8,9),
a zatem (o) = NWW (3,2,2) = 6.

Uwaga 7.6. Kazdy cykl jest iloczynem transpozycji.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze

(a1,...,ax) = (a1, ax) o (a,ax_1) o ... 0 (ay,as).

Whniosek 7.4. (1) Kazda permutacja o € S(n) jest iloczynem transpozycji.
(2) Grupa S(n) jest generowana przez zbidr wszystkich transpozycji.
(3) Grupa S(n) jest generowana przez zbior

{(1,2),(1,3),...,(L,n)}.
Przyktady:
(8) Rozwazmy o = ( (13 i g ;l g g I ? ) € S(8). Wowezas:

o=

|
—~
—_

(9) Rozwazmy o = ( ; ?)) :1)) € S(3). Wowezas:

N———

Q

= (1,2,3)=(1,3)0(1,2)
= (1,3)0(1,2)0(1,2)0(1,2).
W szczegdlnoscei rozktad permutacji na transpozycje nie jest jednoznaczny.
Lemat 7.1. Niech o € S(n) oraz cy,...,c, € {1,...,n}. Niech
o= (1,c1)o...0(1,c).
Jesli o(s) = s dla pewnego s € {1,...,n}, to element s wystepuje w ciggu 1, . .., ¢, parzystq liczbe razy.
Dowdd. Jesli s # ¢;, dla i € {1,...,k}, to s wystepuje w ciagu 0 razy. Zalézmy wiec, ze s = c¢;,

dla pewnego i € {1,...,k}. Dowéd prowadzimy metoda indukcji po k. Zatdézmy, ze dla wszelkich p €
{1,...,k =1}, jezeli ¢1,...,¢, € {1,...,n} oraz

o= (1,¢c1)0...0(1,¢p),

ijedli o(s) = s, dla pewnego s € {1,...,n}, to element s wystepuje w ciagu ¢y, ..., c, parzysta liczbe
razy. Niech
l=max{ie{l,....k}:s=¢}.
Ponadto oznaczmy
7= (1,¢), dlaie{l,... k}.
Wéwezas

T oT10...0T(s) = 1#s,

T1o...om0T10...07(s) = o(s)=s.
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a zatem

70T 0...07_1(s) # s.
Wobec tego

Jie{l,... . l—1}s=c.)
Niech

m=max{i € {1,...,l—1} : s =¢}.
Wowezas
T © Tp41©...0T 0T410...0TK(s) = s,
TIO...0Tp OTpi10...0T0T410...07Tk(s) = o(s)=s,

a zatem

7'107'20---07'771—1(5) = S.
Tym samym w ciggu
CmyeresCly...,Ck
s wystepuje dwa razy oraz
T10...0Tmo1 = (L,c1)o0...0(1,¢mo1),
przy czym m — 1 € {1,...,k — 1} i skoro 73 0...07,,_1(s) = s, to na podstawie zalozenia indukcyjnego
w ciggu
Cly- -y Cm—1
s wystepuje parzysta liczbe razy. Tym samym w ciggu
Cly...,CL
s wystepuje parzysta liczbe razy. O
Lemat 7.2. Niech o € S(n). Jesli
o= (ay,by)o...o(agbr) = (1),
gdzie a; # by, i € {1,...,k}, to k jest liczbg parzystq.
Dowéd. Poniewaz
Vi e {]-7 DK k’}[((ll, bz) = (17 ai) o (17 bl) o (17 ai)]a
wiec
o= (1,a1)0(1,b1) 0o (1,a1)0...0(1,ax) o (1,bg) o (1,ax) = (1).
Stad w szczegolnosci
Vie{l,...,k}Ho(b) = b;.]
Wobec Lematu 7.1, element b;, dla i € {1,...,k}, pojawia sie w ciagu

ar, by, a1, ag, by, az, . .. ag, by, ay
parzysta liczbe razy, a wiec element b;, dla ¢ € {1,...,k}, pojawia sie w ciagu
b17b27"'7bk

parzysta liczbe razy. Zatem k jest liczba parzysta. 0
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Twierdzenie 7.4. Niech o € S(n) oraz
0=T10...07T,=T7,0...07T],
; / / : ; .
gdzie Ty, ..., Ty, T1, ..., T $¢ transpozycjami. Wowczas
kE=1( mod 2).
Dowaod. Wobec réwnosci
Tlo...ork:T{o...OTl/

mamy
mo...ompo1 to...om = (1).

Wobec Lematu 7.2 liczba
k+1

jest parzysta, a zatem k = {( mod 2). O
Definicja 7.2. Niech o € S(n) oraz niech o ma nastepujgcy rozklad na transpozycje:
O=T10...0Tp.

(1) Liczbe sgn(o) = (—1)™ nazywamy znakiem permutacji o.
(2) Permutacje o nazywamy parzysta, jesli sgn(o) = 1, a wiec gdy jest iloczynem parzystej liczby
transpozycyi i nieparzysta w przeciwnym wypadku.

Uwaga 7.7. (1) Cykl o dlugosci k jest permutacjq parzystqg wtedy i tylko wtedy, gdy k jest liczbg
nieparzystq.
(2) Niech o € S(n) i niech o ma nastepujocy rozktad na cykle roztgczne:
g=7%9...07,
przy czym niech k; bedzie diugoscig cyklu v, i € {1,...,1}. Wowczas permutacja o jest parzysta
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wsrod liczb ky, . ..,k wystepuje parzysta liczba liczb parzystych.

Dowdd. (1) Wynika wprost z tozsamosci
(a1,...,ar) = (a1,ax) o (ar,ap_1) o ...0 (ay,as).
(2) Oczywiste wobec (1).
U
Przyktlady:
(10) Rozwazmy o = ( 615 i g ;l g g Z 2 € S(8). Wowezas:

o = (1,6,7)0(2,
= (1,7)0(1,6)0(2,3)0(2,4)0(5,8),
wiec o jest permutacja nieparzystq.
Twierdzenie 7.5. Niech 0 € S(n). Rozwaimy wielomiany:

flxy,...,z,) = H (i — xj),

1<i<j<n

. m) = ] @em) — 20p)-

1<i<j<n
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Wowczas o jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy f = f7 oraz o jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
f==r.
Dowdd. Wielomiany f i f? réznig sie co najwyzej znakiem, wiec wystarczy pokazaé, ze o jest parzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy f = f7. W tym celu zauwazmy, ze o jest iloczynem stalej co do parzystosci
liczby transpozycji 7, ...7, oraz ze iloczyn dwoch permutacji jednakowej parzystosci jest permutacja
parzysta, zas iloczyn dwoch permutacji roznych parzystosci jest permutacja nieparzysta. Zarazem:

@ jesli f = [ i f = [, to f = fe,

o jesli f = —fori f = —f7 o f = [,

o Josli f = [ f = —f% to f = [T,
Wobec tego wystarczy pokazaé, ze jesli 7 jest transpozycja, to f = —f7.

Pokazemy najpierw, ze jesli 7 = (k,k+ 1), gdzie k € {1,...,n — 1}, to f = —f7. Istotnie:

[Ty, m,) = H (xT(i) - "ET(J'))'
1<i<j<n

Tylko jeden czynnik (z,i) — z-(;)) W iloczynie [[,; <, (%-¢) — 2-(;)) spelnia 7(i) > 7(j), a mianowicie

(Trky = Tr(hr1)) = (Trg1 — Tp)-
Zmieniajac znak tego czynnika na przeciwny otrzymujemy f, a zatem f = —f7.
Dalej, dla dowolnej transpozycji 7 = (m,r), 1 < m < r < n, zachodzi:
(m,r) = (m,m+1)o(m+1,m+2)o...o(r—=2,r—1)o(r—1,r)o(r—2,r—1)o...o(m+1,m+2)o(m, m+1).
Zatem dowolna transpozycja jest iloczynem 2(r —m) — 1 transpozycji postaci (k, k+1), przy czym liczba

2(r —m) — 1 jest nieparzysta, co konczy dowdd. O

Uwaga 7.8. Odwzorowanie sgn : S(n) — {—1,1} jest homomorfizmem grup. Jego jadrem jest zbior
wszystkich permutacyi parzystych.

Definicja 7.3. Podgrupe A(n) grupy S(n) zlozong ze wszystkich permutacji parzystych zwiemy grupa
alternujaca stopnia n.
Whniosek 7.5. Niech n > 2. Wowczas:

(1) A(n) < S(n);

(2) S(n)/A(n) = {~1,1} = Zy;

(3) [A(n)] = 3.

2

Twierdzenie 7.6. Niech n > 2. Wowczas:
(1) grupa A(n) jest generowana przez zbidr wszystkich permutacyi bedacych iloczynem dwdch trans-
pozycji;
(2) grupa A(n) jest generowana przez zbidr wszystkich cykli o dlugosci 3;
(3) grupa A(n) jest generowana przez zbidr:

{(1,2,3),(1,2,4),...,(1,2,n)};

(4) grupa A(n) jest generowana przez zbior:
{(1,4,7) 4,5 €{2,....n},i # j}.
Dowdd. (1) Oczywiste.



42

(2) Wystarczy zauwazy¢, ze dla parami réznych 4, j,k, 1 € {1,...,n}:
(4,7)o(1,5) = (1),
(4,7) 0 (1, k) = (i,k,j),
(4,7) o (k. 1) (g, K, 1) 0 (2,1, 7).

(3) Oczywiste wobec (1) i (2).
(4) Oczywiste wobec (1) i (2).



