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5. WYKEAD 5: HOMOMORFIZMY GRUP, PODGRUPY NORMALNE.

Definicja 5.1. Niech G, F bedqg grupami.
(1) Odwzorowanie ¢ : G — F nazywamy homomorfizmem, jesli

Va,b € Glp(a-b) = f(a) - f(b)].

Zbior wszystkich homomorfizmow grupy G w grupe F oznaczamy Hom(G, F).

(2) Homomorfizm ¢ : G — F nazywamy monomorfizmem, jesli jest réznowartosciowy.

(3) Homomorfizm ¢ : G — F nazywamy epimorfizmem, jesli jest surjektywny.

(4) Homomorfizm ¢ : G — G nazywamy endomorfizmem. Zbidr wszystkich endomorfizméw ozna-
czamy End(QG).

(5) Izomorfizm ¢ : G — G nazywamy automorfizmem. Zbior wszystkich automorfizméw oznaczamy
Aut(G).

(6) Jesli ¢ : G — F jest homomorfizmem, to zbior

ker¢ = ¢~ (Lp) = {a € G : ¢(a) = 1r}
nazywamy jadrem homomorfizmu ¢, zas zbior
img = ¢(G) = {b € F: Ja € glb = ¢(a)]}

nazywamy obrazem homomorfizmu ¢.

Uwaga 5.1. Niech G, F bedq grupami, niech ¢ : G — F' bedzie homomorfizmem. Wowczas:
(1) (b(lG) = 1F;'

)
(3) ¢(a*) = (¢(a))", dla a € G;
) r(é(a))lr(a), dlaa € G;
) jesli ¢ jest izomorfizmem, to r(¢(a)) =r(a), dlaa € G.

<

Dowad. (1) Mamy:
o(le) = o(lc - 1e) = o(le)o(1a),
skad, po skréceniu, ¢(1g) = 1g.
(2) Mamy:
Ip = ¢(lg) = ¢(a-a™") = ¢(a)p(a™),
skad, po podzieleniu, ¢(a™t) = (¢(a)) .
(3) Prosty dowdd indukeyjny pozostawiamy Czytelnikowi jako nietrudne éwiczenie.
(4) Niech r(a) = k. Wéwczas a* = 14 i stad
Lr = ¢(1a) = ¢(a") = (¢(a))".
Zatem r(¢(a))|r(a).
(5) Odwzorowanie ¢ : G — F' jest roznowartosciowe i surjektywne, wiec istnieje odwzorowanie
odwrotne ¢~ : F' — G. W szczegdlnosci

r(¢(a))lr(a) oraz r(¢~'(¢(a))) = r(a)|r(é(a)).
Zatem r(¢(a)) = r(a).

Twierdzenie 5.1. Niech G, F bedg grupami, niech ¢ : G — F' bedzie homomorfizmem. Wowczas:
(1) ker ¢ < G oraz im¢ < F;
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(2) ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker ¢ = {1g};
(3) ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im¢p = F';
(4) ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje homomorfizm ¢ : F' — G taki, Ze
poY =idp oraz Y o ¢ =idg;
(5) jesli ¢ jest monomorfizmem, to dla kazdej grupy H i dla kazdych homomorfizmow i1,y : H — G
jesli g oy = ¢ oha, to Y1 = o
(6) jesli ¢ jest epimorfizmem, to dla kazdej grupy H i dla kaZdych homomorfizmdw 1,19 : F — H
jeslti thy o ¢ =1y 00, to b1 = .
Dowad. (1) Pokazemy, ze jadro homomorfizmu jest podgrupa. Ustalmy w tym celu elementy a,b €
ker ¢. Wowczas ¢(a) = 1p, ¢p(b) = 1 oraz
¢ab™") = ¢(a) - ¢(b7") = d(a) - ($(0)) ™' =1 - 1p = 1p,
czyli ab™t € ker ¢.
Podobnie, pokazemy, ze obraz homomorfizmu jest podgrupa. Ustalmy w tym celu elementy
¢, d € im¢. Wowcezas ¢ = ¢(a), d = ¢(b) dla pewnych a,b € G oraz
cd™ = ¢(a) - (¢(b)) " = d(a) - 6(b7") = p(ab™") € img.
(2) (=): Zatézmy, ze ¢ jest monomorfizmem i ustalmy a € ker ¢p. Wowcezas ¢(a) = 1p = ¢(1lg) i
poniewaz ¢ jest roznowartosciowe, wiec a = 1.
(«<): Zalézmy, ze ¢ jest homomorfizmem, dla ktorego ker ¢ = {14} i ustalmy a,b € G i niech
o(a) = ¢(b). Wowezas
L = ¢(a) - (4(b)) ™" = d(a) - 6(b7") = p(ad™"),
czyli ab~! € ker ¢, a zatem a = b.

(3) jest oczywiste.
(4) (=): Zalézmy, ze ¢ jest izomorfizmem i zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : ' — G wzorem

Y(f) = g wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(g) = f.

Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, wiec ¢ jest zdefiniowane dla kazdego elementu grupy F', a po-
niewaz ¢ jest monomorfizmem, wiec 1) jest dobrze okreslona funkcja. Warunki ¢ o ¢ = idp oraz
Y o ¢ = 1dg wynikajg wprost z okreslenia funkcji ¢). Pozostaje sprawdzi¢, ze v jest homomor-
fizmem. W tym celu ustalmy fi, fo € F. Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, niech f; = ¢(g;) oraz
fo=9(92), 91,92 € G. Wowezas ¢(g1 + g2) = ¢(g1) + ¢(g2) = f1 + f2. Tym samym:

V(fi+ f2) = g1+ g2 = (1) + P (fa).
(«): Zatézmy, ze istnieje homomorfizm ¢ : F' — G taki, ze
¢o =idp oraz 1) o ¢ = idg.

Pokazemy, ze ¢ jest monomorfizmem. Ustalmy g € ker ¢. Wowcezas ¢(g) = 1p. Ponadto g =
idg(g) = ¥ o ¢(g9) = ¥(1r) = 1g. Podobnie pokazemy, ze ¢ jest epimorfizmem. Ustalmy f € F.

Wowcezas f = idp(f) = ¢ o 9(f) = o(¥(f))-
(5) Zalbézmy, ze ¢ jest monomorfizmem. Ustalmy grupe H, homomorfizmy 14,1, : H — G takie, ze
¢ oy = @ oy oraz element h € H. Wowczas

P(1(h)) = poi(h) = ¢ oths(h) = ¢(¢a(h))
i poniewaz ¢ jest injekcja, wiec 11 (h) = 19(h). Wobec dowolnosci h € H, 11 = 1.
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(6) Zalézmy, ze ¢ jest epimorfizmem. Ustalmy grupe H, homomorfizmy 1,1y : ' — H takie, ze
Y1 0 ¢ = 1y 0 ¢ oraz element f € F. Poniewaz ¢ jest surjekcja, wiec istnieje ¢ € G taki, ze
o(g) = f. Wowezas

0i(f) = ¥1(9(9)) = 10 d(g) = P2 0 d(g) = P2(¢(g)) = ¢a(f)

i wobec dowolnosci f € F, ¢ = 1s.

Przyktady:

: R* — R, ¢(x) = 2? jest homomorfizmem.

1 Z — Z, ¢(x) = 2z jest homomorfizmem.

'R = R, ¢(x) = log x jest homomorfizmem.

:GL(n,F) = F, ¢(A) = det A jest homomorfizmem.

: G — G, ¢(x) = 1g jest homomorfizmem, nazywamy go homomorfizmem trywialnym.

: G — G, ¢(x) = x jest automorfizmenm.

: C — C, ¢(z) = Z jest automorfizmem.

: R* — R*, ¢(x) = 7! jest automorfizmem.

io : G — G, a € G, i,(r) = ava™ jest automorfizmem, nazywamy go automorfizmem we-
wnetrznym grupy G. Zbior wszystkich automorfizméw wewnetrznych oznaczamy Inn(G), po-
zostate automorfizmy nazywamy zewnetrznymi a ich zbiér oznaczamy przez Out(G).

Nt
-

NN AN AN N N S S

© 00 ~J O U b= W N

S S S S N N N
AR S S S N

Dowdd. Ustalmy grupe G ielement a € G. Pokazemy, zZe i, jest homomorfizmem; istotnie, ustalmy
x,y € G. Wowcezas:
io(zy) = avya™" = ava taya Tt = i, (2)ia(y).
Dalej, 2, jest injekcja, poniewaz
z €keri, & iu(z) =1, aa ' =lger=a"a=1g.

i, jest rOwniez surjekcja, gdyz

v =aa 'zaa! = a(a  za)at =i, (a  xa).
U
Uwaga 5.2. Niech G bedzie grupg, niech a,b € G. Woéwczas
(1) iy, = idg,
(2) Z.ab = ia o Z.b;
(3) dg—1 = (ia)_l'
Dowdd. (1) oczywiste.
(2) Ustalmy = € G. Wowczas:
iap(2) = abz(ab)—1 = a(brb™ )a™" = i, 0 iy(x).
(3) Wynika wprost z (2).
U

Uwaga 5.3. Niech G, F, H bedg grupami. Wowczas
(1) Jesli p € Hom(G, F) iv¢ € Hom(F, H), to wowczas 1o ¢ € Hom(G, H).
(2) (End(G),o) jest algebrg lgczng z jedynkq (ale niekoniecznie grupg).
(3) (Aut(@), o) jest grupa, jest to podgrupa grupy S(G).
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(4) Relacja = jest réwnowaznosciq.

Twierdzenie 5.2. Niech G, F bedg grupami, H < G, K < F', niech ¢ : G — F bedzie homomorfizmem.
Wowczas:

(1) ¢(H) < F
(2) o1(K) <
Dowad. (1) Ustalmy ¢, d € ¢(H), c = ¢(a), d = ¢(b), a,b € H. Wowczas:
cd™t = @(a)(p(b)) ™" = p(ab~") € ¢(H).

(2) analogicznie.
O
Definicja 5.2. Niech G bedzie grupg, niech H, K < G.
(1) Elementy x,y € G nazywamy sprzezonymi, gdy istnieje element a € G taki, ze y = i,(x).
Element ten nazywamy elementem sprzegajacym. FElementy sprzezone oznaczamy x ~ .
(2) Podgrupy H, K < G nazywamy sprzezonymi, gdy istnieje element a € G taki, ze H = i,(K).
Element ten nazywamy elementem sprzegajacym.
Uwaga 5.4. Niech G bedzie grupg.
(1) Relacja sprzegania ~ jest relacjg rownowaznosciowq i jako taka rozbija G na klasy réwnowaznosci.
Klasy rownowaznosci relacyi ~ nazywamy klasami elementéw sprzezonych ¢ oznaczamy
K(z)={y € G:3a € Gy =i,x)]}.

x € (:c) dla x € G.
K)#K(y)= Kx)NK(y)=0, dlax,y € G.
Kx)NK(y)# 0= K(x)=K(y), dlax,y € G.
G = UxeG’ K( )
(6) Rzedy grup sprzezonych sq rowne.
Dowdd. (2), (3), (4)1(5) sa prostymi konsekwencjami (1). (6) wynika z faktu, iz pomiedzy grupami sprze-
zonymi potrafimy wskazaé bijekcje ustanowiona przez automorfizm wewnetrzny. Pozostaje udowodnié¢
(1). Poniewaz x = i1, (x), wigc ~ jest zwrotna. Jest tez symetryczna, gdyz:
1

r~yey=ava ,a€G e r=aya=i,1(y),a " €q.
Na koniec ~ jest przechodnia, albowiem
r~yAy~zey=aza ,z=byb ' a,b€ G = z=bara b =iy, (1).
O
Definicja 5.3. Niech G bedzie grupg, niech H < G. H nazywamy podgrupa normalng (lub dzielni-
kiem normalnym albo podgrupa niezmiennicza), jesli
Va € G(aH = Ha).
Oznaczamy H < G.
Uwaga 5.5. Niech G bedzie grupg.

(1) Jesli G jest abelowa, to kazda jej podgrupa jest normalna.
(2) Podgrupy {1¢} i G sq normalne.
(3) Jesli H< G i (G: H)=2, to H jest podgrupg normalng.
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Dowdd. Jedyna nietrywialna cze$¢ uwagi to (3), poprzestaniemy zatem na jej dowodzie. Ustalmy a € G.
Jesli a € H, to wtedy aH = H = Ha. JeSli a ¢ H, to wtedy H # aH oraz H # Ha. Poniewaz
(G: H) =2, wiec W(H) ={aH,H} oraz Wp(H) = {Ha, H}. Ponadto G = aH UH = Ha U H oraz
HnNaH =0=HNHa, azatem aH =G\ H = Ha. O

Twierdzenie 5.3. Niech G bedzie grupg, niech H < G. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) H <G,
(2) Va € G(aHa™ = H),
(3) Va € G(aHa™' C H),
(4) Vae Glae H= K(a) C H).

Dowdd. (1) < (2): H <G & Va € G(aH = Ha) & Va € G(aHa™" = H).

(2) = (3): Oczywiste.

(3) = (3): Zalézmy, 7ze Va € GaHa™! C H. Pokazemy, ze Va € GaHa ' D H. Ustalmy a € G oraz
x € H. W szczegdlnosci

alz(a) '=yecaH(@ ") ' CH,
zatem x = aya~! € aHa ',

(1) = (4): Zalézmy, ze Vb € GbH = Hb, lub réwnowaznie Vb € GbHb™! = H. Ustalmy a € H.
Pokazemy, ze K(a) = {y € G : 3b € Gy = iy(x)]} € H. Ustalmy x € K(a), z = bab™!, dla pewnego
be G. Wowcezas v € bHb ™! = H.

(4) = (1): Zalézmy, ze dla wszystkich a € H zachodzi K(a) C H. Ustalmy a € G. Pokazemy, ze
aH = Ha.

(C): Ustalmy ax € aH. W szczegblnoéci © € H, a zatem K(x) C H. Stad Vb € G(bxb™t € H). W
szczegblnosel, axa™t € H, czyli ax € Ha.

(D): analogicznie. O

Przyklady:

(10) Rozwazmy D(3) = {ID3, 01,04, 51, 52,53} oraz H = {ID3,01,05} < D(3). Wowczas H <

D(3), poniewaz (D(3): H) = 2.
(11) Rozwazmy D(3) = {ID3, 01, 04,51, 5,53} oraz H = {ID3, 51} < D(3). Wowczas H 4 D(3),
pOI’liGW&Z 52 o H = {SQ, Ol} ale H o SQ = {52, 02}
(12) Rozwazmy Aut(G) oraz Inn(G) < Aut(G). Wéwcezas Inn(G) < Aut(G).
Dowdd. Pokazemy, ze Inn(G) < Aut(G). Ustalmy i, i, € Inn(G). Woéwcezas
iq 0 (ip) "t =g 0ip1 = ig1 € Inn(G).
Pokazemy, ze Inn(G) <1 Aut(G), czyli ze V¢ € Aut(G)[¢p o Inn(G) o ¢! C Inn(G)]. Ustalmy
¢ € Aut(G) oraz i, € Inn(G). Pokazemy, ze ¢ 0, 0 ¢~ = iy, € Inn(G); istotnie, dla z € G
otrzymujemy
$oiso¢ (x) = ¢lia(¢7'(2))) = ¢lag™ (x)a™)
da)p(o™ (2))p(a™)
= dla)rd(a ) =iy (2).

n

Twierdzenie 5.4. Niech G, F bedg grupami, H < G, K < F', niech ¢ : G — F bedzie homomorfizmem.
Wowczas:

(1) ker¢ < G,
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(2) jesli K < F, to o~ (K) < G,
(3) jesli H < G i ¢ jest epimorfizmem, to ¢(H) < F.

Dowdd. (1) Pokazemy, ze Va € Glaker pa! C ker ¢]. Ustalmy a € G, h € ker ¢, to znaczy ¢(h) = 1p.

Mamy:
¢laha™) = p(a)p(h)g(a™") = ¢(a)(¢(a)) ™ = 1F,
czyli aha™! € ker ¢.
(2) Pokazemy, ze Va € Glap~ (K)a™! C ¢~ (K)]. Ustalmy a € G, h € ¢~ }(K), to znaczy ¢(h) =
ke K < F. Mamy:
¢laha™") = p(a)p(h)(d(a)) ™ = d(a)k(d(a)) ™ € K
czyli aha™' € ¢~ H(K).
(3) analogicznie.
U
Przyktad:
(13) Rozwazmy GL(n,F) oraz SL(n,F) < GL(n,F). Wéwczas SL(n,F) < GL(n,F), poniewaz
SL(n, F) = ker ¢, gdzie ¢ : GL(n, F') — F* dane jest wzorem ¢(A) = det A.



