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4. WYKEAD 4: RZAD ELEMENTU GRUPY. GRUPY CYKLICZNE.

Definicja 4.1. Niech (G,-) bedzie grupg, a € G. Podgrupe {(a) nazywamy podgrupa cykliczng gene-
rowang przez element a. Mowimy, Ze grupa G jest cykliczna, gdy istnieje element g € G taki, Ze
G = (g). Element g nazywamy generatorem grupy G.

Przyklady:
(1) Niech G = Z. Wtedy (1) = Z.
(2) Niech G = Z,,. Wtedy (1) = Z,.

Twierdzenie 4.1. Jesli rzqd grupy G jest liczbg pierwszq, to G jest cykliczna i nie zawiera podgrup
wtasciwych.

Dowdéd. Rozwazmy grupe (G, -) i niech |G| = p, p € P. Pokazemy, ze G jest cykliczna. Ustalmy 15 #
a € G. Wowcezas (a) < G oraz (a) # {1}. Wobec twierdzenia Lagrange’a, |(a)||p. Zatem |(a)| = p, czyli
(a) = G.

Pokazemy, ze G nie zawiera podgrup wtasciwych. Ustalmy H < G. Z twierdzenia Lagrange’a wynika,
ze |H||p. Zatem |H|=11ub |H| =p, czyli H = {1} lub H = G. O

Uwaga 4.1. Jesl G jest grupg cykliczng, to rzgd G nie musi byc liczbg pierwszq — na przyktad rozwazmy
Zg.

Definicja 4.2. Niech (G, ) bedzie grupg, a € G. Rzedem elementu a nazywamy rzed podgrupy cy-
klicznej generowanej przez a i oznaczamy r(a).

Przyktady:

(3) Rozwazmy grupe R*. Wowczas:
o (—1)={-1,1}, wiec r(—1) = 2;
o (2) ={2F: k € Z}, wiec r(2) = oo.
(4) Rozwazmy grupe Zg. Wowczas:
o (2) ={0,2,4}, wiec r(2) = 3;
e (1) =140,1,2,3,4,5}, wiec r(1) = 6.
(5) Rozwazmy grupe Z. Wowczas:
o (1) =7, wigc r(1) = oc.
(6) Rozwazmy grupe D(3) = {ID3, 01,02, S1, Sa, S3}. Wowezas:
o (S1) ={I,51}, wiec r(S1) = 2.

Uwaga 4.2. Niech (G, -) bedzie grupg, a € G. Wowczas:
(1) r(a) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 1¢;
(2) r(a) =r(a™);
(3) jesli G jest skonczona, to
r(a) < oo oraz r(a)||G]|.

Dowdd. (1) Oczywiste.
(2) Wystarczy zauwazy¢, ze (a) = (a™').
(3) Rzad elementu a jest skonczony, poniewaz r(a) = |[(a)| oraz (a) C G, wiec |{a)| < co. Dalej, rzad
elementu a dzieli rzad grupy G, poniewaz r(a) = |(a)| i na mocy twierdzenia Lagrange’a |(a)|||G|.

U
Twierdzenie 4.2. Niech (G, ) bedzie grupg, a € G.
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(1) Jesli nie istnieje n € N takie, Ze a" = 1¢, to r(a) = co.
(2) Jesli istnieje n € N takie, ze a" = 1¢, to

r(a) =min{n € N:a" = 15}.

Dowad. (1) Zgodnie z definicja, r(a) = |(a)| oraz (a) = {a* : k € Z}. Pokazemy, ze jesli i # j, to
a' # a’. Ustalmy 4,7, i > j oraz przypusémy, ze a' = a/. Woéwezas a*7 = 1g oraz i — j € N, co
jest sprzeczne z zatozeniem o nieistnieniu n € N takiego, ze a” = 14.

Tym samym (a) zawiera nieskonczenie wiele parami réznych elementéw, czyli r(a) = oco.

(2) Tak jak poprzednio, r(a) = |{a)| oraz (a) = {a* : k € Z}. Niech k = min{n € N : a" = 1¢}.
Pokazemy, ze |(a)| = {1¢,a',a?,...,a* '}. Inkluzja (D) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (C)
ustalmy g € [(a)|. Wowczas g = a™, dla pewnego m € Z. Dzielac z reszta m przez k otrzymujemy
istnieje ¢, r € Z takich, ze

m=kq+roraz 0 <r <k.
Dalej, a™ = a*4™" = (a*)%a" = a" € {1,a',d?,...,a"*" 1},

Pozostaje pokazaé, ze zbior {1,al,a?, ..., a*"1} zawiera k elementéw. Przypusémy bowiem, ze
istnieja 7,7 € {0,1,...,k — 1}, 1 > j, takie, ze a’ = a/. Woéwczas a7 = 1g, ale 0 < i —j < k, co
jest sprzeczne z wyborem k.

O

Przyktady:
(7) Rozwazmy grupe U(Zi) = {1,3,7,9}. Wowczas r(3) = 4.
(8) Rozwazmy grupe D(3) = {I D3, 01,05, S1, S, S3}. Wowcezas r(Os) = 3.
Whniosek 4.1. Niech (G, ) bedzie grupg.
(1) Jezeli G jest skonczona i |G| =n, to Va € G(a" = 1¢).
(2) Jezelia € G ir(a)=k, toa*=1g.
(3) Jezelia € G, r(a) =k i a™ =1g, to k < m.
Przyktad:
(9) Rozwazmy grupe U(Zg) = {1,3,5,7}. Wowczas 3* = 1, ale r(3) = 2.
Twierdzenie 4.3. Niech (G, -) bedzie grupg, a € G. Jezeli a™ = 1g, to wowczas r(a)|m.
Dowdd. Niech r(a) = k. Przypu$émy, ze k t m. Dzielac z reszta m przez k otrzymujemy istnieje liczb

catkowitych q,r € Z takich, ze
m=kq+roraz 0 <r <k.

Dalej, 1g = a™ = a***" = (a*)9a" = a", co daje sprzecznos$é¢ z Twierdzeniem 4.2. O
Whniosek 4.2. Niech (G, -) bedzie grupg skoriczong. Wowczas G jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje a € G taki, ze r(a) = |G|.
Dowdd. (=): oczywiste. (<): niech a € G bedzie taki, ze r(a) = |G|; woéwczas |(a)| = |G| oraz (a) < G,
czyli (a) = G. O

Przyklady:

(10) Zs jest cykliczna, gdyz r(1) = 5.

(11) U(Zs) nie jest cykliczna, gdyz

r(1)=1,7(3) = 2,7(5) = 2 oraz r(7) = 2.
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(12) Zy X Zs nie jest cykliczna, gdyz
7((0,0)) = 1,7((1,0)) = 2,7((0,1)) = 2 oraz r((1,1)) = 2.
(13) Zy x Zs jest cykliczna, gdyz r((1,2)) = 6.

Twierdzenie 4.4. (1) Dowolna grupa cykliczna jest abelowa.
(2) Podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

Dowad. (1) Niech G = (a). Ustalmy z,y € G. Wtedy = = a*, y = d!, dla pewnych &, € Z. Natenczas

ry = d’d' = d"' = T = dld® = ya.

(2) Niech G = (a). Ustalmy H < G. Mozemy zatozy¢, ze H # {15} (oczywiscie podgrupa trywialna
{15} jest cykliczna). Ustalmy ¢ € H, ¢ # 1g. W szczegdlnosci ¢ = aF, dla pewnego k € Z.
Mozemy zatozy¢, ze k € N, gdyz jesli k < 0, to ¢! =a % € H. Niech n =min{l € N: a' € H}.

Pokazemy, ze H = (a"). Inkluzja (D) jest oczywista, skupmy sie na dowodzie inkluzji (C).
Ustalmy x € H. Wowczas © = o', dla pewnego m € Z. Dzielac z reszta m przez n otrzymujemy
istnieje liczb catkowitych ¢, r € Z takich, ze

m=nq+roraz 0 <r <n.

Dalej, a™ = @™ = (a"™)%a", a wiec a” = a™(a™)"? € H. Wobec wyboru n, jedyna mozliwoscia
staje sie, aby r = 0. Wowczas m = nq, a stad z = a™ = (a™)? € (a").
0

Uwaga 4.3. Z przeprowadzonego dowodu wynika, ze jesli (G,-) jest grupq cykliczng, G = {(a) oraz
{l¢} # H < G, to H = (a"), gdzie
n=min{l € N:d € H}.
Przyktad:
(14) Rozwazmy grupe Z oraz H = (m,n) < Z. H jest cykliczna oraz
H={(a",d=min{lcN:1-1€ H}.

Poniewaz H = {xm+yn : z,y € Z}, wied d jest najmniejsza z liczb naturalnych postaci xm+yn,
a wiec, wobec algorytmu Euklidesa, d = NW D(m,n).
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