2. WYKELAD 2: PODGRUPY, PODGRUPY GENEROWANE PRZEZ ZBIOR.

Definicja 2.1. Niech (G,-) bedzie grupg. Podzbior H # 0 zbioru G nazywamy podgrupa grupy G
(piszemy H < G), gdy (H,- [nxm) jest grupg.

Przyktady:
(1) Z < R z dodawaniem;
(2) R* < C* z mnozeniem;
(3) SL(n, F) < SL(n, F) z mnozeniem macierzy;
(4) Z, nie jest podgrupa grupy Z.

Twierdzenie 2.1. Niech ) # H C G i niech (G, -) bedzie grupg. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) H < G;
(2) H ma nastepujgce wilasnosci:
° 1G S H,
o Vr,y€ H(xy € H),
eVre H(x '€ H);
(3) H ma nastepujgce wlasno$é:
o Vo,ye H(zy™ ' € H).
Dowdd. Réownowaznosé (1) < (2) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (2) = (3) ustalmy z,y € H.
Mamy, ze y~! € H, wiec xy~' € H. Pozostaje udowodni¢ implikacje (3) = (1). Poniewaz H # (), wigc
istnieje x € H. Stad
lg =az2 ' € H.
Dalej:
rt=1gx"! € H.
Ustalmy z,y € H. Wéwezas y~! € H, a zatem:
zy=z(y ') € H.
U

Przyktlady:
(5) Zauwazmy, ze i, (C) = {z € C*: 2" = 1} < C*. Istotnie, ustalmy 21, 2o € u,(C), a zatem niech

% = % = ]_, Cth 2122_1 c //Jn((c)

=112 =1. Wowezas (212, )" = (2)" =<

(6) Zauwazmy, ze {0,2,4} < Zg z dodawaniem. Istotnie, 0 € {0,2,4}, dodawanie na kazdej parze nie
wychodzi poza zbiér {0,2,4} oraz 0 jest elementem symetrycznym dla 0, 2 dla 4 i 4 dla 2.

(7) Zauwazmy, ze 27Z = {2k : k € Z} < Z z dodawaniem. Istotnie, ustalmy z,y € 2Z, a zatem niech
x=2kiy=2l. Wowczas v —y =2k — 2l = 2(k — 1), czyli x — y € 2Z.

(8) Zauwazmy, ze jesli G jest dowolna grupa, to
{l¢} < G oraz G < G.
Podgrupy te nazywamy podgrupami niewlasciwymi, wszystkie pozostale — podgrupami
wlasciwymi.
Twierdzenie 2.2. Niech R = {H; :i € I} bedzie rodzing podgrup grupy G;

(1) Nier Hi jest podgrupg grupy G,
(2) User Hi jest podgrupg grupy G, o ile R jest taricuchem.
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Dowad. (1) Oznaczmy F = (),.; H;. Ustalmy x,y € F. Wtedy

Vie l(z,y € H;),

icl

a zatem
Vie I(ay™t € Hy),
czyli zy~t € F.

(2) Oznaczmy F = J._; H;. Ustalmy z,y € F. Wtedy

Elio € I(ZL‘,’y c Hi())a

el

a zatem
Jig € I(zy~' € Hy,),
czyli zy~t € F.
O
Definicja 2.2. Niech (G, -) bedzie grupg oraz A C G pewnym zbiorem. Najmniejszq w sensie inkluzji pod-
grupe grupy G zawierajgcq zbior A (tj. przekréj wszystkich podgrup grupy G zawierajgcych A) nazywamy
podgrupa generowang przez A i oznaczamy (A).
Uwaga 2.1. Podgrupa grupy G generowana przez zbior A ma nastepujgce wlasnosci:
(1) {4) <G,
(2) AcC(4),
(3) jesli H < G oraz A C H, to wtedy (A) < H.

Definicja 2.3. Kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (A) = G nazywamy zbiorem generatoréw grupy G.
Jesli A ={ay,...,a,} to oznaczamy

(ay,...,a,) = (A).
Mowimy, ze grupa jest skonczenie generowana, gdy istniejg elementy g1, ..., g, € G takie, zZe

G:<g17---7gn>-

Uwaga 2.2. W szczegdlnosci grupa skonczenie generowana nie musi bycé skoriczona, na przyktad 7. = (1).

Twierdzenie 2.3 (o postaci elementéw podgrupy generowanej przez zbiér). Niech (G, -) bedzie grupa,
niech A C G. Wowczas

(A = {a"a ... d* :n e N k; € Z,a; € A}.

n

Dowaéd. Oznaczmy
Ay ={aa? . a" n eNk €Z,a; € A},
Pokazemy, ze A; < G.
Zauwazmy, ze 1g € A;: istotnie, wezmy a; € A. Wtedy z definicji potegi af = 15 € A;. Zauwazmy

dalej, ze dla =,y € A; zachodzi xy € A;: istotnie, ustalmy xz = a’fla;” coakn oy = blf bl; b onom €N,
ki, l; € 7, a;,b; € A. Mamy:
zy = aak? . afblel b e AL

Na koniec zauwazmy, ze dla € A; zachodzi 7! € A;: istotnie, ustalmy z = a]fla”z€2 c.ab e N,
kl' € Z, a; € A. Mamy:

_ — — —kn— —
et = (a"ak? . ak) T = atkra Bt M e AL
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Pozostaje pokazaé, ze A; = (A). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé¢ inkluzje (C). Dowdd
prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 ustalmy a; € A. Z definicji podgrupy, a’fl nalezy do

wszystkich podgrup zawierajacych aq, a wiec i zbiér A, zatem z definicji alfl € (A).

Zatozmy, ze twierdzenie zachodzi dla pewnej ustalonej liczby n > 1, a wiec ze dla aq, as, .

ki,...,k, € Z zachodzi
af' . akn e (A).

n

Woweczas dla dla ay,as, ..., an, ani1 € A, k1, ... kp, ki1 € Z zachodzi
kn,
aft .. afrapt € (A).
—— —

€(A) €(A)

Whiosek 2.1. (1) Niech G bedzie grupg oraz niech a € G. Wowczas
{a) = {a* : k € Z}.
(2) Niech (G, -) bedzie grupg abelowq oraz niech {ay,...,a,} C G. Wéwczas
(ar,...,an) = {d .. afm k€ 7).
Przyklady:
(9) (1) = Z;
10) (1) =Z,, n € N;
(2,3) ={2k+3l: k1l eZ} <Z;
(4,5) ={4"5™ :n,m € Z} < R*;
grupie D(3) = {ID3, 01,05, S1, Ss, S3} mamy:

(IDs) = {IDs},

=

(O1) = {ID;3,01,0},

(O2) = {ID3,01,0},

(S1) = {IDjs, 51},

(S2) = {IDj3, 5},

(S3) = {IDjs, 55},
(O1,51) = D(3);

(14) Q* = ({£p" .. .pf» :n e N, k; € Z,p; € P}), gdzie P oznacza zbiér liczb pierwszych;

(15) W grupie GL(n, F') rozwazmy macierze postaci
(10 ... 0 ... 0 ... 0]
01 0O ... 0 ... 0 10 ... 0
: Lo 01 0
00 ...1T ....a ...0 i Con o
Tijla)= | & & " & b oraz O;la)= | 0 0 ... a
0 0 0 1 o J Do
: : [ 00 ... 0
(00 ... 0 1 i

.0, €A,
O

0

0

0 )

1_
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zwane, odpowiednio, transwekcjami oraz dylatacjami. Wowczas
GL(n,F) = ({T;j(a),0;(b) a,b e F,i,j € {1,...,n}}).



