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9. LOGIKA INTUICJONISTYCZNA

Logika klasyczna oparta jest na pojeciu wartosci logicznej zdania. Poprawnie zbudowane i jednoznaczne
stwierdzenie jest w tej logice klasyfikowane jako ”prawdziwe” lub ”fatszywe”. Warto$é¢ logiczna zdania
ztozonego (np. implikacji) jest zas ustalana na podstawie wartosci jego sktadowych (niezaleznie od ich
faktycznej tresci). W wiekszosci przypadkéw takie postepowanie jest naturalne i wygodne. Ale nie zawsze.
Przypomnijmy na przyktad, ze klasyczna materialna implikacja nie zawsze odpowiada jakiejkolwiek
faktycznej zaleznosci pomiedzy przestanka i konkluzja: zdanie

jezeli asfalt jest czarny, to zaby kumkaja

jest logicznie poprawne. Inng konsekwencja dwuwartosciowosci logiki klasycznej jest prawo wyltaczonego
srodka. Akceptujemy alternatywe pV —p, niezaleznie od tego czy zdanie p jest faktycznie prawdziwe czy
falszywe, a nawet nie wiedzac, co doktadnie to zdanie wyraza. Zilustrujmy to na przyktadzie:

Stwierdzenie 11. Istniejg takie liczby niewymierne x iy, Ze x¥ jest liczbg wymierng.

Dowaod. Jesli \/5\/5 jest wymierne, to mozna przyja¢ © = y = /2, w przeciwnym przypadku niech
T = \/5\@ iy = V2. O

Powyzszy dowdd, przy catej swojej prostocie i elegancji, ma pewna oczywista wade: nadal nie wiemy,
jakie liczby naprawde spelniaja zadany warunek. A oto inny dowdd tego samego stwierdzenia:

Dowdd. Dla x = /2 oraz y = 2log,3 mamy z¥ = 3. U

Moéwimy, ze drugi dowod, w odrdznieniu od pierwszego, jest konstruktywny. Oczywiscie, konstruk-
tywny dowod zawiera w sobie wiecej przydatnej informacji niz niekonstruktywny, ale z punktu widzenia
logiki klasycznej, oba te dowody sa tak samo poprawne. Logika dopuszczajaca tylko wnioskowania o cha-
rakterze konstruktywnym, znana jest pod tradycyjna, nieco mylaca, nazwg logiki intuicjonistycznej.
W tej logice nie przypisujemy zdaniom wartosci logicznych. Nieformalne obja$nienie zasad logiki intu-
icjonistycznej postuguje sie pojeciem konstrukcji. Zdanie jest uwazane za prawdziwe, gdy mozna podac
jego konstrukcje, tworzona wedlug nastepujacych zasad (od nazwisk Brouwera, Heytinga i Kotmogorowa
zwanych interpretacja BHK):

e Konstrukcja dla ¢ A v polega na podaniu konstrukeji dla ¢ i konstrukeji dla .

e Konstrukcja dla ¢ V1 polega na wskazaniu jednego ze sktadnikéw ¢, 1) i podaniu konstrukeji dla
tego sktadnika.

e Konstrukcja dla implikacji ¢ — 1 to metoda (funkcja) przeksztatcajaca kazda konstrukcje prze-
stanki ¢ w konstrukcje dla konkluzji .

e Nie ma konstrukcji dla fatszu L.

e Konstrukcja dla Vz¢(x) to metoda, ktéra kazdej potencjalnej wartosci a zmiennej x przypisuje
konstrukcje dla ¢(a).

e Konstrukcja dla 3z¢(z) polega na wskazaniu pewnej wartoéci a zmiennej z, oraz konstrukeji dla
6(a).

e Negacja intuicjonistyczna —¢ utozsamiana jest z implikacjg ¢ — L. A zatem konstrukcja dla —¢
to metoda obracajaca kazda ewentualna konstrukcje ¢ w absurd ("rzecz, ktérej nie ma”).

Nie od rzeczy jest tu nastepujaca uwaga: o konstrukcji dla ¢ — 1 mozna mysle¢ jak o funkcji typu
¢ — 1, bo przeciez konstrukcjom dla ¢ (obiektom ”typu ¢”) przypisuje ona konstrukcje dla v, czyli
obiekty "typu ¥”. Wrécimy jeszcze do tej analogii.

Przyktad:
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(1) Konstrukeje dla formuly p — ——p mozemy zapisaé¢ tak: Przypusémy, ze dana jest konstrukcja C
dla przestanki p. Wtedy konstrukcja dla konkluzji =—p (czyli dla (p —L) —_L) jest nastepujaca:
dang konstrukcje dla formuty p — — nalezy zastosowaé¢ do C'.

Préoba podania konstrukeji dla implikacji odwrotnej =—p — p natrafia jednak na nieprzezwyciezalna
trudnosé. Aby wykorzystaé¢ dana konstrukcje dla (p — L) — L, musieliby$my mieé¢ konstrukcje dlap — L,
a skoro jej nie mamy, to zalozenie jest bezuzyteczne.

Niemozliwe jest tez wskazanie konstrukcji dla schematu p V —p, nie znajac p nie mozemy bowiem
wskaza¢ zadnego z cztonow alternatywy.

Podobnie bedzie na przyktad z implikacja Vo (qVp(x)) — qVVrp(z). Konstrukcja przestanki dla kazdej
wartosci a zmiennej x generuje albo konstrukcje dla ¢ albo konstrukecje dla p(a). Ale skorzystaé z niej
mozna tylko dla konkretnych wartosci a. Tymczasem, aby poda¢ konstrukcje dla konkluzji, musielibysmy
umie¢ podjac krytyczna decyzje "w ciemno”.

9.1. Intuicjonistyczny rachunek zdan. Objasnienia odwotujace sie do pojecia konstrukeji sg tylko
nieformalne. Scisty definicje logiki intuicjonistycznej moze stanowié system wnioskowania, na przyktad w
stylu naturalnej dedukcji. Dla uproszczenia ograniczymy sie dzisiaj do intuicjonistycznego rachunku zdan.
System naturalnej dedukcji dla takiego rachunku, przedstawiony ponizej mozna uwazaé za uscislenie
interpretacji BHK. Otrzymujemy go z systemu klasycznego przez odrzucenie regu ly PS. Robimy to,
zauwazajac z pewng satysfakcja, ze wtasnie ta reguta "nie pasuje” do pozostatych, bo odbiega swoja
forma od zasady wprowadzania i eliminacji spojnikéw.
Reguly dowodzenia:

—-intro: %
—-elim: %W
A-intro: Agfﬁ\:f
A-elim: %«:@w

A-elim: Agf_by

V-intro: Aﬁx m
V-intro: Aﬁw

Veelim; AEVAd GAvC
(Ps): 25"

Ciekawy jest sposdb w jaki z klasycznego rachunku sekwentéw mozna otrzymaé system dla logiki
intuicjonistycznej. Otéz nalezy w tym celu ograniczy¢ liczbe formul wystepujacych po prawej stronie
sekwentéw do (co najwyzej) jednej, przy czym sekwent I F z pusta prawa strona mozna utozsamiad
z sekwentem I' L. Reguta (V-prawa) traci wtedy sens i trzeba ja zastapi¢ przez dwie inne reguly.
Pozostate reguty pozostaja w zasadzie bez zmian.

Reguly dowodzenia:
AF¢; A QG
A,p—1pC
A,y
AR, p—
A, PEC
A, pAPC
AF¢; AR
AFGAD
ABEGAYEC
A,pVipC
Ak
AFoVY

—-lewa:
—-prawa:

N-lewa:

N-lewa:

V-lewa:

V-prawa:
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Intuicjonistyczny system dowodzenia w stylu Hilberta dla logiki zdaniowej, w ktérej wystepuje tylko
implikacja i falsz, a negacja —¢ jest zdefiniowana jako ¢ — L, otrzymamy bardzo tatwo: wystarczy usunaé
aksjomat ~—¢ — ¢ z systemu klasycznego i dodaé jeden nowy:

(A3i): L— ¢.

7, aksjomatow klasycznego rachunku zdan w ujeciu hilbertowskim przyjmujemy nastepujace w duchu

BHK:

1
gQ; AANB — B,
3)(A—=B)—(A—=C)— (A—= (BAN(O))),
(4) A— AV B,

(5) B— AV B,

(6) (B—A) = ((C—=A4) = (BVC—A).

Stwierdzenie 12. Opisane powyzej intuicjonistyczne systemy dowodzenia (naturalna dedukcja, rachunek
sekwentow oraz system Hilberta) sq sobie réwnowazne: formuta ¢ jest twierdzeniem dowolnego z tych
systemow wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest twierdzeniem kazdego z pozostatych.

Dowd6d pozostawiamy jako ¢wiczenie.

9.2. Normalizacja dowodéw. Wroémy teraz do systemu naturalnej dedukceji dla intuicjonistycznego
rachunku zdan. Dla uproszczenia ograniczmy si¢ na razie do tzw. minimimalnej logiki implikacyjnej, t;j.
do formut zbudowanych z pomocg samej implikacji. Przypusémy, ze mamy taki dowdd:

(2)
(1) :
: Lok9y

THoé TFé =0 ((:é))
R

W tym dowodzie najpierw wprowadzamy implikacje, a zaraz potem ja eliminujemy. Mozna jednak zrobic¢
inaczej. Tam gdzie w czesci (2) dowodu uzywane jest zalozenie ¢ mozna po prostu wstawié cata czesé
(1). Chociaz rozmiary nowego dowodu moga by¢ wieksze (zatozenie ¢ mogto byé uzywane kilkakrotnie)
to jednak jego struktura bedzie prostsza. Docelowo mozemy uzyskaé¢ dowod, w ktorym takie sytuacje jak
na rysunku w ogole nie wystepuja. Taki dowdéd nazwiemy dowodem normalnym. Proces normalizacji
dowodu jest podobny do procesu eliminacji ciecia, a dowody normalne maja podobne zalety jak dowody
bez cigcia. W szczegolnosci, wyszukiwanie dowodu dla danej formuty staje sie tatwiejsze, jesli mozna sie
ograniczy¢ do dowodéw normalnych.



