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7. WYKEAD 7: NIEROZSTRZYGALNOSC RACHUNKU PREDYKATOW

Logiki predykatéw jest nierozstrzygalna. Doktadniej, nierozstrzygalny jest nastepujacy problem decy-
zyjny: Czy dana formuta logiki pierwszego rzedu jest tautologiq? Aby wykazaé, ze tak jest, postuzymy
si¢ nierozstrzygalnoscia problemu stopu dla maszyn Turinga.

Przypomnijmy, ze maszyna Turinga jest abstrakcyjnym modelem komputera, sktadajacym si¢ z nie-
skonczenie dtugiej tasmy podzielonej na pola. Kazde pole moze znajdowaé si¢ w jednym z N standw.
Maszyna zawsze jest ustawiona nad jednym z pdl i znajduje sie¢ w jednym z M standéw. Zaleznie od
kombinacji stanu maszyny i pola maszyna zapisuje nowg wartos¢ w polu, zmienia stan, a nastepnie moze
przesunacé sie o jedno pole w prawo lub w lewo. Kazda z takich operacji nazywamy rozkazem. Maszyna
Turinga jest sterowana lista zawierajaca dowolng liczbe takich rozkazow. N i M sa dowolnymi liczbami
skonczonymi. Lista rozkazow dla maszyny Turinga moze by¢ traktowana jako jej program.

Formalnie, maszyne Turinga nad alfabetem A definiujemy jako uporzadkowang piatke M = (A, @, 6, g0, q7),
gdzie:

e A jest skoniczonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol B ¢ A,

e () jest skonczonym zbiorem standw,

® ¢y € @ jest stanem poczatkowym,

® g5 € (Q jest stanem koncowym,

d:(Q\{gr}) x A = A xQ x{-1,0,+1} jest funkcja przejscia.
Zaktadajac, ze zbiory A i @) sa roztaczne, mozna zdefiniowaé¢ konfiguracje maszyny jako stowo postaci
wqu, gdzie ¢ € () oraz w,v € A, przy czym utozsamiamy konfiguracje wqu i wquB. Interpretacja tej
definicji jest nastepujaca: tasma maszyny jest nieskonczona w prawo. Na poczatku tasmy zapisane jest
stowo wwv, dalej w prawo sg same blanki, a glowica maszyny "patrzy” na pierwszy znak na prawo od
w. Konfiguracje postaci C,, = qow, gdzie w € A*, nazywamy poczatkowa, a konfiguracje postaci wqsv
nazywamy koncowg lub akceptujaca.

Relacje — pma konfiguracjach definiujemy nastepujaco:

e Jedli §(q,a) = (b, p, +1) to wgav — 4 whpv;

e Jedli §(q,a) = (b,p,0) to wgav — x4 wpbv;

e Jesli6(q,a) = (b, p, —1) to weqgav — pq wpchv oraz qav — 54 pbu (gdy ruch w lewo jest niemozliwy.)
Symbolem —» », oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie relacji — . Jezeli C\, —p C7, gdzie C” jest
konfiguracjg akceptujaca to méwimy, ze maszyna akceptuje stowo w.

Problem stopu mozna réwnowaznie sformutowa¢ nastepujaco: czy dana maszyna Turinga akceptuje
stowo puste?

Lemat 20. Niech ¢ oznacza koniunkcje nastepujgcych formut
o Vy~P(y,c),
o Vu3yP(z,y),

o VaVy(P(z,y) — R(z,y)),

o Vyvz(R(z,y) — (R(y, 2) — R(x,2)),

o Vr—-R(x, ).
Formuta ¢ jest zdaniem. Zdanie to jest spetnialne, a kazdy jego model 2 zawiera nieskoriczony cigg
réznych elementéw c® = a0,al,a2, ... takich ze (a;,a;11) € P* dla kazdego i.

Dowodd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 22. Nie istnieje algorytm rozstrzygajgcy, czy dana formuta logiki predykatow jest tauto-
logiq.
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Dowdd. Naszym celem jest efektywna konstrukcja, ktora dla dowolnej maszyny Turinga M utworzy
formute ¢ 0 nastepujacej wlasnodci:

M akceptuje stowo puste wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest tautologia.

Stad natychmiast wynika teza twierdzenia. W przeciwnym razie taka konstrukcja pozwalataby bowiem
na rozstrzyganie problemu stopu. W istocie, wygodniej bedzie skonstruowac taka formute ¢y, ze

M zapetla sie na stowie pustym wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest spetnialna,

i na koniec przyja¢ o = —odn. Jezyk, w ktérym zapiszemy nasza formute, bedzie zalezata od maszyny
M. Sktada sie on z:

e jednoargumentowych symboli relacyjnych S,, dla wszystkich stanéw ¢ € Q;

e dwuargumentowych symboli relacyjnych C,, dla wszystkich symboli a € A;

e dwuargumentowego symbolu relacyjnego G;

e stalej ¢ i symboli P i () wystepujacych w formule ¢ z Lematu.

Formuta ¢, jest koniunkcja ztozong z wielu sktadowych, ktére teraz opiszemy. Pierwsza sktadowa
jest formuta ¢ z Lematu. Kazdy model tej formuty zawiera roznowartosciowy ciag ag, ay, as, ..., ktory
postuzy nam jako substytut ciagu liczb naturalnych (o elemencie a; myslimy jak o liczbie 7). Intuicyjny
sens formut atomowych naszej sygnatury jest taki:

e Formule S,(z) czytamy: po = krokach obliczenia maszyna jest w stanie g.
e Formule G(z,y) czytamy: po x krokach glowica maszyny znajduje sic w pozycji y.
e Formule C,(z,y) czytamy: po x krokach na pozycji y znajduje sie symbol a.
Dalsze sktadowe naszej formuty ¢ sa tak dobrane, aby kazdy jej model reprezentowat nieskonczone
obliczenie maszyny zaczynajace sie od stowa pustego. Oto te sktadowe:

(1) Sy (c) NG(c,c) ANVxCp(c, z);

2) Vﬂf(quQS( z));

) Va(Sg(x) — ~5y(x)), dla q,p € Q, ¢ # p;

) Vo y(Voea Cal, )

) VaVy(Cy(z,y) — —Cy(z,y)), dla a,b € A, a # b;

) VaIyG(z, y);

) VaVyVz(G(x,y) AN G(z,2) — y = 2);

) VavyVz(Se(x) A Gz, y) A Col,y) A P(x, 2) — Sp(2) A Co(z,y)), gdy d(g, a) = (p, b, );
) VaVyVz(=G(z,y) A Colz, y) A Pz, 2) — Cu(2,9));

) YavVyVz¥u(S,(z) A G(z,y) A P(x,2) A P(y,v) — G(z,v)), gdy 0(¢,a) = (p, b, +1);
) VaVyVz(Sy(z) A Gz, y) A Pz, 2) — G(z,y)), gdy d(g,a) = (p,b,0);

) VaVy¥Yu(S,(x) A Gla,y) A P(z,2) A P(v,y) — G(z,v)), gdy 3(q.a) = (p.b,—1);
) Vavy¥vo(Sy(x) A Gla, c) A Ple, 2) — G(z,0)), gdy 3(q,a) = (p,b,~1);

(14) Vz=S5,, (x).

Przypusémy teraz, ze maszyna M ma nieskonczone obliczenie dla pustego stowa wejsciowego. Zbudu-
jemy model 2 dla formuty ¢,,. Dziedzina tego modelu jest zbiér N liczb naturalnych. Stata ¢ interpre-
tujemy jako zero, relacja P® to relacja nastepnika, a R® to (ostra) relacja mniejszosci. Relacje Sg‘, c2
i G* okredlamy zgodnie z ich intuicyjng interpretacja na podstawie przebiegu nieskoticzonego obliczenia
maszyny. Nietrudno sie przekonaé, ze wszystkie cztony koniunkeji sg prawdziwe w 2, czyli zdanie ¢
jest spetialne.

Przystapmy wiec do trudniejszej czesci dowodu. Zatézmy mianowicie, ze 2 |= ¢ dla pewnego modelu
2. Wtedy takze 2 |= (, niech wiec a; beda elementami 2, o ktérych mowa w Lemacie. Model 2 spetnia
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tez wszystkie pozostate sktadowe formuly ¢n. Sktadowe (2) i (3) gwarantuja, ze kazdy z elementéw a;
nalezy do doktadnie jednej z relacji S,. Podobnie, kazda para (a;, a;) nalezy do doktadnie jednej z relacji
C,, oraz kazde a; jest w relacji G z doktadnie jednym elementem modelu 2 — tu uzywamy sktadowych
(4)-(7).

Rozpatrzmy obliczenie maszyny M dla stowa pustego. Pokazemy, Ze jest to obliczenie nieskonczone.
Jesli obliczenie maszyny M sktada sie z co najmniej n krokéw, to przez ¢, oznaczmy stan, w ktorym
znajduje sie maszyna M po wykonaniu tych n krokéw, a przez k, pozycje gtowicy w tym momencie.
Zawartoscig m-tej komorki tasmy po n-tym kroku obliczenia niech za$ bedzie symbol b,,,,.

Przez indukcje ze wzgledu na n dowodzimy, ze dla dowolnego n € N obliczenie sktada si¢ z co najmniej
n krokéw, oraz:

a, € Si, (Gn, ar) € Clim» (an,ay,) € G*.
Inaczej moéwiagc, model 2 prawidlowo reprezentuje kolejne konfiguracje maszyny. Dla n = 0 powyzsze
zwiazki wynikaja wprost z prawdziwosci cztonu (1) naszej koniunkeji. W kroku indukeyjnym skorzystamy
przede wszystkim z cztonu (14), ktéry gwarantuje, ze stan ¢, nie jest koncowy. Okreslona jest wiec
wartosé funkeji przejscia §(qn, bmg, ). Mozemy wiec odwotaé sie do sktadowych (9-12), ktére zapewniaja
poprawng zmiane stanu i symbolu pod glowica (8), zachowanie bez zmian reszty tasmy (9) i przesunigcie
glowicy (10-12). O



