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6. WYKEAD 6: RACHUNEK PREDYKATOW.

Jezyk pierwszego rzedu sklada sie z:
e symboli relacyjnych P;, i € I, gdzie #(P;) oznaczaé¢ bedzie ilo§¢ argumentéw symbolu P;,
e symboli funkeyjnych f;, j € J, gdzie #(f;) oznaczaé bedzie ilos¢ argumentéw f;,
e statych ¢, k € K.
Formalnie jezyk bedziemy definiowali jako zbior L = {(P))icr, (fj)jess (ck)rex}- Pi fj, cx nazywamy
symbolami pozalogicznymi. Symbole logiczne, niezalezne od L, sg nastepujace:
® 1, —
e zbiér zmiennych indywiduowych V' = {wg, v1,v9,...};
e kwantyfikator V;
e binarny symbol relacyjny = odpowiadajacy identycznosci;
® nawiasy.
Moc ||L|| jezyka L definiujemy jako wieksza z liczb Ry lub moc zbioru symboli. Sygnaturg (lub
typem) jezyka L nazywamy ciag 7 = (11, 72, 73), gdzie 71 (i) = #(B), 7=(7) = 8(f;), 3(k) =0, dla k € K.
L’ jest wzbogaceniem jezyka L, gdy L' = L U X, gdzie X jest zbiorem pewnych symboli. Wtedy L
nazywamy reduktem jezyka L'.
Zbiér termoéw T jezyka L definiujemy nastepujaco:
oV CT,
e ¢ € T dla kazdego k € K,
e jezeli f jest symbolem funkcyjnym n—argumentowym i tq,...,t, sa termami, to

fti.. .ty
jest termem.
Zbioér formul atomowych jezyka L sktada sie z wyrazen postaci:
ot =ty dlaty,ty €T,
e Pty...1t,, gdzie P jest n—argumentowym symbolem relacyjnym i ¢1,...,t, € T.
Zbior formut jezyka L jest najmniejszym zbiorem spetniajacym warunki:
e zawiera on zbior wszystkich formut atomowych;
e jezeli A, B sg formutami i x jest zmienna indywiduowsg, to
-A, A — B,Vz(A)
sa formutami.

Podformute definiujemy w analogiczny sposob.
Zauwazmy, ze moc zbioru wszystkich formul jezyka L jest rowna ||L|.
Definiujemy réwniez:
o Jx(A) = —Va—-A4;
e AV B=-A— B,
o A/\B:—\(A—>—|B);
e A B=(A— B)A(B— A).
Zbiér zmiennych wolnych termu, vf(t), definiujemy nastepujaco:

o vf(z)={z},
e vf(c) =10,
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Z kolei zbiér zmiennych zwigzanych termu vb(f) jest zawsze zbiorem pustym.
Zbiér zmiennych wolnych formuty A, vf(A), definiujemy nastepujaco:

o vf(ty =ty) =vf(t) Uvf(ts);
vf(Pty...ty) =vf(ty) U...Uvf(t,);
vf(=A) = vf(A);

Vf (A — B) = vf(A) Uuf(B);
vf(VeA) = vf(A)\{z}.

Zbioér zmiennych zwigzanych formuty A, vb(A), definiujemy nastepujaco:

vb(A) = ) dla kazdej formuty atomowej A;
vb(—A) = vb(A);
vb(A — B) = vb(A) Uvb(B);
vb(VxA) = vb(A) U {x}.
Formule nazywamy zdaniem, gdy vf(A) = (). Piszemy A(z1,...,2,), gdy vf(A) C {z1,...,2,}.
Przyktad:
(1) Niech A = YugPyvgviva — Yo Pivy. Wowezas vf(A) = {vy, v2} oraz vb(A) = {vg, v1}.
Operacje podstawiania termu ¢ za zmienng x, (x/t), definiujemy nastepujaco:

t,gdyx =y
K {y gdy © #y

o c(x/t) =c,

o fti...tu(x/t) = fta(x/t).. tu(z/t),

o Pty...ty(x/t) = Pty(z/t)...t,(x/t),

o (2 A)(z/t) = =(A(x/1)),

o (A= B)(x/t) = Alz/t) — B(z/t),

. /) — VyA, gdy = =y lub y € vf(t),

(yA)(z/) {Vy(A(x/t)), w przeciwnym wypadku.

Przyktad:

(2) Niech A = Vo(Py — Px) — (Py — VzPx). Wowczas A(y/x) = Vo(Py — Pzx) — (Pr —
VzPx). Ponadto A(y/x)(y/c) = Va(Pc — Pzx) — (Prx — VaPx). Zinterpretujmy Pz jako
“r = 07 oraz niech ¢ = 1. Wowczas formuta Vo(y =0 — 2 =0) — (y = 0 — Vazr = 0) jest
prawdziwa, natomiast formuta Vz(1 =0 — 2 = 0) — (x = 0 — Vaz = 0) jest falszywa. Widzimy
wiec, ze przez podstawianie mozemy z formuty prawdziwej otrzymacé fatszywa.

Zbiér zmiennych wolnych dla termu ¢ w formule A, F'f(t, A), definiujemy nastepujaco: = €
Ff(t, A) wtedy i tylko wtedy, gdy:
oz g uf(A),
o r cvf(A) oraz
— A jest formulg atomowa,
— A=-Bixze Ff(t,B),
-~ A=B—-CizeFf(t,B)nFf(tC),
- A=YyBiy¢vf(t)ixze Ff(t,B).
Niech M # (). Interpretacjq jezyka L w zbiorze M nazywamy odwzorowanie I takie, ze
o I(P) C MHP),
o I(f;): M) — M,
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° ](Ck) e M.

Modelem (albo strukturg) dla L nazywamy pare I = (M, I). Dla wygody zamiast I(F;), I(f;),
I(cy) piszemy P™, f;-m i ¢ oraz, gdy L zawiera skoriczenie wiele symboli pozalogicznych:

M= (M, P, PG,

Moc modelu okreslamy jako moc zbioru M.

Rozwazmy jezyk L i jego rozszerzenie L' o pewien zbiér nowych symboli X. Niech 9 = (M, I) bedzie
modelem dla L i niech I” bedzie interpretacja symboli nalezacych do X w M. Wowczas M = (M, TUI’)
nazywamy rozszerzeniem modelu MM, a M reduktem modelu 7.

Redukt modelu 9 = (M, I) do modelu M’ = (M, ') takiego, ze I’ jest interpretacja L zwezona
jedynie do symboli funkcyjnych i statych, jest algebra.

Model M = (N, {P”}, { £}, {c"}) nazywamy podmodelem modelu M = (M, {P}, {7}, {"})
gdy:

e NC M, f'= fMn, " =",
e dla dowolnych a4,...,a, € N:

Pay, ..., a,) wtedy i tylko wtedy, gdy P™ (a1, ..., an).
Odwzorowanie ¢ : M — N jest izomorfizmem modeli 91 i 91 gdy

e ¢ jest izomorfizmem odpowiednich algebr,
e dla dowolnych a4,...,a, € M:

P™(ay, ..., a,) wtedy i tylko wtedy, gdy P (¢(ar), ..., d(an)).

Rozwazmy model 9 jezyka L i oznaczmy przez V' zbioér wszystkich zmiennych indywiduowych. Od-
wzorowanie « : V — M nazywamy wartoSciowaniem w M.
Wartosé termu t”a] € M definiujemy nastepujaco:
o (v:)™[a] = a(v),
o (cr)¥a] =",
o (fiti...tn)™a] = [t ad, ..., t27a]).
Niech A bedzie formulg jezyka L, 9t modelem dla jezyka L, a o warto$ciowaniem w M. Definiujemy
spelnialnosé formuty A w modelu 9 z wartosciowaniem a, M = Ala]:
e M |= (t = s)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy t™a] = s™a],
e M= Pty ... t,[a] wtedy i tylko wtedy, gdy P™'(tP o], ..., t7a]),
= —A[a] wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze 9 = Ala],
E (AV B)[a] wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = Ala] lub 9 E Bla],
E (A A B)a] wtedy i tylko wtedy, gdy M = Ala] 1 M E Bla],
E (A — B)la] wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda, ze 9 = Ala] lub 9 = Bla],
= Vo Ala] wtedy i tylko wtedy, gdy M = Ala?] dla kazdego a € M,
= JrAla] wtedy i tylko wtedy, gdy M = Alaz] dla pewnego a € M,

przy czym
x a(y) dla x,
oZ(y) = (y) dlay #
a adlay=uz.
Formuta A jest prawdziwa w 9, M = A, gdy M = Ala] dla kazdego wartosciowania a1 V' — M.
Formuta A jest tautologia (lub jest ogélnie prawdziwa), = A, gdy 9 = A dla kazdego modelu
Mm.
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Lemat 15. Rozwazmy model M dla jezyka L i formule A tego jezyka. Wowczas dla dowolnych warto-
Sciowan a, 3, jezeli a(a) = B(x) dla wszystkich x € vf(A), to

M = Ala| wtedy i tylko wtedy, gdy M = A[S].

Prosty dowdd indukeyjny pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Poniewaz spelialnosé formuty zalezy wytacznie od wartosciowania jej zmiennych, dla formuty A(x, . ..
i wartosciowania « takiego, ze a(z;) = a;, dla 1 <i < n, bedziemy pisaé

M= Az, ..o xn)]ar, ..., an).

Lemat 16. Niech A = A(y1,...,yn). Rozwazmy termy ti(z1,..., ), ... to(T1, ..., 2y) takie, Ze y; €
Ff(t;,A) dla 1 < i < n. Niech a bedzie dowolnym wartos$ciowaniem i przyjmijmy, ze a(x;) = a; dla
1 << m. Wtedy

ME Ay /t1(x1, - )y e Yn [t (X1, ) [ag, - @)
& ME Ay, - y) [ ar, . am), -t a, - a]].

Prosty dowdd indukcyjny pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Ustalmy jezyk L. Aksjomatami rachunku predykatéw (lub klasycznego rachunku kwantyfi-
katoréw lub KRK)sa domkniecia wzgledem wszystkich uktadéw zmiennych formut danych za pomoca
nastepujgcych schematdow:

(Q0): domkniecia schematéw aksjomatéow KRZ w jezyku {—, —}, np. A — (B — A) itd.
(Q1): VzA — A(t/x) dlax € Ff(t, A),
(Q2): Vz(A — B) — (VzA — VaB),
(Q3): A — VzA, gdzie x ¢ vf(A),
(Q4): aksjomaty identycznosci: dla dowolnych termoéw ¢y, to, t3, ), t5, t5 i dowolnych symboli funk-
cyjnych f i relacyjnych P:
i = tl,
[ tlEt2—>tQEt1,
ol =t Nty =13 — t] =3,
o (L=t N...ANtL=U)— (ftr...t, = ft]...t),
o (ty=t'A. . ANt1=t)— (Pty...t, — Pt ... 1),
Ponadto definiujemy regule odrywania:
AA— B
B
W szczegolnosei kazda teza KRZ jest tautologia KRK.

Twierdzenie 17. Niech I" bedzie zbiorem formul jezyka L takim, Ze zmienna x nie wystepuje jako
zmienna wolna w Zadnej formule tego zbioru. Wowczas, dla dowolnej formuty Az, y') mamy:

I'FA(z,y)=TFVzA(z, )

Dowaéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem dlugosci formuty A.

e Jezeli A jest aksjomatem, to VaxA jest aksjomatem.

o Jezeli A€T, tox ¢ vf(A), zatem aksjomatem jest formuta A — VzA. Czyli I' F Vz A.

e Zatézmy, ze A otrzymujemy w wyniku zastosowania reguly odrywania wzgledem formut B i
B — A. Z zalozenia indukcyjnego

I'FVxB oraz I' - Va(B — A).

, Tn)
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Ponadto, na mocy (Q2), I' - VB — VzA. Stad otrzymujemy
I'-VzA.

Lemat 17. Zaléimy, ze x ¢ vf(A). Wowczas tezq naszego systemu jest:
FVz(A — B) — (A — VaB).

Dowad. (1) Vz(A — B) — (VzA — VaB), (Q2)
(2) VoA — (Vo(A — B) — VaB), poniewaz + (E — (F — G)) — (F — (F — Q))
(3) A VoA, (Q3), ¢ vf(A),
(4) A — (Vz(A — B) — VaB), z prawa sylogizmu,
(5) Vo(A — B) — (A — VaB), jak w (2).
U

Twierdzenie 18. Niech A i B bedg dowolnymi formulami oraz niech C' bedzie takq formulq, Ze x ¢
vf(C). Niech ponadto T bedzie takim zbiorem formul, Ze x nie wystepuje jako zmienna wolna w Zadnej
formule tego zbioru. Wowczas:
() I'FC—-B=TFC—-VzB, (
2)THFA—=C=TF3wA—C, (225
B)THFA—-V2B=TFA— B, (
(4) TH3zA— B=TFA— B, (£4=5)

Dowdd. Rozwazmy dowody na gruncie I':
(1) Zatézmy, ze I' = C — B. Woéwczas I' - Va(C' — B). Stad, poniewaz x ¢ vf(C), na mocy
poprzedniego Lematu I' - C' — VzB.
(2) Kontrapozycja (1).
(3) Zatézmy, ze T' = A — VaB. Na mocy (Q1) mamy + VaB(z,y) — B(z, ), poniewaz = €
Ff(x,B). Zatem, na mocy praw KRZ, I' - A — B.
(4) Kontrapozycja (3).

Lemat 18. Nastepujgce formuly sq tezami KRK:

1) Ve A — dx A (prawo egzemplifikacji),

VrA — JdxA lifik

(2) VoA — A, JxA — A, gdy A jest zdaniem,

(3) Vo A(z, ) < V2A(2, ), FxA(x, V) < 3zA(2, 7).

Proste dowody indukcyjne zostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 19 (o dedukcji). Niech I' bedzie zbiorem formul jezyka L. Wtedy dla dowolnych formut A
i B:
' A — B wtedy i tylko wtedy, gdy ', AF- B

Prosty dowdd indukeyjny zostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 20 (o ekstensjonalnosci). Niech I' bedzie zbiorem zdan oraz niech A bedzie dowolng formulq
jezyka L. Niech A* powstaje z A przez zastgpienie pewnych wystgpien jej podformuly D formutq D’.
Wowczas jezeliI' D « D', toT'F A «— A*.

Dowdd poprzedzimy lematem:
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Lemat 19. Zatoimy, Ze I jest zbiorem zdan. Wowczas, dla dowolnych A i B, jezeli I' = A « B, to
['FVzA < VoB.

Dowad. Zatézmy, ze I' H A — B. Wowczas:

I'+Ve(A— B).
Stad
I'+-VzA — VaB.
Analogicznie dowodzimy, ze I' H B — A pocigga I' - VaB — Vz A. O

Przechodzimy do dowodu twierdzenia o ekstensjonalnosci.

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy formuly, ograniczymy sie przy tym do
jednego przypadku, pozostale zostawiajac jako ¢wiczenie. Zatézmy, ze A = VaB. Wobec zalozenia in-
dukecyjnego:

D« D'+ B+« B

Stad, na mocy lematu:
D « D' +VaB < VzB*
czyli
D« DFA« A"
O

Méwimy, ze zbiér formut I' jest spelnialny, gdy istnieje model 991 i wartosciowanie o : V' — M takie,
ze M = Ala] dla kazdej formuly A € T

Méwimy, ze zbior zdan T' jest spetnialny, gdy dla pewnego modelu 9t zachodzi M = A dla A € T.

Twierdzenie 21 (o istnieniu modelu). KaZdy niesprzeczny zbior formul jest spetnialny. W szczegdlnosci,
kazdy niesprzeczny zbior zdan ma model.

Dowdd tego twierdzenia pomijamy.

Whiosek 8 (twierdzenie o petnosci). Dla dowolnego zbioru zdan Y i dowolnego zdania A:
YFA& Y EA



