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5. WYKELAD 5: SEMANTYKA KLASYCZNEGO RACHUNKU ZDAN.

Dotychczas rozwineliémy klasyczny rachunek na gruncie czysto syntaktycznym, a wiec badaliSmy me-
tode sprawdzania, czy dana formuta B jest dowodliwa na gruncie danego zbioru formut Ay,..., A,.
Obecnie skupimy sie na innym podejsciu do klasycznego rachunku zdan, w ktérym zwigzki miedzy prze-
stankami A, ..., A, a konkluzjg B beda opisywane przez ”wartosci logiczne” zdan Ay, ..., A,. Zrobimy
to z zachowaniem odpowiedniego rygoru formalizmu.

Niech L bedzie jezykiem logiki zdan. Na zbiorze L definiujemy nastepujace operacje:

e Neg(A) = A,

o Alt(A,B) = AV B,

e Kon(A,B)=ANB,

e Imp(A,B)=A— B.
Algebre L = (L, Neg, Alt, Kon, Imp) nazywamy algebra jezyka logiki zdan. Jest to algebra o typie
= (1,2,2,2). Algebra L jest algebra absolutnie wolna ze zbiorem zmiennych zdaniowych P jako
zbiorem wolnych generatorow.

Matryca (Lukasiewicz, Tarski, 1930) dla jezyka logiki zdaniowej nazywamy pare

M = (MaM*)v

gdzie M jest algebra podobng do algebry jezyka logiki zdan, za$ zbior () £ M* C M nazywamy zbiorem
elementéw wyrdznionych matrycy (zaktadamy czesto, ze M* jest jednoelementowy). Piszemy tez

M= (M,M*,F.,F\,F,,F.).

Niech M bedzie pewng matryca dla jezyka logiki zdan. Wartosciowaniem w M nazywamy dowolne
odwzorowanie ¢ : P — M. Kazde takie odwzorowanie przedtuza si¢ jednoznacznie do homomorfizmu
algebry L w algebre M. Homomorfizm ten bedziemy réwniez oznaczaé przez .

Niech A bedzie dowolng formulg jezyka zdan i niech M bedzie matryca. Ustalmy warto$ciowanie
¢ : P — M.Méwimy, ze ¢ spelnia A w M, gdy p(A) € M*. Formule A nazwiemy tautologia matrycy
M, gdy A jest spelniona w M przy kazdym wartosciowaniu (méwimy wtedy tez, ze A jest prawdziwe
w M). Zbioér wszystkich tautologii matrycy M nazywamy zawarto$cig tej matrycy i oznaczamy przez

Moéwimy, ze A wynika logicznie z B w matrycy M, jezeli dla kazdego wartosciowania ¢ : P — M
jezeli o(A) € M*, to p(B) € M™.
Moéwimy, ze A1 B sa logicznie rownowazne w matrycy M, gdy dla kazdego warto$ciowania ¢ : P — M

p(A) = ¢(B).

Przyktady: (1) Niech My = ({0, 1}, {1}, FL, Fx, Fy, FL), gdzie
F(r)=1—2zwZ,
F/\(ZE, y) - min{x, y} w Z,
Fy(z,y) = max{z,y} w Z,
F (z,y)=min{l,1 —2z+y} w Z.
My nazywamy matryca klasycznej (dwuwartosciowej) logiki zdan. Funkcje F. spetiaja funkcje przybli-
zenia jezyka naturalnego. Algebre matrycy My mozemy utozsamié z Bs.

(2) Niech Niech M3 = ({0, %, 1} {1}, F, F\, Fy, F.), z funkcjami F_,, F\, F\,, F_, zdefiniowanymi tak,
jak przed chwilg. M3 nazywamy matryca tréjwartosciowej logiki zdan tukasiewicza.

(3) Niech M¢ = (7(R),{R}, G-, G\, Gy, G_,), gdzie 7(R) oznacza rodzine wszystkich zbioréw otwar-
tych oraz
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o G_(X)=Int(R\ X),

¢ GA(X,Y)=XNY,

o Gy(X,Y)=XUY,

o G_(X,Y)=Int(R\ X UY).

M nazywamy matryca topologicznej logiki Tarskiego.

Lemat 12. Zachodzq nastepujgce tautologie:
(1) p— (p V q) S E(Mg) N E(Mg) N E(MT),
(2) pV —p € E(M;) \ E(M3) \ E(Mr),
(3) (pV—p) = q€ E(Mz) N EMr) \ E(Ms),
(4) (=(pAgq) = (=pV —q)) € E(M;) N E(Ms) \ E(Mr),
() (p = q) # E(My) U E(M3) U E(Mz).

Dowéd. Udowodnimy, dla przyktadu, czesé (1) lematu. Zgodnie z podanymi wezesniej definicjami, tabelki
wartosci funkcji F.,, Fx, F\,, F_, w matrycy M, przedstawiajg sie nastepujaco:

Floll F/\‘O\l Fv‘O\l F.l0|1
10,000,00101raz011.
1 (01 1111 1 (01
Wobec tego
plalpva|lp— (pVa)
111 1 1
10 1 1
01 1 1
0/0| O 1

i tym samym p — (pV q) jest tautologia matrycy M. Podobnie, tabelki wartosci funkcji F., Fa, F\, F_.
w matrycy Mz wygladaja tak:

—_ = | =

= NN [ N0 [ =

oraz

N0 I— O
— ol O =
e OO
—_ |
— = O fj
O = O
I e e el

Zatem

<
3
!
)
<
=

O O ONIFIFVI= = = RS
OVl — ONIR —= ONi- K
ONIR R NIFOI= = = = = <
I N e O e WO S wy EE Wy S Gy EEE W Y

ip— (pVq) jest tautologia matrycy Msj. Na koniec sprawdzamy, ze dla zbioréw otwartych XY C R:
Int(R\ X)UuXUY)=1Int(R) =R,
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a wiec p — (p V q) jest tautologia matrycy Mr. O

Lemat 13. Niech A(py,...,pn) bedzie formulq jezyka logiki zdari i M niech bedzie matrycg dla tego
jezyka. Niech ponadto ¢, bedq dowolnymi wartosciowaniami takimai, Ze

¢(pi) = Y(pi) dlal <i<n.
Wowczas ¢(A) = p(A).
Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy A. Jesli A = p;, to ¢p(A) = ¥(A) z zalo-
zenia.
Jesli A = =B, to mamy
$(A) = 0(=B) = Freg(9(B)) = F-(4(B)) = ¢(=B) = ¥(A).
Przypadki gdy A = BVC, A= BAC oraz A = B — (' pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenia. [
Dowolng funkcje f: {0,1}" — {0, 1} nazywamy funkcja booleowska.
Kazda formuta jezyka logiki zdan wyznacza pewna funkcje booleowska fa taka, ze dla dowolnego
¢: P—{0,1}:
P(A) = fal@(pr), .., d(pm)),
oile A= A(p1,...,Pm)-

Okazuje sie, ze twierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe.

Twierdzenie 11. KazZda funkcjg booleowska jest wyznaczona przez pewnqg formule jezyka logiki zdan,
przy czym w formule tej wystepuja tylko spojniki —,V, A.

Dowéd. Niech f(pq,...,pr) bedzie dowolna funkcja booleowsks. Rozwazmy nastepujaca tablice:

Pr P2 ... DPn
¢ 0 0 ... 0 f0,...0)
é 0 0 ... 1 f0,...,1)
O €1 ey ... e.n fler, ... en)
by 1 1 1 f(1...1)

W powyzszej tabelce mamy ¢g(p;) = 0. Zdefiniujmy 2" formut Cy, ..., Cyn 1 W nastepujacy sposob:
Ck :*p’f/\.../\*pg,
gdzie

' —pi, jesli or(pi) = 0.

Zauwazmy, ze
$e(Cr) =1
oraz
6:(C;) = 0, jedli i # j.
Definiujemy
Alprs - -pn) = \HCk = F(@r(p1), - - dr(pn)) = 1}
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Pokazemy, ze A(p1,...,pn) generuje f. Jesli f(or(p1),-..,0k(pn)) = 1, to Cy wystepuje w A i mamy
wtedy

oK (Cr) = 1.
Zatem ¢p(A) = 1. Jesli f(dr(p1),- .-, Pk(pn)) = 0, to Cy nie wystepuje w A i mamy wtedy
or(A) = 0.

Formul A jest w alternatywnej postaci normalnej, gdy A jest postaci
BiV...V B,
gdzie kazda z formul B; jest koniunkcjg zmiennych zdaniowych lub negacji zmiennych zdaniowych.

Whniosek 5. Dowolna formuta jest logicznie réwnowazna pewnej formule A* w alternatywnej postaci
normalne;.

Whniosek 6. Dowolng funkcje booleowskq mozna wygenerowac za pomocq formul zawierajgcych tylko
spojniki
(1> Vi,
(2> AtInF
(3) —, .
Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze:
(1) pAg=~(-pV —q),
(2) pVg=-(=pA#q),
B)pVag=-p—q
O
Zbiér formut ¥ jest spelnialny, gdy istnieje wartosciowanie ¢ takie, ze dla kazdego A € ¥ mamy

®(A) = 1. Méwimy, ze X jest skonczenie spelnialny, gdy kazdy skorficzony podzbiér zbioru X jest
spetnialny.

Twierdzenie 12 (o zwartosci). Zbior formul 3 jest spelnialny wtedy i tylko wtedy, gdy X jest skoriczenie
spetnialny.

Dowdd. Oczywiscie wystarczy pokazaé, ze jesli zbior jest skonczenie spelialny, to jest tez spekialny.
Zalézmy wiec, ze X jest skonczenie spetnialny. Niech V' bedzie zbiorem wszystkich zmiennych wystepu-
jacych w formutach zbioru ¥. Rozwazmy {0,1}" jako produkt przestrzeni dyskretnych {0,1}. Wobec
twierdzenia Tichonowa {0, 1}V jest przestrzenia zwarta. Zbiory

Byi = {0 €1{0,1}" : 6(p) =i}

stanowia podbaze przestrzeni {0,1}". Ponadto B,; sa domknigto-otwarte, bo {0,1}V \ B,o = B,1.
Dla dowolnej formuty A € ¥ niech

D(A) ={¢ € {0,1}" : ¢(A) = 1}.

7, zatozenia wiemy, ze kazdy skonczony podzbior Yy zbioru X jest spetnialny. Zatem

ﬂ{D(A) : A € Xy} # 0 dla skoriczonego podzbioru 3y C X.
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Zbiory D(A) sa zbiorami domknigto-otwartymi (jako skoniczone sumy skoriczonych przekrojéow zbiorow
podbazowych). Zatem

({D(A): Aex}#0,

a zatem Y jest speinialny. O

Przypomnijmy raz jeszcze aksjomaty klasycznego rachunku zdan:

(1) A— (B — A) (prawo poprzedzania),
) (A= (B — ) — (A— B) — (A C)) (sylogizm Fregego),
) ANB — A,

) ANB — B,

) (A= B) = (A= C) = (A= (BAQO))),

) A— AV B,

) B— AV B,

) (B— 4) = ((C — A) = (BVC — 4),

) "A — (A — B) (prawo Dunsa Szkota),

) (A — —A) — —A (prawo redukeji do absurdu),

) =—A — A (mocne prawo podwdjnego przeczenia);

(
(

Stwierdzenie 9. Wszystkie aksjomaty sq tautologiami w matrycy Ms. Reguia odrywania jest requlq
niezawodng w My, czyli kazda teza systemu klasycznego rachunku zdan jest tautologig matrycy Mo.

(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
10
11

Dowdéd. Sprawdzimy, dla przyktadu, aksjomat (1):
A‘B‘BHA‘A%(B%A)

171 1 1
110 1 1
01 0 1
0]0 1 1

Niech L bedzie jezykiem KRZ. rozwazmy relacje ~C L?:
A ~ B wtedy i tylko wtedy gdy + A < B.
Stwierdzenie 10. Relacja ~ jest rownowainosciq

Dowdd. Wobec rezultatéw udowodnionych na ostatnim wyktadzie:

e zwrotnosé¢ zachodzi, poniewaz mamy F A < A wobec Lematu 1,

e symetria zachodzi, poniewaz mamy - A < B wtedy i tylko wtedy, gdy = B <> A wobec definicji,

e przechodnio$¢ zachodzi, poniewaz mamy, ze jesli - A < B oraz - B « C, to - A « C wobec
twierdzenia o ekstensjonalnosci.

0

Oznaczmy przez L~ zbior klas abstrakcji relacji ~. Klasy abstrakcji oznaczaé¢ bedziemy po prostu
przez [A]. W zbiorze L~ definiujemy relacje

[A] < [B] wtedy i tylko wtedy gdy + A — B.

Wobec twierdzenia o ekstensjonalnosci, relacja powyzsza jest dobrze okreslona. Pokazemy jednak co$
znacznie silniejszego.
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Twierdzenie 13. (L™, <) jest dystrybutywng kratg komplementarng.

Dowdéd. Sprawdzenie, ze < jest relacja porzadku, pozostawiamy czytelnikowi jako proste ¢wiczenie.
Pokazemy, ze [A] N [B] = [A A B]. Istotnie, mamy:

FAANB — A,

FAAB — B.
Zatem [ANB] < [A] oraz [AAB] < [B]. Niech [C] < [A] oraz [C] < [B]. Wtedy - C' — A oraz - C — B.
Ponadto
F(C—A)— (C—B)—(C—ANADB)).
Stad F C'— A A B, co oznacza [C] < [AA BJ.
Pokazemy, ze [A] U [B] = [A V B]. Istotnie, mamy:
HA— AV B,

FB— AV B.
Zatem [A] < [AV B] oraz [B] < [AV BJ. Niech teraz [A] < [C] oraz [B] < [C]. Wtedy - A — C oraz
+ B — C'. Ponadto:
FA—-C)—(B—C)— (AVvB—C()).
Stad F AV B — C, co oznacza [AV B] < [C].
Dystrybutywnos¢ wynika wprost z udowodnionych ostatnio tez:
AN(BVC)«— (ANB)V(ANC),
oraz
AV(BANC) < (AVB)A(AVC).
Pokazemy, ze 1 = [A] wtedy i tyko wtedy, gdy F A. Istotnie, zalézmy, ze 1 = [A]. Wtedy dla dowolnej
formuly B mamy = B — A, w szczegdlnosci dla dowolnej tezy. Stosujac regute odrywania otrzymujemy,
ze = A. Na odwrdét, zatézmy, ze = A. Niech B bedzie dowolng formuta. Mamy wowczas

FA— (B — A).
Stad F B — A, czyli [B] < [4], a zatem [A] = 1.
Pokazemy, ze 0 = [A] wtedy i tylko wtedy, gdy F —A. Istotnie, zalézmy, ze 0 = [A]. Wtedy dla
dowolnej formuty B mamy - A — B, w szczegblnosci dla B = =A mamy - A — —A. Ponadto:
F(A— —-A) — —A.

Stosujac regute odrywania otrzymujemy, ze - = A. Na odwrdét, zatdézmy, ze = —~A. Niech B bedzie dowolna
formutyg. Mamy wowczas
F-A— (A— B).
Stad F A — B, czyli [A] < [B], a zatem [A] = 0.
Na koniec pokazemy, ze —[A] = [-A]. Istotnie, mamy
[AJUu[-A] =[AV —A] =1,
[A]N[-A] =[AAN-A] =0.
O
Algebre (L™, <) nazywamy algebra Lindenbauma KRZ. Dziatania w (L™, <) okreslone sa nastepu-
jaco:
o [AlN[B] =[ANB],
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e [AJU[B] = [AV B],

o —[A] =[-4],
e 1=[pV-p|
e 0=[pA-p|

W dalszym ciagu rozwaza¢ bedziemy algebre Boole’a jako podobna do algebry jezyka KRZ, czyli
algebre postaci
<B7 B Uv ma :>)7
gdzie
r=y=—axUuy.
W szczegdlnosci zauwazmy, iz w algebrze Lindenbauma:
[A] = [B] = —[A]U[B] =[~AV B] =[A — B].
Twierdzenie 14 (o zgodnosci). Kazda teza KRZ jest tautologiq matrycy M.

Dowadd. ZauwazylisSmy juz, ze kazdy aksjomat jest tautologia i ze zbior tautologii jest domkniety na
regute odrywania. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na dhugsé tezy. Niech = A i niech
Aq,..., Ay = A bedzie dowodem A. Jedli [ =1, to A; = A jest aksjomatem, a wiec tautologia. Zalézmy,
ze 1> 11zedlaj < i Aj sa tautologiami. A zatem A; jest aksjomatem, a wiec tautologia, albo dla
pewnych j, k < ¢ mamy

Ak:Aj—>Ai7...,Aj,...,Aj—>AZ',...,AZ'.

Z zatozenia indukcyjnego A; oraz A; — A; sa tautologiami, a zatem A; jest tautologia. O
Twierdzenie 15 (o petnosci). Kazda tautologia Mo jest tezqg KRZ.
Dowdd twierdzenia poprzedzimy lematem. Oznaczmy przez AL algebre Lindenbauma KRZ.

Lemat 14. Niech ¢ bedzie homomorfizmem AL w By. Niech ¢ : P — {0,1} bedzie warto$ciowaniem
takim, zZe
¥(p) = o([pl) dlap e P.
Wowczas
W(A) = ¢([A]) dla dowolnej formuly A.

Wartosciowanie takie jak w lemacie nazywaé¢ bedziemy indukowanym przez ¢.

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy formuty A. Zauwazmy na wstepie, ze ¥
przedtuza sie jednoznacznie do homomorfizmu algebry jezyka KRZ w Bs.
Zatézmy, ze A jest zmienng, A = p — woéwczas twierdzenie jest prawdziwe w mysl zalozenia.
Zatozmy, ze A = - B. Wowczas:

W(A) = (=B) = =¢(B) = =¢([B]) = ¢(=[B]) = ¢([~B]) = ¢([A]).
Przypadki, gdy A = BAC, A = BVC oraz A = B — C pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. [J

Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia o petnosci. Prezentowany dow6d pochodzi z 1951 roku i
jest autorstwa Rasiowej i Sikorskiego.

Dowdéd. Zatdzmy, ze ¥ A. Pokazemy, ze A ¢ E(My). Istotonie, skoro ¥ A, to w AL mamy, ze [A] # 1.
Zatem —[A] # 0, czyli [7A] # 0. Wobec twierdzenia o istnieniu ultrafiltru, istnieje ultrafiltr F' algebry
AL zawierajacy [—A]. W szczegblnosci AL/F = Bs.
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Niech 9 bedzie warto$ciowaniem indukowanym przez kanoniczny homomorfizm x : AL — AL/F.
Wowczas
(=A) = k([-A4]) = 1,
a zatem (A) =0, czyli A ¢ E(M,). O
Whniosek 7. KRZ jest rozstrzygalny w intuicyjnym sensie, tzn. istnieje efektywna procedura dajgca
odpowiedz, czy b A czy ¥ A.

Twierdzenie 16 (Malcev). Niech ¥ bedzie dowolnym zbiorem formul jezyka KRZ. Woéwczas ¥ jest
niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy > jest speinialny.

Dowdd. (<) Zatézmy, ze ¥ jest sprzeczne. Zatem pewien jego skonczony podzbiér 3 jest sprzeczny.
Mamy
YEAANA

dla pewnej formuty A. Niech B = A{C : C € ¥'}. Na mocy twierdzenia o dedukcji:

FB— (AA-A).
7 twierdzenia o zgodnosci

B — (AN-A) € E(M,),
czyli dla kazdego wartosciowania ¢ : P — {0, 1} mamy
O(B— (AN-A)) =1.

Ale zawsze mamy réwniez

dP(AN-A)=0.
Stad ¢(B) = 0 dla kazdego wartosciowania phi, czyli 3’ jest niespelialny, a wiec i ¥ jest niespekialny.

(=) Zalézmy, ze ¥ jest niespelnialny. Z twierdzenia o zwartosci, pewien skonczony podzbiér ¥/ zbioru

Y. jest niespetnialny. Niech

B=/\{C:Cex}.
Stad ¢(B) = 0 dla kazdego wartosciowania phi, wiec B jest kontrtautologia. A zatem - B € E(M.).
Stad, na mocy twierdzenia o petnosci, - = B. Ale

YECdlaCeY

wiec w szczegdlnosci
¥+ B.
Zatem '+ B A =B, czyli ¥/ jest sprzeczny, a wiec i X jest sprzeczny. O



