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3. WYKrAD 3: FILTRY I ULTRAFILTRY.

Niepusty podzbiér F' uniwersum algebry Boole’a B nazywamy filtrem, gdy

(1) Ve,ye F(xNy € F),
(2) Ve e FVy e B(x <y = F).

Przyktady:

(1) Uniwersum dowolnej algebry Boole’a jest filtrem (filtrem niewtasciwym).

(2) {1}.
(3) Niech a € B. Wtedy

{reB:a<z}

jest filtrem (filtr generowany przez element a, filtr gtéwny).
(4) Niech ¢ : A — B bedzie homomorfizmem algebr Boole’a. Wtedy:

Fy={a€A:¢(a) =1}
jest filtrem w A.
Uwaga 1. Rozwazamy wylgcznie filtry w algebrach Boole a.
Uwaga 2. F jest filtrem wlasSciwym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 ¢ F.

Dowdd. (=) : Dow6d prowadzimy przez kontrapozycje. Zalézmy, ze 0 € F. Wowczas a € F' dla kazdego
a, bo 0 < a.
(<) : Zaldzmy, ze F jest niewlasciwy. Wowczas, w szczegdlnosci, 0 € F. O

Niech B bedzie algebra Boole’a. Zbiér X C B jest scentrowany (lub ma wtasnos$é iloczynu skon-
czonego), gdy dla dowolnych n € N, ay,...,a, € X jest

ayN...Na, #0.
Twierdzenie 4. Kazdy zbior scentrowany mozna rozszerzyé do filtru wlasciwego.
Dowéd. Niech X C B bedzie zbiorem scentrowanym algebry Boole’a B. Rozwazmy zbior:
Fxy ={a € B: dlapewnych zy,...,2, € X,a>x1NxoN...Nx,}.

Sprawdzamy, ze F'x jest filtrem. Filtr ten nazywamy filtrem generowanym przez X, czyli najmniej-
szym filtrem zawierajacym X. Oczywiscie X C Fly.
Pokazemy, ze F'x jest filtrem wlasciwym. Gdyby tak nie byto, to 0 € Fix, czyli

dla pewnych z1,...,2, € X,0>z1NxaN... Nz,
co jest sprzeczne z zatozeniem scentrowania zbioru X. O

Filtr F' algebry Boole’a B nazywamy maksymalnym, gdy F jest elementem maksymalnym wzgledem
relacji C w rodzinie filtrow wtasciwych algebry B.

Twierdzenie 5 (Tarski, 1930%). Kazdy filtr wlasciwy algebry Boole’a mozna rozszerzyé do filtru maksy-
malnego.

3Jest to twierdzenie znane jako BPI (Boolean Prime Ideal Theorem); twierdzenie to jest slabsze od pewnika wyboru,
ale dla prostoty dowodu poprowadzimy go z wykorzystaniem lematu Kuratowskiego-Zorna
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Dowdd. Niech F' bedzie filtrem wtasciwym algebry Boole’a B. Rozwazmy
F ={G : G jest filtrem wlasciwym w B oraz F' C G}.

Poniewaz F' € F, wigc F # 0.

Pokazemy, ze kazdy tancuch w F ma ograniczenie gérne w F. Niech £ bedzie tancuchem w F. Roz-
wazmy |J L. Pokazemy, ze | J £ €F . Istotnie, zauwazmy, ze |J £ jest filtrem. Niech bowiem a,b € |J L.
Wtedy a € G, b € Gy, dla pewnych G,, G, € L. Mozemy zaktadac, ze G, C Gy,. Wobec tego a,b € Gy,
Stad anb € G, C |JL. Dalej, niech a € |JL£ i niech x € B bedzie takie, ze a < z. Ale a € G, dla
pewnego G, € L, skad x € G, C |J L.

Zauwazmy nastepnie, ze | J £ # B. Istotnie, gdyby 0 € |J £, to wowczas 0 € G, dla pewnego G, € |J F,
co jest sprzecznoscia.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze F' C |J L. Tym samym pokazalismy, ze | J £ €F , wiec na mocy lematu

Kuratowskiego-Zorna w rodzinie (F, C) istnieje element maksymalny. O
Whiosek 1. (1) Kazdy zbior scentrowany algebry Boole’a B mozna rozszerzyé do filtru maksymal-
neqgo.

(2) Kazdy element a # 0 nalezy do pewnego filtru maksymalnego.
(3) Dla dowolnych a,b takich, Ze a # b istnieje filtr maksymalny F taki, Ze

(ae FANbg F)V(be FAaé¢ F).

Lemat 1. W dowolnej algebrze Boole’a:

(1) zU0 ==,

(2) zU1l=1,

B) —(zNy) = —zU—y.
Twierdzenie 6. Niech F' bedzie filtrem w algebrze Boole’a B. Wowczas relacja ~p dana wzorem:

r~py s astniegjeu € FrxNu=yNu

jest kongruencjq algebry.

Dowadd. Relacja ~p jest réwnowaznoscig, co tatwo sprawdzié: jest zwrotna, czyli x ~r x, bozN1l =2xN1
il e F; jest symetryczna, czyli x ~p y = y ~p x, bo x Nu =y Nu jest rbwnowazne y Nu = x Nu; jest
tez symetryczna, zatézmy bowiem, ze x ~p y oraz y ~p z, czyli ze dla pewnych u,w € F:

zNu=yNuorazyNw = zNw.
Rozwazmy element v Nw € F. Mamy:
rNuwNw)=(zNuNw=(yNu)Nw=(yNw)Nu=(zNw)Nu==zN(uNuw),
co konczy dowdd przechodniosci.
Zalézmy, ze x ~p 2’ 1y ~r y'. Pozostaje wykazaé, ze
(xNy) ~p (@ NY), (xUy) ~p (' UY)1 — 2 ~p —2'
Pokazemy, dla przyktadu, ostatnig wtasnosé. Istotnie:
rNu=12Nu

oznacza, ze rowniez

—(xNu)=—(2'Nu),
czyli

—zU—u=—2'"U-—u,
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a stad
uN(—zU—u)=un(—z'U—u),
a wiec
—zNu=—2'"Nu.

Uwaga 3. Niech B bedzie algebrg Boole’a i niech ~ bedzie jej kongruencjg. Wtedy
F.={xeB:x~1}
jest filtrem. Ponadto ~p_ =r.

Jezeli F' jest filtrem algebry Boole’a B, to zamiast B/ ~p bedziemy pisa¢ po prostu B/F.
Filtr F' algebry Boole’a B nazywamy pierwszym, gdy dla dowolnych a,b € B, jezeli aUb € F, to
a€ FlubbeF.

Twierdzenie 7. Niech I’ bedzie filtrem maksymalnym algebry Boole’a B. Wowczas nastepujgce warunk:
$q rownowazne:

(1) F jest maksymalny,

(2) F jest pierwszy,

(3) dla dowolnego a € B albo a € F, albo —a € F,

(4) B/F = Bs.
Dowdd. (1) = (2) : Przypusémy, ze F' nie jest filtrem pierwszym. Niech a, b beda takie, ze

aUbe Foraza ¢ F,b¢ F.
Rozwazmy zbiér G = {x € B : istnieje u € F': x > aNu}. Oczywiscie F' C G. Pokazemy, ze G # B,
w szezegblnosei b ¢ G. Faktycznie, gdyby b € G to mieliby$my b > a N u, dla pewnego u € F. Stad
b=0bU(aNu) = (bUa)N(bUu) € F, co jest sprzecznoscia. Zatem F nie moze by¢ filtrem maksymalnym,
—— ==

€F >ucF

co réwniez byloby sprzecznoscia.

(2) = (3) : Zalézmy, ze F' jest pierwszy. Wowczas

aU—a =1 € F dla dowolnego a € B,

a stad a € F' lub —a € F' i nie moze by¢ jednoczesnie a € F oraz —a € F.

(3) = (4) : Rozwazmy algebre ilorazowa B/F, gdzie F jest filtrem majacym wlasnos¢ (3). W B/F
mamy:

l=Foraz0={—-a:a€ F}.

Istotnie, zobaczmy, ze 1 = F. Ustalmy a € F. Wéwczas a ~p 1, bo a Na = anN 1. Na odwrét, zalézmy,
ze a ~p 1. Wéwezas dla pewnego u € F' zachodzi aNu=uN1=u, skad u < a, czyli a € F.

Dalej, sprawdzmy, ze 0 = {—a : a € F'}. Faktycznie:

0 = {reB:x~;0}={r € B: istniejeu € F': xNu =0}
= {reB:u<—z}={—-z:2€F}

Ustalmy teraz a € B. Mamy, ze a € F' i wtedy [a] = 1, albo —a € F' i wtedy [a] = 0.

(4) = (1) : Przypu$émy, ze F' nie jest maksymalny, czyli ze istnieje filtr wlasciwy G taki, ze FF C G.
Niech a € G\ F. Rozwazmy B/F. Mamy:

la] # 1 oraz [a] # 0,
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bo gdyby [a] =0, to —a € F C G, ale a € G i G jest filtrem wlasciwym. Stad otrzymujemy sprzecznosé.
O

Dowolny filtr wtasciwy spetniajacy jeden z powyzszych réwnowaznych warunkéw nazywamy ultrafil-
trem.

Interesowaé nas beda gtéwnie ultrafiltry w algebrach potegowych. Niech I # (). Méwimy, ze F jest
filtrem nad zbiorem I, gdy F jest filtrem w algebrze potegowej (21, C). Wprost z definicji filtrem
glownym w algebrze potegowej bedzie

Fi={X:AcCX}

Uwaga 4. Niech F bedzie filtrem glownym nad I. Wowczas F' jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy
F jest generowany przez zbior jednoelementowy.

Dowdd. (=) : Niech X generuje F' i przypusémy, ze x,y € X dla x # y. Rozwazmy {x}. Poniewaz F
jest ultrafiltrem, wiec:
{z} € F albo —{z} € F.
W pierwszym przypadku {z} N X € F, czyli {z} € F, co daje sprzeczno$¢. W drugim przypadku
sprzecznosé otrzymujemy wobec faktu, ze X \ {z} € F.
(«:) Zatézmy, ze F={Y C I:{a} CY}={Y :a €Y} Weimy dowolny Z C I. Mamy:

a€Zlubad¢ Z, czyliae€ —Z.
W pierwszym przypadku Z € F, a w drugim —Z € F. Wobec tego F' jest ultrafiltrem. O

Uwaga 5. Jesli F' jest ultrafiltrem niegtownym nad I, to do F nie nalezy Zaden zbior skoriczony.

Dowdd. Zatézmy, ze F' jest filtrem nieglownym w pewnej algebrze potegowej nad I i przypusémy, ze
pewien zbiér skonczony nalezy do F'. Niech K bedzie takim zbiorem o minimalnej liczbie elementéw.
Przypusémy ponadto, ze dla = # y mamy x,y € K. Wowczas

{r} ¢ F,
poniewaz K byl minimalnym zbiorem skonczonym nalezacym do F' oraz
—{a} & F,

poniewaz w przeciwnym razie —{x} N K € F, co daje sprzecznosé¢ z minimalnoscia K. Oznacza to, ze F'
nie moégtby by¢ ultrafiltrem. U

Uwaga 6. W dowolnej nieskonczonej algebrze potegowej istniejqg ultrafiltry nieglowne.
Dowaéd. Niech I bedzie zbiorem nieskonczonym. Rozwazmy
F ={X CI:X jest zbiorem koskonczonym}.

Z tatwoscig sprawdzamy, ze F' jest filtem. F jest filtrem wlasciwym, bo ) ¢ F. F mozemy rozszerzy¢ do
ultrafiltru. Z kolei tatwo sprawdzamy, ze kazdy ultrafiltr rozszerzajacy F' jest niegtéwny. O



